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ReSeni podetni ¢asti zkouskové pisemky z 13.6.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [6b] Rozviite funkci

Tz —2
&= e
do Laurentovy fady o stfedu (—1) tak, aby tato fada konvergovala v bodé z = —1.

Reseni: V zadani je naznaceno, ze chceme, aby Laurentova fada konvergovala na mnoziné 0 < |z +1| < 1,
nebot ze vech moznych (maximélnich) mezikruzi o stiedu (—1) jediné toto obsahuje bod z = —1. Dalsim
(standardnim) krokem je tiprava vyrazu f(z) pomoci rozkladu na parcidlni zlomky a tyto pak dale tak,!
aby obsahovaly ¢leny (z + 1):

Tz —2 12 3 -1 —2 3
Z

f(Z):m:;+z—2_z+1:1—(Z+1)+1_ o+l

Prvni zlomek je sou¢tem geometrické fady s kvocientem (z + 1), kterd tedy konverguje pro |z + 1] < 1,
druhy zlomek je souctem geometrické rady s kvocientem Z'H , ktera tedy konverguje pro |z + 1| < 3:

-1 i( Ly o -2 2 i z4+1\"
- - = _ resp. —2 = —=
1-(+1) &=~ : P 1- =2 3) = \"3

Tteti zlomek uz je Laurentova fada na mnoziné 0 < |z + 1|, celkové tedy pro 0 < |z + 1| < 1 mame:
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IPlati oviem stejny footnote jako v piedchozich pisemkich. ®
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2. [12b] Spoctéte integral

g
/ M p=23,....
0 1+£Un

Nidvod: Integrujte pres obvod kruhové vysete {0 < argz < 2%, |z| < R}. Pokud budete piesvédéeni,
ze integral pres néjakou Cast integra¢niho oboru ma jit k nule, odivodnéte to presné. Vysledek ovéite
nezavislym vypocétem pro n = 2.

Reseni:
Integracni kiivka je tedy ¢ = @1 + @2 — 3, kde

‘pl(t):ta tG(O,R),

. 27

a0 =R, re (0,2,

@s(t) = te’=,  te(0,R).
Integrovana funkce je holomorfni v celé komplexni roviné s vyjimkou n kofent rovnice 2" = —1, z nichz
viak v uvazované kruhové vyseéi lezi pouze kofen zy = e’= . Podle reziduové véty tedy plati

d d d 1
/ 7zn+/ Z” _/ Zn ZQWiReSzzei% n " (1)
o L+ 2 os L+ 2 ps L+ 2 14z

Ukazeme, ze integral pres kiivku ¢s jde k nule, pokud R — +oo:

2w 2w
d & B R
/ = S/ dt:/ T gt U
op L+ 2 0 o |1+ Rreint|

Pro pevné n > 1 a R — +00 jde integrand k nule. Zaroven je |1 +R”ei”t| > R™ — 1 (nakreslete si
obrazek!), tedy je

Rie®
1+ Rneint

i - < R <
|1 +Rneznt| — Rr—1—
protoze uvedeny vyraz mé pro pevné n > 1 a R — 400 nulovou limitu.? Tato konstanta je na intervalu
integrace <0, 27”> integrabilni majorantou pro limitni piechod za integra¢nim znamenim, tedy celkové
vidime, ze integral pfes kiivku ¢, ptijde k nule pro R — +o0.
Déle uZ je vypocet standardni. V (1) vyéislime integrdly pfes ¢; a @3, ve kterych posleme R — +oc:

c pro R > Ry,

d gt
lim e / = 2)
R— oo (p11+z 0 1+t

d L e [ dt
lim ~ = / = - (3)
R—co J,o 1+ 2 o l+tre o 1+t

Zbyva spolist reziduum v (1). Jde o jednonédsobny koten, takZe jej dosadime do derivace jmenovatele.
Viimnéte si, ze poté rozsifenim zlomku znovu &slem 2y, = e!* budeme moci vyuzit ve jmenovateli vlast-
nosti 2§ = —1:

1 1

r=e'n 1+ 27 T opan—1

Dosazenim (2), (3), (4) do (1) dostaneme

2m o dt i
(1—e’27) / — o &
o 141t7 n

Vydélime-li tuto rovnost vyrazem 2ie’= , dostaneme vlevo pred integrdlem hodnotu (—sin Z), tedy celkové

z

Res

(4)

. s nzm z:ei% n

<odt Ok _
== n=23,....
o 141 sin =
Piimym vypoétem pro n = 2 dostaneme pro kontrolu fooo 1122 = [arctg z]§° = T, coz souhlasi.

2Neifkam, ¥e toto je jediné mozné odfivodnéni, pro¢ integral jde k nule. Kdo um{ modifikované Jordanovo lemma, mtize
argumentovat jim. Ale pokud se date na cestu ,limitni pfechod za integra¢nim znamenim®, néjakym zptlisobem musite
udiivodnit, Ze mate integrabilni majorantu.
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3. [12b] Bud funkce f definovéna jako cos § na intervalu (—m,7) a viude jinde na redlné ose necht je

—_—
funkce f nulova. Spoctéte f x f, tj. Fourierovu transformaci konvoluce funkce f se sebou samou.
Ndvod: Pouzijte nejprve vzorec pro Fourierovu transformaci konvoluce. Odivodnéte jeho pouZiti!

Reseni: Je-li f € L'(R), plati f/*\f = - f. Nage funkce je spojitd a nulové vné intervalu (—,7), je tedy
jisté prvkem prostoru L*(R), proto lze uvedeny vzorec pouzit. Staci tedy spocitat Fourierovu transformaci
a tu pak umocnit na druhou:

f(ﬁ) = / f(x) e 2™ dy = / e 2T cog g de = / e 2mine m# de =

- % / ez(g—zmwdﬂ% / e~ 57 2miE) gy ©)

pokud pouZijeme vyjadieni kosinu pomoci komplexni exponencidly. Oba integraly v (5) lze spocitat piimo,
protoze integrované funkce maji trivialni primitivni funkci, ov8em nasledujici vypocet plati pouze pro

E# ik
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Fourierova transformace funkce z L!(R) viak musi byt spojit, proto musi existovat vlastni limita vyrazu

4 cos 271'25
1—1672€2

mal4 vzpominka na blahé doby prvniho semestru), ptipadné pouzit piimo vztah (5) pro £ = £, jak se
4
vam chce. V kazdém piipadé vyjde 7. Celkové pak tedy

v bodech ¢ = j:ﬁ. Ze sudosti f a tedy i f sta¢i napocitat limitu jen v jednom z téchto bodu
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