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Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 13.6.2006MA pro F, 3. semestr

1. [6b] Rozviòte funkci
f(z) = 7z � 2z(z + 1)(z � 2)

do Laurentovy øady o støedu (�1) tak, aby tato øada konvergovala v bodì z = � 12 .
Øe¹ení: V zadání je naznaèeno, ¾e chceme, aby Laurentova øada konvergovala na mno¾inì 0 < jz+1j < 1,nebo» ze v¹ech mo¾ných (maximálních) mezikru¾í o støedu (�1) jedinì toto obsahuje bod z = � 12 . Dal¹ím(standardním) krokem je úprava výrazu f(z) pomocí rozkladu na parciální zlomky a tyto pak dále tak,1aby obsahovaly èleny (z + 1):

f(z) = 7z � 2z(z + 1)(z � 2) = 1z + 2z � 2 � 3z + 1 = �11� (z + 1) + � 231� z+13 � 3z + 1 :
První zlomek je souètem geometrické øady s kvocientem (z + 1), která tedy konverguje pro jz + 1j < 1,druhý zlomek je souètem geometrické øady s kvocientem z+13 , která tedy konverguje pro jz + 1j < 3:

�11� (z + 1) = � 1X
n=0(z + 1)n ; resp. � 231� z+13 = ��23

� 1X
n=0

�z + 13
�n :

Tøetí zlomek u¾ je Laurentova øada na mno¾inì 0 < jz + 1j, celkovì tedy pro 0 < jz + 1j < 1 máme:
f(z) = � 1X

n=0(z + 1)n � 23
1X
n=0

�z + 13
�n � 3z + 1 = � 3z + 1 �

1X
n=0

3n+1 + 23n+1 (z + 1)n :

1Platí ov¹em stejný footnote jako v pøedchozích písemkách. ,
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2. [12b] Spoètìte integrál Z 1
0 dx1 + xn ; n = 2; 3; : : : :

Návod: Integrujte pøes obvod kruhové výseèe f0 � arg z � 2�n ; jzj � Rg. Pokud budete pøesvìdèeni,¾e integrál pøes nìjakou èást integraèního oboru má jít k nule, odùvodnìte to pøesnì. Výsledek ovìøtenezávislým výpoètem pro n = 2.
Øe¹ení:Integraèní køivka je tedy ' = '1 u '2 � '3, kde

'1(t) = t ; t 2 (0; R) ;
'2(t) = Reit ; t 2 �0; 2�n

� ;
'3(t) = tei 2�n ; t 2 (0; R) :

Integrovaná funkce je holomorfní v celé komplexní rovinì s výjimkou n koøenù rovnice zn = �1, z nich¾v¹ak v uva¾ované kruhové výseèi le¾í pouze koøen z0 = ei�n . Podle reziduové vìty tedy platíZ
'1

dz1 + zn + Z
'2

dz1 + zn � Z
'3

dz1 + zn = 2�iResz=ei �n 11 + zn : (1)
Uká¾eme, ¾e integrál pøes køivku '2 jde k nule, pokud R! +1:����

Z
'2

dz1 + zn
���� �

Z 2�
n

0
���� Rieit1 +Rneint

���� dt = Z 2�
n

0 Rj1 +Rneintj dt :
Pro pevné n > 1 a R ! +1 jde integrand k nule. Zároveò je ��1 +Rneint�� � Rn � 1 (nakreslete siobrázek!), tedy je Rj1 +Rneintj � RRn � 1 � c pro R � R0 ;
proto¾e uvedený výraz má pro pevné n > 1 a R ! +1 nulovou limitu.2 Tato konstanta je na intervaluintegrace 
0; 2�n � integrabilní majorantou pro limitní pøechod za integraèním znamením, tedy celkovìvidíme, ¾e integrál pøes køivku '2 pùjde k nule pro R! +1.Dále u¾ je výpoèet standardní. V (1) vyèíslíme integrály pøes '1 a '3, ve kterých po¹leme R! +1:

limR!1
Z
'1

dz1 + zn = Z 1
0 dt1 + tn ; (2)

limR!1
Z
'3

dz1 + zn = Z 1
0 ei 2�n1 + tne2�i dt = ei 2�n Z 1

0 dt1 + tn : (3)
Zbývá spoèíst reziduum v (1). Jde o jednonásobný koøen, tak¾e jej dosadíme do derivace jmenovatele.V¹imnìte si, ¾e poté roz¹íøením zlomku znovu èíslem z0 = ei�n budeme moci vyu¾ít ve jmenovateli vlast-nosti zn0 = �1:

Resz=ei �n 11 + zn = 1nzn�1
����z=ei �n = znzn

���z=ei �n = �ei�nn : (4)
Dosazením (2), (3), (4) do (1) dostaneme�1� ei 2�n � Z 10 dt1 + tn = �2�i ei�nn :
Vydìlíme-li tuto rovnost výrazem 2i ei�n , dostaneme vlevo pøed integrálem hodnotu (� sin �n ), tedy celkovìZ 1

0 dt1 + tn = �nsin �n ; n = 2; 3; : : : :
Pøímým výpoètem pro n = 2 dostaneme pro kontrolu R10 dt1+t2 = [arctg x]10 = �2 , co¾ souhlasí.

2Neøíkám, ¾e toto je jediné mo¾né odùvodnìní, proè integrál jde k nule. Kdo umí modi�kované Jordanovo lemma, mù¾e
argumentovat jím. Ale pokud se dáte na cestu þlimitní pøechod za integraèním znamenímÿ, nìjakým zpùsobem musíte
udùvodnit, ¾e máte integrabilní majorantu.
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3. [12b] Buï funkce f de�nována jako cos x2 na intervalu h��; �i a v¹ude jinde na reálné ose nech» jefunkce f nulová. Spoètìte [f ? f , tj. Fourierovu transformaci konvoluce funkce f se sebou samou.
Návod: Pou¾ijte nejprve vzorec pro Fourierovu transformaci konvoluce. Odùvodnìte jeho pou¾ití!
Øe¹ení: Je-li f 2 L1(R), platí[f ? f = bf � bf . Na¹e funkce je spojitá a nulová vnì intervalu h��; �i, je tedyjistì prvkem prostoru L1(R), proto lze uvedený vzorec pou¾ít. Staèí tedy spoèítat Fourierovu transformacia tu pak umocnit na druhou:

bf(�) = Z 1
�1 f(x) e�2�ix� dx = Z �

�� e�2�ix� cos x2 dx = Z �
�� e�2�ix� � e

i x2 + e�i x22 dx =
= 12

Z �
�� ex( i2�2�i�) dx+ 12

Z �
�� ex(� i

2�2�i�) dx ; (5)
pokud pou¾ijeme vyjádøení kosinu pomocí komplexní exponenciály. Oba integrály v (5) lze spoèítat pøímo,proto¾e integrované funkce mají triviální primitivní funkci, ov¹em následující výpoèet platí pouze pro� 6= � 14� :

bf(�) = 1i� 4�i�
�e�( i2�2�i�) � e��( i2�2�i�)�+ 1�i� 4�i�

�e�(� i
2�2�i�) � e��(� i

2�2�i�)� =
= 1i� 4�i�

�ie�2�2i�) + ie2�2i�)�+ 1�i� 4�i�
��ie�2�2i�) � ie2�2i�)� =

= 2 cos 2�2�1� 4�� + 2 cos 2�2�1 + 4�� = 4 cos 2�2�1� 16�2�2 ; � 6= � 14� :
Fourierova transformace funkce z L1(R) v¹ak musí být spojitá, proto musí existovat vlastní limita výrazu4 cos 2�2�1�16�2�2 v bodech � = � 14� . Ze sudosti f a tedy i bf staèí napoèítat limitu jen v jednom z tìchto bodù(malá vzpomínka na blahé doby prvního semestru), pøípadnì pou¾ít pøímo vztah (5) pro � = � 14� , jak sevám chce. V ka¾dém pøípadì vyjde �. Celkovì pak tedy

�
[f ? f�(�) = bf(�) � bf(�) =

8><
>:

� 4 cos 2�2�1�16�2�2�2 ; � 6= � 14� ;
�2 ; � = � 14� :


