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Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 30.5.2006MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Rozviòte funkci e�x (� 2 R) do Fourierovy øady v Hermiteových polynomech. Uka¾te ov¹emnejprve, ¾e zadaná funkce patøí do prostoru, ve kterém je tento systém polynomù úplným ON systémem.K výpoètùm mù¾ete pou¾ít tabulku systémù ON polynomù, která byla rozdávaná na pøedná¹ce, v¹echnyinformace v ní uvedené pova¾ujte za známé.
Øe¹ení:

a) Musíme zjistit, zda e�x 2 L2e�x2 (�1;1), tj. zda je koneèný integrál
Z 1

�1
(e�x)2e�x2 dx = Z 1

�1
e2�x�x2 dx = e�2 Z 1

�1
e�(x��)2 dx :

Výsledný integrál evidentnì konverguje, dokonce (napøíklad po substituci y = x��) je vidìt, ¾evýsledek výpoètu je e�2p�.
b) Hledáme koe�cienty cn tak, aby platilo

e�x = 1X
n=0 cnHn(x) ; x 2 R : (1)

Z teorie abstraktních Fourierových øad plyne, ¾e
cn = (e�x; Hn(x))e�x2kHn(x)k2e�x2 = 12nn!p�

Z 1

�1
e�xe�x2ex2(�1)n dndxn (e�x2) dx : (2)

Integrál v (2) budeme poèítat opakovanou metodou per partes. Po prvním per partes dostaneme:
(�1)n Z 1

�1
e�x dndxn (e�x2) dx = �(�1)ne�x dn�1dxn�1 (e�x2)

�1
�1

� (�1)n Z 1

�1
(e�x)0 dn�1dxn�1 (e�x2) dx

= (�1)n+1 Z 1

�1
(e�x)0 dn�1dxn�1 (e�x2) dx : (3)

Hranièní èlen je nulový, proto¾e obsahuje èlen e�x2 (a èlen e�x, a polynom, který vznikne proderivo-váním; ale tyto èleny jsou v nekoneènech pøetlaèeny Gaussovou exponencielou e�x2). Opakovanýmpou¾itím per partes dostaneme postupnì
(�1)n Z 1

�1
e�x dndxn (e�x2) dx = (�1)n+1 Z 1

�1
(e�x)0 dn�1dxn�1 (e�x2) dx = : : : :

: : : = (�1)n+n Z 1

�1

dndxn (e�x)e�x2 dx = �n Z 1

�1
e�xe�x2 dx =

= �ne�24 Z 1

�1
e�(x��2 )2 dx = �ne�24 p� :

Tedy podle (2) je
cn = �ne�24 p�2nn!p� = ��2

�n e�24n!a podle (1)
e�x = e�24 1X

n=0
��2

�n Hn(x)n! ; x 2 R ; � 2 R :
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2. [12b] Spoètìte integrály Z 1

0
lnx(1 + x2)2 dx ;

Z 1

0
1(1 + x2)2 dx

pomocí reziduové vìty. Jde-li o nìkteré z typù integrace, probíraných na pøedná¹ce, uveïte pouze postup,jakým se takové integrály poèítají (tj. jaká funkce se integruje po jaké køivce, jaké musí mít tato funkcevlastnosti, aby jistá èást integrálu ¹la k nule a jaký vzorec pro výpoèet integrálu z toho vypadne). Pokudtoto správnì uvedete, nemusíte dokazovat, ¾e ona jistá èást integrálu jde k nule, pouze ovìøíte, ¾e va¹efunkce splòuje podmínky, které od ní po¾adujete.
Øe¹ení:Jednou z mo¾ností (byly i jiné) bylo pou¾ít postupu z pøedná¹ky, kde se integrovala funkce typu f(z) ln2 zpo obvodu þtémìø celého mezikru¾íÿ o polomìrech " a R. Pokud je funkce f holomorfní na celé komplexnírovinì s výjimkou koneènì mnoha bodù z1, . . . , zn, navíc nemá singularity na h0;1) a je podílem dvoupolynomù, kde stupeò jmenovatele je alespoò o dva vìt¹í ne¾ stupeò èitatele, platí:Z 1

0 f(x) lnx dx = �12 Re�Xzj Reszj f(z) ln2 z� ;
Z 1

0 f(x) dx = � 12� Im�X
zj Reszj f(z) ln2 z� ;

Pøitom pro jednoznaènou vìtev komplexního logaritmu, kterou zd pouíváme, platí Im (ln z) 2 (0; 2�).V na¹em pøípadì f(z) = 1(1+z2)2 splòuje v¹echny vý¹e uvedené pøedpoklady, a tedy:
Z 1

0
lnx(1 + x2)2 dx = �12 Re� X

z=�iResz
ln2 z(1 + z2)2

� ; Z 1

0
dx(1 + x2)2 = � 12� Im� X

z=�iResz
ln2 z(1 + z2)2

�:
V bodech �i má f póly násobnosti 2, a tedy

R := X
z=�iResz

ln2 z(1 + z2)2 = X
z=�i

� (z � i)2 ln2 z(z � i)2(z + i)2
�0�����z=�i =

X
z=�i

� ln2 z(z � i)2
�0�����z=�i =

= X
z=�i

2 1z (z � i)2 ln z � 2(z � i) ln2 z(z � i)4
�����z=�i =

X
�i

8(�i) ln(�i)� 4(�i) ln2(�i)16 :
Námi uva¾ovaná vìtev komplexního logaritmu dává ln i = i�2 a ln(�i) = i 3�2 , a tedy suma vý¹e je
R = 14

�2i � i�2 � i�i�2
�2�+ 14

�2(�i) � i3�2 � (�i)�i3�2
�2� = ��4 + i�216 + 3�4 � i9�216 = �2 � i�22 :

Pak tedy máme Z 1

0
lnx(1 + x2)2 dx = �12 Re��2 � i�22

� = ��4 ;Z 1

0
1(1 + x2)2 dx = � 12� Im��2 � i�22

� = �4 ;
co¾ jsme mìli spoèítat.
Poznámka: Seètením obou integrálù lze dostat zajímavou rovnostZ 1

0
1 + lnx(1 + x2)2 dx = 0 :
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3. [10b] Spoètìte Fourierovu transformaci funkce
1x2 + x+ 1 ; x 2 R :

Do jakého z Lp prostorù patøí tato funkce a jaký to má vliv na vlastnosti výsledné transformace? (Tj.lze-li nìkterou z tìchto vlastností vyu¾ít, uèiòte tak.)
Øe¹ení: Uva¾ovaná funkce f(x) := 1x2+x+1 patøí jak do prostoru L1(R), tak do prostoru L2(R), a tedy bfbude spojitá, L2-integrovatelná funkce.Koøeny jmenovatele jsou � 12 � ip32 a my máme

bf(�) = Z 1

�1

e�2�ix�x2 + x+ 1 dx = 2�iRes(� 12+ip32 ) e�2�iz�z2 + z + 1 (4)
podle reziduové vìty, aplikované na integrál pøes obvod þhorního pùlkruhuÿ. Ov¹em pozor: podle Jordanovalemmatu pùjde integrál pøes þrozpínající se horní pùlkru¾niciÿ k nule jen tehdy, kdy¾ bude v èitateli výrazeiax pro a > 0. Je tedy vztah (4) pou¾itelný pouze pro � < 0, a proto (pól v (� 12 + ip32 ) je jednonásobný):

� < 0 ) bf(�) = 2�i e�2�i(� 12+ip32 )�
2(� 12 + ip32 ) + 1 = 2�p3e�i�e��

p3 :
Pro � > 0 budeme integrovat pøes obvod þdolního pùlkruhuÿ. Nesmíme zapomenout, ¾e tedy beremedo úvahy reziduum v (� 12 � ip32 ) a dále ¾e díky opaèné orientaci køivky bude koe�cient pøed reziduemþ�2�iÿ:

� > 0 ) bf(�) = �2�i e�2�i(� 12�ip32 )�
2(� 12 � ip32 ) + 1 = 2�p3e�i�e���

p3 :
Oba èásteèné výsledky je mo¾no zapsat jednotnì pro pro � 6= 0:

bf(�) = 2�p3e�i�e��j�j
p3 :

Proto¾e v¹ak víme, ¾e bf je spojitá na celé reálné ose, platí vý¹e uvedený vztah i pro � = 0. To nám m.j.(þbez poèítáníÿ) dává hodnotu integrálu
bf(0) = Z 1

�1

dxx2 + x+ 1 = 2�p3 :


