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Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 26.5.2006MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Rozviòte funkci f(z) = 1z2 + 1do Laurentovy øadya) v prstencovém okolí bodu i (speci�kujte pøesnì v jakém),b) v okolí nekoneèna (speci�kujte pøesnì v jakém).
Øe¹ení:a) Prvním krokem je úprava výrazu f(z) tak,1 aby obsahoval èleny (z � i):

f(z) = 1z2 + 1 = 1z � i � 1z + i = 1z � i � 12i+ z � i = 1z � i � 12i � 11 + z�i2i :
Poslední slo¾ený zlomek je souètem geometrické øady s kvocientem�� z�i2i �, pokud je tento v absolutníhodnotì men¹í ne¾ jedna, tj. pro �� z�i2i �� < 1 neboli jz � ij < 2. Pro tato z je

11 + z�i2i = 1X
n=0

��z � i2i
�n ;

a tedy celkovì (díky faktoru 1z�i musí být z 6= i, tj. jz � ij > 0):
f(z) = 1z � i � 12i � 1Xn=0

��z � i2i
�n = 1X

n=0 (�1)n(2i)n+1 (z�i)n�1 = 1X
n=�1 (�1)

n+1(2i)n+2 (z�i)n ; 0 < jz�ij < 2 :
b) Podobný trik jako vý¹e: musíme v¹ak zlomek upravit tak, aby souèet geometrické øady platil prokvocient, který má z ve jmenovateli, sledujte proè:

f(z) = 1z2 + 1 = 1z2 � 11 + 1z2 = 1z2
�1� 1z2 + 1z4 + � � �� = 1z2 � 1z4 + 1z6 + � � � = 1X

n=0 (�1)
nz2n+2 ;

tøetí rovnost je souèet geometrické øady s kvocientem�� 1z2 �, a tedy platí pro �� 1z2 �� < 1, tj. pro jzj > 1,co¾ pøesnì chceme.

1Komu se nelíbí èarování s geometrickými øadami, mù¾e Laurentovy koe�cienty poèítat pomocí vzorce pro nì: pokudje  uzavøená jednoduchá køivka, která obìhne z0 v kladném smyslu (a ¾ádnou jinou singularitu f neobìhne), je an =12�i R f(z)(z�z0)n+1 dz, který v na¹em pøípadì dá
an = 12�i

Z


1(z2 + 1)(z � i)n+1 = 12�i � 2�iRes i 1(z2 + 1)(z � i)n+1 = Res i 1(z + i)(z � i)n+2 ;
druhá rovnost je reziduová vìta. Zkuste to dopoèíst, mìlo by vyjít toté¾.
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2. [10b] Spoètìte integrál Z 2�

0 (1 + 2 cosx)23 + 2 cosx dx
pomocí reziduové vìty. Výpoèet okomentujte (odùvodnìte) s odvoláním na tuto vìtu.
Øe¹ení:Jde o standardní typ integrace þracionální funkce v sinech a kosinech pøes interval délky 2�ÿ. Integrál sepøevede na køivkový komplexní integrál pøes obvod jednotkového kruhu z funkce

1iz �
�1 + z + 1z �2�3 + z + 1z � :

Podle reziduové vìty Z 2�
0 (1 + 2 cosx)23 + 2 cosx dx = 2� X

jz0j<1Resz0 (z2 + z + 1)2z2 (z2 + 3z + 2) ;
proto¾e funkce f(z) := (z2+z+1)2z2 (z2+3z+2) je holomorfní v celé komplexní rovinì s výjimkou tøí izolovaných singu-larit, z nich¾ ¾ádná nele¾í na obvodu jednotkového kruhu. Koøeny kvadratického polynomu ve jmenovatelijsou toti¾ �32 � p52 , z nich pak le¾í uvnitø jednotkového kruhu pouze �3+p52 . Poèítáme tedy reziduum(oznaème jej R2) v tomto bodì (je tam jednoduchý pól f) a v nule (dvojnásobný pól f), toto reziduumoznaèíme R1.Reziduum v nule spoèteme podle vzorce pro reziduum ve dvojnásobném pólu: f násobíme výrazem z2,jednou zderivujeme, podìlíme 1! a dosadíme nulu. Zamyslíme-li se nad tím, co znamená dosadit nulu,mù¾eme s výhodou po derivování psát nulu místo v¹ech èlenù, které obsahují nìjaké z (tj. þvynechat jeÿ):

R1 := � (z2 + z + 1)2z2 + 3z + 2
�0�����z=0 = 2(0 + 0 + 1)(0 + 1)(0 + 0 + 1)� (0 + 0 + 1)2(0 + 3)(0 + 0 + 1)2 = 2� 31 = �1 :

Reziduum v �3+p52 dá trochu víc práce: díky jednonásobnosti koøene ve jmenovateli sice mù¾eme vyu¾ítpravidlo þdosaï do holomorfního èitatele a do derivace jmenovateleÿ, ale koøen sám je trochu nepøíjemný.Ale ne moc:
R2 := (z2 + z + 1)2z2 (2z + 3)

����z=�3+p52 =
� 9�6p5+54 + �3+p52 + 1�214�6p54 p5 = � � � = 28� 12p57p5� 15 ;

samozøejmì to dá trochu úprav. Celkovì je tedy výsledekZ 2�
0 (1 + 2 cosx)23 + 2 cosx dx = 2�(R1 +R2) = 2� 43� 19p57p5� 15 = � � � = 8�p5 � 2� :

Poslední rovnost dostanete tak, ¾e zlomek roz¹íøíte výrazem (7p5 + 15).
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3. [12b] Spoètìte (Fresnelovy) integrályZ 1

0 cosx2 dx ; Z 1
0 sinx2 dx :

Návod: Integrujte funkci eiz2 pøes obvod kruhové výseèe o støedovém úhlu �4 a polomìru R, která le¾ív prvním kvadrantu, a jedním svým ramenem na reálné ose (zadávající vám nakreslí obrázek na tabuli).Odùvodnìte celý výpoèet s odvoláním na pøíslu¹né vìty, které pou¾íváte. Pokud je potøeba ukázat, ¾e jistýintegrál jde k nule, uka¾te to.
Øe¹ení: Integraèní køivka je tedy ' = '1 u '2 � '3, kde

'1(t) = t ; t 2 (0; R) ;'2(t) = Reit ; t 2 �0; �4� ;
'3(t) = tei�4 ; t 2 (0; R) :

Proto¾e integrovaná funkce je holomorfní v celé komplexní rovinì, je podle reziduové vìty (nebo také podleCauchyovy vìty) Z
'1 eiz2 dz +

Z
'2 eiz2 dz �

Z
'3 eiz2 dz = 0 : (1)

Uká¾eme, ¾e integrál pøes køivku '2 jde k nule, pokud R! +1:����Z'2 eiz2 dz
���� � Z �40

���RieiteiR2e2it ��� dt = R Z �40 eRe(iR2e2it) dt = R Z �40 e�R2 sin 2t dt :
V tomto integrálu mù¾eme buï poslat R ! +1 (ale to je limita podle parametru, tak¾e potøebujemeintegrabilní majorantu nezávislou na R, umìli byste ji najít? Napovím: na kompaktním intervalu integracestaèí najít konstantu), nebo je mo¾no (standardnì) odhadnout na intervalu (0; �4 ) funkci sin 2t � 4� t,tj. �R2 sin 2t � �R2 4� t. Tímto odhadem dostanete integrál, který lze vypoèítat a poté teprve poslatR! +1. V ka¾dém pøípadì jde integrál pøes køivku '2 k nule, a tedy podle (1) dostaneme

limR!+1
Z
'1 eiz2 dz = limR!+1

Z
'3 eiz2 dz : (2)

Vyèíslením obou tìchto integrálù dostaneme:
limR!+1

Z
'1 eiz2 dz = limR!+1

Z R
0 eit2 dt = �v.p.Z 1

0 cos t2 dt�+ i �v.p.Z 1
0 sin t2 dt� (3)

a
limR!+1

Z
'3 eiz2 dz = limR!+1

Z R
0 ei�4 eit2ei �2 dt = ei�4 Z 1

0 e�t2 dt =  p22 + ip22
! p�2 = p�2p2(1 + i) ; (4)

pokud pova¾ujeme hodnotu Gaussova integrálu R10 e�t2 dt = p�2 za známou. Porovnáním reálné a imagi-nární èásti (3) a (4) dostaneme, ¾e oba hledané (slavné Fresnelovy) integrály mají stejnou hodnotu:
v.p.Z 1

0 cos t2 dt = v.p.Z 1
0 sin t2 dt = p�2p2 :

Vnímavìj¹í z vás si jistì v¹imli, ¾e integrály nejsou de�novány jako Lebesgueovy (umìli byste si rozmyslet,¾e jako Lebesgueovy neexistují?), ale jako integrály ve smyslu hlavní hodnoty, èili zobecnìné Lebesgueovy,tj. ve smyslu limR!+1 R R0 .


