MATEMATICKA ANALYZA 2 PRO BIOINFORMATIKY
LS 2019/20

PREDNASKA 21.2.2020
1. PRIMITIVN] FUNKCE A NEWTONUV INTEGRAL

Definice 1.1. Rekneme, ze funkce F je primitivnd funkci k funkci f na inter-
valu I, jestlize F' = f na I. (V pripadé uzavieného ¢i polouzavreného intervalu I
uvaZujeme v krajnich bodech jednostranné derivace.)

Pozn.: Je-li F' primitivni funkce k funkci f na I, pak rovnéz F + C je primitivni
funkef k funkei f na I, pro kazdou konstantu C' € R.

Véta 1.1. Jsou-li Fy, Fy dvé primitivni funkce k funkci f na intervalu I, pak F1— Fy
je konstantnd funkce na I.

[Dukaz]
Znageni: Je-li F/ = f na I, piSeme

/f(z)dx:F(a:)+C.

Pozn.

(1) Ne kazdd funkce mé primitivn{ funkei (pf. - funkce f(0) =1, f(x) =0 pro
x # 0, nemd primitivni funkci na R).

(2) Kazd4 spojitd funkce na I mé na I primitivni funkci (bude pozdéji).

(3) I nespojitd funkce muze mit primitivni funkci (pf. - F'(0) = 0, F(x) =
z?sini, 2 #£ 0, F/(z) existuje vlastni na R a je nespojitd v 0).

(4) Derivace funkce mé vzdy Darbouxovu vlastnost (tzn. jestlize existuje vlastni
F'=fnala f(z) <u< f(y), resp. f(z) > u > f(y), pro néjaké body
x <y z I, pak existuje ¢ € (x,y) takovy, ze f(c) = u).

Véta 1.2 (Linearita primitivni funkce). Jsou-li F,G primitioni funkce k funkcim
f,9 na intervalu I a jsou-li a,B € R, pak aF + BG je primitivni funkci k funkci
af + Bg na R.

[Dukaz]

Véta 1.3 (Integrace per partes). Necht funkce f,g maji vlastni derivace na in-
tervalu I a necht F je primitivnd funkei k funkci f'g na I. Pak G = fg — F je
primitivng funkci k funkct fg' na I.

[Dukaz]

Véta 1.4 (Prvnf véta o substituci). Nechf F je primitivni funkce k funkci f na
intervalu I a necht funkce @ : J — I md vlastni derivaci na intervalu J. Pak F o
je primitivng funkei k funkei (f o )¢’ na intervalu J.

[Dukaz]
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Véta 1.5 (Druhd véta o substituci). Nechf zobrazeni ¢ : J — I intervalu J na
interval I je surjektivni a necht md vlatni nenulovou derivaci na J. Je-li G primi-
tivnd funkce k funkci (f o )¢’ na intervalu J, pak G o o=t je primitivni funkei k
funkci f na I.

[Dukaz]
Pozn.: Z pfedpokladi plyne, ze funkce ¢ je bud rostouci, nebo klesajici na intervalu
J.

Primitivn{ funkce k raciondlnf funkei. [ ggg dz.

(1) Céstecné vydélime na tvar Qg; P (z) + %((j)), kde stupeni polynomu Ps

je mensi nez stupen Q.
(2) Rozlozime polynom @ na polynomy stupné jedna a polynomy stupné dva
bez realnych korenu:

Qz) = cH(x — )k H(x2 + bz + cj)lj

i=1 j=1

(3) Provedeme rozklad na parcidlni zlomky:

Bqac + C’q

m  k; n
(z)
Q(x) :z::; (x —r;)P ZZ $2+bx+cj)

j=1q=1

(4) Najdeme primitivn{ funkce k parcidlnim zlomkum.
Piiklady substituci vedoucich na raciondlni funkci.
1) [ R(sinz,cosz)dz, kde R je raciondln{ funkce dvou proménnych: y = tg 5
nékdy lze téz pouzit y = tgx nebo y = sinx ¢ y = cos x.
(2) [ R(x, ¢/ =) da: y = {/ az+b (Eulerova substituce prvnfho typu).

cx+d cx+d

(3) [ R(z,Vaz? + bx + c) dz, pritom az?+bx+c nemd redlné kofeny: vaz? + bx + ¢ =
z 4+t (Eulerova substituce druhého typu).
Definice: Necht funkce f : (a,b) — R m4 primitivn{ funkci F' na (a,b) (a,b € R*).
Necht existuji vlastni limity F'(b_) = lim,—;_ F(z) a F(a4) = limy_q, F(z). Pak
definujeme Newtonuv integrdl z funkce f na intervalu (a,b) jako

b b
M) [ F= ) [ fla)de = FOo) - Fas).

Je-li @ > b, Klademe (N) [*f = —(N) [ f. Pro a = b definujeme (N) [ f

Je-li ziejmé, ze se Jedna o Newtonuv integrdl, vynechdvdme symbol (N). Rovnéz
pouzivdme zkrdceného znaceni [F|2 = F(b_) — F(ay).

Pozn.:

(1) Hodnota Newtonova integralu je zfejmé jednoznaéné urcena, pokud exis-
tuje.
(2) Je-li F primitivni funkei k funkci f na omezeném intervalu [a,b], pak

N) [ f = F(b) - F(a).

Véta 1.6 (Per partes pro urcity integral). Necht funkce f a g maji vlastni derivace
na intervalu (a,b). Pak

b b
/fmﬂmm:wmmmf/fumwm
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je-li pravd strana definovdna (koneénd).

Véta 1.7 (Prvnf véta o substituci pro ur¢ity integral). Necht funkce ¢ : (a, 8) — I
md vlastni derivaci na intervalu (o, ) a necht funkce f je definovdna na intervalu
1. Pak

e(B-)

B
| senewa= [ faa,
a w(ag)
je-li pravd strana definovdna.

Véta 1.8 (Druh4 véta o substituci pro urcity integral). Necht funkce ¢ : (o, 8) —

(a,b) je na, md vlastni nenulovou derivaci na intervalu (o, 3) a necht funkce f je
definovdna na intervalu (a,b). Pak

b e7(b) p
z)dr = ) () dt = )|’ (¢)] dt,
[ s@a= [ Creodoa= [ ekl

je-li pravd strana definovdna.
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PREDNASKA 28.2.2020
2. RIEMANNUV INTEGRAL
Definice: Délenim uzavieného intervalu [a, b] rozumime koneénou mnozinu bodu
(1) D={a=xy<x1<--<zp=0b} (neN).
Norma déleni D je definovana jako

v(D) = 112;22}(”(3: —Zi_1).

Déleni D’ nazveme zjemnénim déleni D, jestlize kazdy délici bod déleni D je rovnéz
délicim bodem déleni D.

Definice: Bud f : [a,b] — R omezend funkce a D déleni [a, b] ve tvaru (1). Dolni a
horni Riemanniv soucet funkce f odpovidajici déleni D je (po fadé)

n

s(f,D) = Z(mi—xi_l) inf  f(x),

, zi—1<z<z;
=1

n

S(f,D) = Z(mi—xi,l) sup  f(z).

i=1 zi—1<z<z;

Dolni a horni Riemanniv integrdl funkce f pres interval [a,b] je definovdn po tadé
jako

/f—supsf, /f inf 5(/,D).

Jsou-li si horni a dolni Riemannuv integral rovny, nazyvame jejich spoletnou hod-
notu Riemannovym integrdlem funkce f pies interval [a, b], a znac¢ime (R) fab f nebo

R) f; f(x)dzx. V této kapitole budeme symbol (R) ¢asto vynechdvat a integral pak
vzdy budeme chépat jako Riemannuv.
Pozn.: Ziejmé plati

(b—a)inf f < 5(/.D) < S(1.D) < (b~ a)sup
@ [a,b]

pro kazdé déleni D, tedy
o-apgr< [1 [ 10 ammr

Tvrzeni 2.1. Je-li D' zjemnénim déleni D, plati s(f,D) < s(f, D) a S(f,D) >
S(f, D).

[Dukaz]
Disledek 2.2. (1) Pro libovolnd dvé déleni D, D’ plati s(f,D) < S(f,D').

) LF<[if
[Dukaz]

Véta 2.3 (Nutnd a postacujici podminka existence Riemannova integrdlu). Bud’
f:a,b] = R omezend. Pak (R) f;f existuje prdvé tehdy, kdyz

(Ve > 0)(3 déleni D) : S(f,D) —s(f,D) <e
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Piiklady:

(1) (R) Jo wdw = 5.
(2) Dirichletova funkce f je definovdna jako f(z) = 1proz € Q a f(z) =0

pro z € R\ Q. Plat{ fabf =0a f;f =1, tedy (R) fol f neexistuje.

Véta 2.4. Necht existuji Riemannovy integrdly f: fa fjg a necht o, 3 € R. Pak
ezistuje Riemanniv integrdl f;(af + Bg) a plati

/ab<af+ﬁg>=a/abf+ﬂ[g.

Tvrzeni 2.5. Je-li f < g na [a,b] a existuji-li Riemannovy integraly fff a fab g,
, b b
plati [ f< []g.

Dusledek: Je-li f > 0 na [a,b], pak f; f >0, pokud existuje.

[Dukaz]

Tvrzeni 2.6. Necht existuji Riemannovy integrdly fab fa [ f. Pak existuje Rie-

manniv integrdl [ f a plati
c b c
[o=L+] s
a a b

Tvrzeni 2.7. Necht existuje Riemanniiv integrdl f; f. Pak existuje ff f pro vechna
a<a<p<b.

Tvrzeni 2.8. Riemanniv integrdl se nezméni, predefinujeme-li funkci v konecné
mnoha bodech.

[Dukaz]

Tvrzeni 2.9. Ezistuje-li Riemanniv integrdl z funkce f na intervalu [a,b], existuji
i Riemannovy integrdly z kladnd a zdporné cdsti f™ a f~, a z absolutni hodnoty

Ifl. aplati | [ fI < [} 1f]-
[Dﬁkaz}
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PREDNASKA 6.3.2020

Véta 2.10. Necht je funkce f definovdna na otevieném intervalu I a mecht pro
vsechna x,y € I existuje (R) [ f. Zvolme pevné bod a € I a oznac¢me F(z) =
(R) [ f. Pak
(i) funkce F je spojitd na I;
(i) je-li funkce f spojitd v bodé x, plati F'(z) = f(x);
(ili) pro libovolny interval [z, y] C I plati (R) [Y f = F(y) — F(x).

[Dukaz]
Véta 2.11. Je-li funkce f spojitd na intervalu [a,b], existuje (R) fff
[Dukaz pozdéji]

Dusledek 2.12. (1) Kazda spojitd funkce md primitivnt funkci.
(2) Je-li funkce f spojitd na intervalu [a,b], existuji Riemanniv i Newtoniv
integrdl z f rovnaji se.

Véta 2.13 (Prvni véta o sttedni hodnoté). Necht jsou funkce f a g spojité na
intervalu [a,b] a necht g > 0 na [a,b]. Pak existuje c € [a,b] tak, Ze

/abfg=f(0)/abg~

Véta 2.14 (Druhd véta o stiedni hodnoté). Necht jsou funkce f a g spojité na
intervalu [a,b], necht g je monoténni a existuje spojitd derivace g’ na [a,b]. Pak

existuje ¢ € [a,b] tak, Ze
b c b
[ to=gta) [ 90 [ 1
[Dukaz]

Konvergence Newtonova integralu. Bud funkce f spojitd na intervalu (a,b). Pak

[Dukaz]

existence (konvergence) Newtonova integralu f: f je dana existenci vlastnich limit
primitivni funkce, F'(ay) a F(b_). (Je-li f spojitd na uzavieném intervalu [a,b],
Newtontuv integral samozfejmé existuje.)

Pozn.: Bolzano-Cauchyova podminka pro existenci vlastni limity funkce dava nasledujici
kriterium: Newtonuv integral ze spojité funkce f na intervalu [a, b) konverguje prave

tehdy, kdyz
y
/ f ‘ <e.
(Analogicky pro funkci spojitou na intervalu (a, b].)
Piiklad: fol 2® dz konverguje <= a > —1. [ 2" dx konverguje < a < —1.

(Ve > 0)(Fv < b)(Vz,y € (v,b))

Tvrzeni 2.15. Je-li f spojitd a omezend na omezeném intervalu (a,b), integrdl
f:f konverguje.
Véta 2.16 (Srovnavaci kriterium pro konvergenci intergralu). Nech? f a g jsou
nezdporné funkce spojité na intervalu [a,b) a necht f < g na [a,b). Jestlize fabg
konverguje, pak konverguje i f; f.

[Dukaz]
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Véta 2.17 (Limitni srovnavac{ kriterium pro konvergenci intergrélu). Nechf f a g
. . , ey, . ) . . 1. flz) .
jsou nezdporné funkce spojité na intervalu [a,b) a necht existuje limg,_p_ @ = ¢
Pak

(a) c€(0,00) = [f:f konverguje <= ffg konverguje .

(b) c=0 = [[7

a

g konverguje — f: f konverguje |.
(c) c=0c0 = [fabg diverguje =— f:f diverguje |.

Pozn.: Analogickd kriteria plati pro funkce spojité na intervalu (a, b].
Piiklad: [ 322 dz konverguje, ale [ @ dz diverguje.
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PREDNASKA 13.3.2020 (DISTANCNI FORMA)
Nasledujici véta dava do piimé souvislosti konvergenci integrélu a fady.
Véta 2.18 (Integraln{ kriterium konvergence fady). Bud’ funkce f spojitd, nezdpornd

a nerostouci na intervalu [1,00). Pak

/ f(x) dz konverguje <= Z f(n) konverguje .

n=1

Diikaz. Funkee f je spojitd na [1,00), mé tedy promitivni funkci F. Muzeme bez
jmy na obecnosti (BUNO) predpoklédat, ze F(1) =

Oznacime-li f, restrikci f na interval [1,n] a D,, déleni {1 <2<3---<n—-1<
n}, plati pro dolni a horni Riemannuv soudet

$(fn:Dn) = F(2)+ fB) +---+ f(n), S(fn;Dn) = F) + f2) +---+ f(n—1)

(vyuzivdme monotonie funkce f). Riemannuv integral z f, existuje a musi tedy
spliovat

F@) 4B+ / f@)de = F(n) < f(O) + F2) + -+ f(n—1).

V dusledku toho plati (n — o0)

> 509 < Jim Fln <D 1
k=2 k=1
z ¢ehoz uz plyne dokazovand ekvivalence. (I

Piiklad: Yo7 Y 771(103;”)
substituce y = log, dy = z~'dr dostaneme

/°° dx /OO dy
= — = 00,
o wlogz log2 Y

/°° dx /Oo dy
5 = — < 0.
2 zlog®x log2 Y2

Délka krivky. Parametrizovanou kiivkou rozumime zobrazeni

diverguje, ale > °7 konverguje. Skutecné, pouzitim

n=2 nlogn

ale

Aplikace integralu.

o=(p1,...,n): I = R"

z intervalu I do R™ takové, ze jednotlivd zobrazeni ¢; (soufadnice) jsou spojitd na
1. Je-li
D:{a:t0<t1<~'<tk:b}

délen{ intervalu [a, ], zna¢ime

k
=Y llelts) = e(ti-1)l
i=1

délku lomené ¢dry prochdzejici body (o), ©(t1), ..., p(tx) na kiivce, pritom

full = \/ui + - 4u2
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znadi euklidovskou normu vektoru u = (uy,...,u,) € R™. Délku kiivky ¢ definu-
jeme jako
lp) =sup (e, D).

Véta 2.19. Ewistuji-li spojité derivace ¢ na [a,b], j =1,...,n, plati

b b n
o) = [ lewlda= [ \|Y e
a a i=1

[Bez dikazu]
Plocha mezi grafy funkci. Je-li mnozina M C R? déna piedpisem

M ={(z,y): x € [a,b], f(z) <y <g(2)},
kde f a g jsou spojité funkce na intervalu [a,b], pfitom f < g, pak plosny obsah
mnoziny M je roven

A = [ (gfo) - 1) d

Objem rotacniho télesa. Bud f : [a,b] — [0, 00) nezdpornd spojitd funkce a mnozina
T C R3 bud déna piedpisem

T ={(z,y,2) : x € [a,b], Vy* + 2* < f(a)}

(T vznikne rotaci grafu funkce f kolem osy x). Pak objem télesa T je roven

b
V(T) :77/ ()2 da.

Pouvrch rotaéniho télesa. Pocita se podle vzorce

b
S(T) :27r/ f@)v1+ f'(z)?de,

za predpokladu existence spojité derivace funkce f na [a, b].
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PREDNASKA 20.3.2020 - NAHRANA NA VIDEO
3. FUNKCE VICE PROMENNYCH

3.1. Normovany linedrni prostor koneéné dimenze. Bud V vektorovy pro-
stor dimenze m € N nad télesem R.

Definice 3.1. Zobrazeni || - || : V' — R je norma na V, jestlize
(1) |lv]] = 0 pro véechna v € V a ||jv|| =0 < v =o;
(2) |2l = [Al|lvll pro viechna A € R a v € V;
(3) |lw+v|| < |Jul|| + ||v|| pro vSechna u,v € V.

Uspordddnd dvojice (V, || - ||) se pak nazyvd normovanym linedrnim prostorem di-
menze m.
Priklady:
(1) R, ]-]).
(2) na R™ jsou normy (u = (u1,...,un)):
m m
lull = | D w2 uls =D lugly ullm = maxfuj].
j=1 j=1
Tvrzeni 3.1. Pro redlnd ¢isla ay,...,an,b1,...,bn (n € N) plati:

(a‘) V Zz 1a Z'L 1 ‘al|!

() X abil < /X, 2\/21 L b (Schwartzova nerovnost);

() VXoimi(ai +b:)% < \/ZZ Va2 + />0 b? (trojihelnikovd nerovnost);
)

(@) |VEL @~ VI | < Vo — ).

Diikaz. (a) Nerovnost je snadno vidét po umocnén{ na druhou.
(b) Umocnime-li dokazovanou nerovnost na druhou a ode¢teme na obou stranich

i a?b?, dostaneme
23 aibiazh; <> (ab? + alb}).

’L 77
i<j 1<j

Tato nerovnost snadno plyne z nerovnosti (a;b; — a;jb;)? > 0.
(¢) Opét umocnime na druhou a vyuzijeme nerovnost (b).
(d) Pouzijeme nerovnost (c) pro a; —b;, b;, resp. pro b; —a;, a;, na misté a;,b;. O

Dusledek: || - || je norma na R™.

Definice 3.2. Posloupnost (v,) vektoru z V konverguje k vektoru v € V' (piSeme
lim,,_, oo v, = v n€bO V, = vV, N — 0), jestlize ||v, —v|| = 0, n = occ.

Tvrzeni 3.2. V normovaném linedrnim prostoru md kazdd posloupnost nejvyse
jednu limitu.

Diikaz. Nechf v, — v a v, — w. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje ng takové, Ze pro
vechna n > ng je ||v, —v|| <€ a |lv, —w|| <e¢, a tedy

[ —wll = [[v = vp + vp = w| <lv—wvall + [on —w]| < 2e.
Protoze e muze byt libovolné malé, musi platit ||v — w| = 0, a tedy v = w. O

Tvrzeni 3.3. Pro vektory v,,v € V plati: v, = v = |jv,]| — [Jv]].
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Diikaz. Tvrzeni plyne z nerovnosti
Honll = [lolll < llvn =2l
jez je dusledkem trojuhelnikové nerovnosti pro normu. O

Definice 3.3. Mnozina A C V je omezend, jestlize je mnozina {|v|| : ve€ A} CR
omezena.

Dusledek 3.4. Kazdd konvergentni posloupnost vektori je omezend.
Diikaz. Plyne snadno z pfedchoziho tvrzeni. O

Tvrzeni 3.5. Necht u,, — u, v, — U, Upn, U, Vp,v €V, a necht X\, = A, Ay, A €R.
Pak

(1) up+vp = u+v,

(2) Apvn — v, n — 0.

Diikaz. (1) Plyne snadno z trojuhelnikové nerovnosti:
|(un, 4+ v5) = (w4 v)|| < |Jup —ul| + |Jlon —v]] =0, n— oo.
(2) Pouzijeme nerovnosti
[Anvn = Av[| < [[Anvn = Anv[| 4 [[Anv = Xo|| = [An[[[on — v][ 4+ [An = Al[|v]]
a toho, ze posloupnost (|A,|) je omezend, takze pravé strana konverguje k nule. O

Véta 3.6. Bud {e1,...,em} libovolnd pevné zvolend bdze vektorového prostoru
V. Pak pro vektory v,,v € V se souradnicemi v, = &ler + -+ &hem, v =
§ie1 + -+ Emem, plati

vy = v = =, n—oo,Vj<m.

Diikaz. Implikace <= snadno plyne z predchoziho tvrzeni. Ukdzeme implikaci =.
Necht tedy v, — v a pfedpoklddejme (bez ijmy na obecnosti), ze v = 0. Uk4Zeme,
ze lim;, oo & = 0, j = 1,..., m. Budeme postupovat sporem, nechf tedy pro spor
existuje index i < m takovy, ze &' /4 0.

(i) Predpoklédejme nejprve, ze posloupnosti (£}') jsou omezené pro vsechna
j < m. Pak podle Bolzano-Weierstrassovy véty existuje vybrana podposloupnost z
posloupnosti (£1) konvergujici k nenulovému ¢&islu &;. Postupnym vybirdnim dalsich
podposloupnosti nakonec vybereme podposloupnost (ny) takovou, ze {;“‘ — Ej pro
néjakd &, j = 1,...,m, a tedy v, — it £je; podle obrécené implikace véty.
Limitn{ vektor je ovem nenulovy, nebotf m4é nenulovou itou soufadnici, coZ je spor
s predpokladem.

(ii) Nyni ukdzeme omezenost posloupnosti soufadnic, ¢imz bude dukaz ukonéen.
Necht pro spor (£) neni omezend pro nékteré i < m. Posloupnost

op = max{L, [£]],..., [} > 1

je tedy neomezend a vektory wy, = 7= spliujl [|w,| < [lva], tedy w, — 0.
Souradnice 7} vektoru w, = ni'er + - + nye, jsou z definice omezené jednot-
kou v absolutni hodnoté, takze podle ¢asti (i) dikazu spliujf n; — 0 pro vsechna
j < n. Zaroven ale je z definice o,, zfejmé, Ze pro né&jaky index j existuje vybrana
podposlounost (ng) tak, ze |77;”“| = 1 pro vSechna k, coZ je spor. O

Disledek: Konvergence v normovaném linearnim prostoru koneéné dimenze nezavisi
na volbé normy.
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3.2. Limita a spojitost funkce vice proménnych. Bud D C R™a f: D — R"
zobrazeni.

Definice 3.4. Je-li a € R™ a ¢ > 0, nazyvdme mnozinu U.(a) = {x € R™ :
lx — a|| < e} e-okolim bodu a, a mnozinu P.(a) = {x € R™ : 0 < ||z —a|| < &}
prstencovym e-okolim bodu a. Necht definién{ obor D zobrazeni f obsahuje né&jaké
prstencové okolf bodu a. Rekneme, ze lim,_,, f(z) = b € R", jestlize
Ve>0)(F0>0)(VxeD): 0< |z —a| <0 = ||f(z)—b| <e.
Rekneme, Ze zobrazeni f je spojité v bodé a € D, jestlize lim,_,, f(x) = f(a).

Pozn.: Zobrazeni f muzeme psat “po soufadnicich” ve tvaru

fl@) = (fH(@),-, (),
kde f1,.--, f™ jsou funkce z D do R. Ziejmé pro a € R™ a b = (b1,...,b,) € R"
plati
lim f(z) =b <= lim f'(z) =b; Vi<n.
r—ra r—ra
Piiklad:
(1) Funkce dvou proménnych je ddna vztahem f(z,y) = zfify% (x,y) # (0,0).
Pak neexistuje lim, ) (0,0) f(z,¥)-
(2) Je-li f(xvy) = \/g;yTyz? (x,y) 7é (070)7 pak lirn(m,y)—>(0,0) f(xay) = 0.
(3) Je-li f(x,y) =1proy = 2% a f(z,y) = 0 jinak, pak lim, ) (0,0) f (2, y) ne-
existuje, prestoze je limita funkce v po¢atku rovna nule “po vsech primkach”.

Véta 3.7 (Heine). Necht funkce f je definovina na néjakém prstencovém okoli
bodu a € R™ (s hodnotami v R¥) a necht b € R*. Paklim,_,, f(z) = b prdvé tehdy,
kdyz pro kaZdou posloupnost x,, — a s vlastnosti x, # a Vn plati f(x,) — b.

Véta 3.8 (Bolzano-Cauchyho podminka). Necht funkce f je definovdna na néjakém
prstencovém okoli bodu a € R™ (s hodnotami v R¥ ). Pak limita lim,_,, f(r) existuje
v RF prdvé tehdy, kdyz

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz,y € Ps(a) : [|f(z) — f(y)ll <e)

Véta 3.9 (O limité slozené funkce I). Nechf f: ACR™ - BCR", g: BCR" —
C C R¥, necht lim, o f(x) = b, limy_, g(y) = ¢ a necht existuje § > 0 takové, Ze
f(z) # b pro x € Ps(a). Pak

lim (g o f)(z) = c.

r—a
Véta 3.10 (O limiteé slozené funkce II). Necht lim,_,, f(x) = b a necht funkce g
je spojitd v bodé b. Pak
lim (g o f)(z) = g(b).

T—ra

Dusledek: Slozeni dvou spojitych zobrazeni je spojité.
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PREDNASKA 27.3.2020 - NAHRANA NA VIDEO
3.3. Derivace funkci vice proménnych.

Definice 3.5. Necht funkce F' s hodnotami v R* je definovéna na néjakém okolf

bodu a = (ay,...,a,) € R™. Pak definujeme i-tou parcidlni derivaci funkce F v
bodé a (i=1,...,m) jako

8£ a) — lim F(al,...,ai,l,ai +t7ai+1,...7am) —F(ah...,am)’

8,{[)i t—0 t

jestlize limita existuje.

Pozn.: (i) Je-li F(z) = (f1(z),..., f*(z)), plati

gi(a): (‘;Z(a),...,?::(a)).

(ii) Pro redlnou funkci f je

of
8:@

(a) = (9:)'(as),
kde
gi(x) = flag, ..., qi—1,2,ai41,. .., am).

Je-li i-t4 parcialni derivace % definovana na okoli bodu a, pak pro j < m
definujeme parcidlni derivaci druhého Tddu

TE - 2 (2
&riaxj @)= &rj ({91'Z “ '

Indukci definujeme parcidlni derivace r-tého fadu

OF o0 oF (@
6$i1 6.231, = 8-771} 8.131'1 ...81‘“71 “ '

Véta 3.11 (Zaménnost smiSenych parcidlnich derivaci). Necht pro dané i,5 < m

s maq Of  Of 9*f .
existuji parcidlng derivace proniho a druhého Tddu D27 Dayr Duidm; redlné funkce f

na okoli bodu a € R™ a necht jsou spojité v bodé a. Pak
o*f _0*f

8.131'833]' = 8%8331 @

[Bez dukazu]
Dusledek: M&-li funkce f spojité parcidlni derivace v bodé a az do tadu r, pak tyto
nezavisi na poradi derivovani.
Priklad: Je-li f(z,y) = zy pro |z| > |y| a f(z,y) = 0 pro |z| < |y|, pak Ofgy (0,0) =

2
0, ale 5-4-(0,0) = 1.

Definice 3.6. Necht funkce F' s hodnotami v R¥ je definovdna na néjakém okoli
bodu a € R™. Pak pro libovolny nenulovy vektor v € R™ definujeme derivaci funkce
F v bodé a a ve sméru v jako

dyF(a) = lim Fla+tv) = Fla) ,
t—0 t

pokud limita existuje.
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Pozn.: Plati 3—5(@) =d.,F(a), kde e; = (0,...,1,0,...,0) je i-ty vektor kanonické
baze R™.

Jsou-li @ = (a,...,am) ab=(b1,...,by) body v R™ budeme znacit
[a,b] = H[min{ai, b;}, max{a;, b;}]
i=1

m-rozmérny interval urceny body a, b.

Véta 3.12 (Véta o prirtstku funkce vice proménnych). Nechf redlnd funkce f md
parcidlni derivace v kaZdém bodé m-rozmérného intervalu [a,b]. Pak existuji body
Cly--yCm € [a,b] takové, Ze

F8) ~ Fa) = o2 (ex) b~ a).
i=1 "

Diikaz. Vyjédiime
m

f(b)—f(a) = Z (f(bryevbimt, by @441,y @) — fbr, oo bict, a4, G541, Q)

i=1
a pouzijeme Lanrangeovu vétu prirustku funkce pro kazdou z funkei
gi(t) = f(bl, N ,bifl,t,aprl, N ,am), 1= 1, NN

O

Véta 3.13. Necht funkce F' md na okoli bodu a € R™ omezené parcidlni derivace
pruntho fadu. Pak F je spojitd v bodé a.

Diikaz. Vétu staci dokazat pro redinou funkci f. Podle predpokladu existuji dg > 0
a K < oo takové, ze

L)

Pouzitim Véty 3.12 pak dostaneme pro libovolné x € Us,(a) odhad

<K, xz¢€Us/(a).

@)= fla) < K S Joi - ai] < Kmlla — all

i=1

z ¢ehoz uz snadno plyne spojitost funkce f v bodé a. O

Pozn.:
(1) Z predpokladu plyne, Ze f je spojitd dokonce na okoli bodu a.
(2) Nestac¢i predpoklddat existenci parcidlnich derivaci v bodé a (Pi.: funkce
flz,y) =0proazy =0a f(z,y) =1 jinak ma parcidlni derivace v pocatku,
ale je zde nespojita.

Definice 3.7. Necht funkce F' s hodnotami v R¥ je definovdna na néjakém okoli
bodu a € R™. Totdlni diferencidl funkce F' v bodé a je linedrni zobrazeni dF (a) :
R™ — RF takové, ze

. ||Fla+h)— F(a) —dF(a)h|

1
ns 1]

0,

pokud limita existuje (zde h € R™).
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Pozn.:

(1) Existuje-li dF(a), pak pro kazdy nenulovy vektor v existuje derivace ve
smeéru d, F'(a) a plati

Specialné tedy
oF

6@
Totalni diferencidl je tedy jednoznacné urcen.
(2) Linedrni zobrazeni dF'(a) méa matici vzhledem ke kanonickym bazim

aft af!

(a) = dF(a)e;.

aJm k,m Ox1 (a)7 Y Dzon (a)
Oz, @ i=1,j=1 - of* e 7
? Tzl(a), ey Dz (a)

piitom F = (f1,..., f*).
(3) Ekvivalentné lze dF'(a) definovat vztahem
|1F(a+h) = F(a) = dF(a)h| = o([[R])), h—0.
(4) Funkece F = (f*,..., f¥) m4 totaln{ diferencial v bodé a pravé tehdy, kdyz
kazd4 komponenta f* m4 totalni diferencidlv bodé a, a plati
dF(a) = (df'(a),...,df™(a)).
Definice 3.8. Normu linearniho zobrazeni L : U — V mezi normovanymi linedrnimu
prostory U,V definujeme vztahem
I == sup{[|Lul| : we U, [Jul| <1}
Ziejmeé plati nerovnost ||Lu|| < ||L|||ju| pro kazdé u € U.
Véta 3.14. Mad-li funkce F' v bodé a totdlni diferencidl, je v bodé a spojitd.

Drikaz. 7 definice totélniho diferencidlu plyne existence 6 > 0 takového, Ze pro
vechna z € Us(a)

1f(z) = f(a) = df (a)(z — a)|| < ||z —a
(volbou € = 1 v definici limity). Vyuzitim trojihelnikové nerovnosti a normy
totalniho diferencidlu muzeme pak odhadnout

1f(z) = f(@)] < llz = al + [ldf (a)(z — a)|| < (1 + [[df (a) D]l — all,

z ¢ehoz jiz spojitost F' v bodé a snadno plyne. (Il

Piiklad: Funkce f(z,y) = 1 pro x # 0,y = 22, f(z,y) = 0 jinak, m4 vsechny
smérové derivace v po¢atku rovny nule, ale funkce neni v pocatku spojita, a tudiz
zde nema totalni diferencial.

Veéta 3.15. Md-li funkce f v bodé a spojité parcidlni derivace pruniho Tddu, md v
bodé a totdlni diferencidl.

Diikaz. Opét staci dukaz provést pro redlnou funkci f. Funkce f mé dle predpokladu
parcidlni derivace na néjakém okoli Us,(a), tedy podle Véty 3.12 ke kazdému z €
Us,(a) existuji c1,...,cm € [a,x] takové, ze
m
0
= 7‘][(01)(%2 —ai).

n ox;
i=1 v

f(@) = f(a)
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Ukéazeme, ze linedrni zobrazeni

L:(hl,...,hm)wzgj(a)hi

je totalnim diferencidlem f v bodé a. Podle vyse uvedené rovnosti je

If(z) = fla) = Lz —a)|| _ S0 () - 2L (@) (@i - @)
2~ al Jo—al
S | ) — (@) i — ail
N = —al

Bud déno € > 0. Z predpokladu spojitosti parcidlnich derivaci existuje § > 0 takové,
ze pro vsechna z € Us(a),

of of
oz, &)~ gy, (@

<e 1=1,....,m.

Dosazenim do odhadu vyse dostaneme pro stejnd x

If(z) = fla) = Lz —a)|| _ 3202, |wi —ail

[l —af I

¢imz je limitni vztah ovéfen a plati L = df(a). a
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Definice 3.9. Ma-li funkce f s hodnotami v R totalni diferencidl v bodé a € R™,

pak vektor
Vi@ = (3@ @)

Ox1" " Oz

nazyvame gradientem funkce f v bodé a.

Pozn.:

(1) Gradient udavd “smér a velikost nejvétsiho rustu” funkce f v bodé a.

(2) Vektor n(a) = (Vf(a),—1) € R™*! je normélovy vektor ke grafu f v
bodé (a, f(a)) (tedy je kolmy k teéné nadroviné ke grafu prochézejici timto
bodem).

(3) Rovnice tecné nadroviny ge grafu funkce f prochazejici bodem (a, f(a)) ma
tvar

Z T(a)(%‘ —aj) = Tmy1 — fla).
j=1
Véta 3.16. Euxistuji-li totdlni diferencidly df (a), dg(a) funkci f,g v bodé a, pak
existuje i totdlni diferencidl souctu f 4+ g a je roven
d(f + g)(a) = df (a) + dg(a).
Véta 3.17 (Totéln{ diferencidl slozeného zobrazeni). Necht a € R™, f : U(a) —

R™, g : U(f(a)) = R¥, a necht existuji totdlni diferencidly df (a) a dg(f(a)). Pak
existuje totdlni diferencidl d(g o f)(a) a je roven

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a).
Pozn.: Pro parcidlni derivace slozeného zobrazeni z ptedchozi véty plyne vztah

gof), . ~=0g ofr
5@ =3 G N o)

jestlize f(a) = (f1(a), ..., f*(a)).

Disledek 3.18. Necht funkce f s hodnotami v R™ md totdini diferencidl v bodé¢

a € R™, necht existuje inverzni funkce f=1 definovand na okoli U(f(a)), a necht
existuje df ~1(f(a)). Pak

df ~(f(a)) = (df(a))™".

3.4. Implicitni funkce. Uvazujme soustavu n rovnic o m + n neznamych

f].(xl7"'7$m7yl7"'7yn) = Oa
fn<x17"'7x’may17"')yn) = O?
kde fi,..., fn jsou redlné funkce. Tato soustava za ur¢itych predpokladu lokalné

urc¢uje "implicitni” funkei y = y(x).
Véta 3.19 (Véta o implicitnich funkcich). Bud'te a € R™,b € R™, a zobrazeni f
definované na okoli bodu (a,b) € R™™ s hodnotami v R™. Predpoklidejme ddle, Ze

(a) f(a,b) =0,

(b) f md spojité parcidlni derivace Tddu k > 1 na okoli bodu (a,b),
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(c) det (%) (a,b) # 0,

n
kde % = (t(;i )z‘j=1' Pak existuji 6, A > 0 tak, Ze pro kaZdy bod x € Us(a) existuje

pravé jeden bod y = y(x) € Ua(b) s vlastnosti f(x,y(x)) = 0. Zobrazeni x — y(z)
md spojité parcidlni derivace Tddu k na Us(a).

n,m
Pozn.: Parcidln{ derivace prvniho fédu dy(a) = (gTy(a)) implicitné zadané
i i=1,j=1

funkce y(z) muzeme spocitat nasledovné. Oznaéme ¢ : x — (z,y(x)). Pak
1,
dg(a) = m
#(a) ( dy(a) )

0= d(f 0 9)(a) = dF(9(a)) o d(a) = 3 (a,b) + Z—J;m, b)dy(a),

@@:—(gmmﬂlgﬂmw

Diikaz pro pripad k =m =n = 1. BUNO necht (a,b) = (0,0) a 3—5(0,0) > 0. 7Z

predpokladu spojitosti parcidlnich derivaci existuje € > 0 takové, ze % > 0 na

U:(0,0). Pro A := 5 je

a fo¢=0na Us(a), tedy

tudiz

f(O,*A) <f(070):0<f(0aA)

(funkce jedné proménné s kladnou derivaci musi byt rostouci). Protoze f je spojité
(podle vét 3.15 a 3.14), existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé = € (—d,d) plati
flz,—A) < 0a f(z,A) > 0, pfitom funkce f(x,-) je rostouci na [—A, A]. Podle
véty o nabyvan{ mezihodnot pak existuje pravé jedno y(x) € (—A, A) takové, ze
F(z,y(z)) = 0.

Ukédzeme, ze funkce z — y(z) je diferencovatelnd na (—d,4d). Zvolme x a h tak,
aby z,z + h € (—0,9). Podle véty o piirustku funkce vice proménnych (Véta 3.12)
existuji body c¢(h), d(h) v obdélniku [(z + h,y(z + h)), (z,y(z))] takové, ze

o=fu+hwu+h»—fmym»=ggdmm+§5aMNMw+m—yu»

Po vydeélen{ kladnym vyrazem g—i(d(h)) dostaneme
g (c(h)
y(z +h) —y(z) = —§
o (d(n))

Ze spojitosti parcidlnich derivaci plyne jejich omezenost na U, (0, 0), limitnim pFechodem
tedy dostaneme limy,_,o y(z + h) = y(x), a tudiz

lim c(h) = lim d(h) = (z,y(z)).
Pouzitim véty o limité slozené funkce pak dostaneme

’@qug@i@;ﬂﬁ_hm_%@m»__%@w@)
YI=0 h Cne0 Sy (e y(a)

Derivace 3’ je spojitd, protoze parcidlni derivace f jsou spojité. O
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Piiklad: Rovnice
20 =2y +y=0
212

m4 na okolf bodu g = yo = 1 FeSeni y = y(z) s y'(1) = £, y”(1) = 22

Véta 3.20 (O inverznim zobrazeni). Necht zobrazeni F je definované na okoli bodu
a € R™ a nabyvd hodnot v R™. Necht F md spojité parcidlni derivace pruniho rddu
na okoli bodu a a necht je totdlni diferencidl dF (a) prosté zobrazeni. Pak emistuje
§ > 0 takové, ze F je prosté na U := F~1(Us(F(a))), F(U) = Us(F(a)), inverzni
zobrazeni F~' je diferencovatelné na Us(F(a)) a plati

dF~(y) = (dF(F~'(y)))"", y € Us(F(a)).
Dukaz. Pro zobrazeni
G:(y,z)—~y—F(z), (y,2) €R" xUa),

plati G(F'(a),a)) =0 a

8—G F =dF

O (F(a), ) = dF(a)
je podle predpokladu regularni zobrazeni. Jsou tedy splnény piredpoklady véty o
implicitnich funkcich a existuji tedy 0, A > 0 a diferencovatelné zobrazeni ¢ :
Us(F(a)) — Ua(a) takové, ze G(y,¢(y)) = 0, tedy F o p(y) = y. Zuzime-li F' na
mnozinu U := F~1(Us(F(a))), je tedy ¢ = F~1 a vzorec pro diferenciél plyne z
Disledku 3.18. O
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PREDNASKA 17.4.2020 - NAHRANA NA VIDEO
3.5. Extrémy funkci vice proménnych.

Definice 3.10. Bud f: A — R, A C R™. Rekneme, ze f nabyvé v bodé a € A
lokdlniho maxima (minima), jestlize existuje € > 0 takové, ze f(z) < f(a) (f(z) >
f(a)) pro viechny body x € U.(a) N A.

Véta 3.21 (Nutna podminka pro lokélni extrém). Necht redlnd funkce f nabjvd
lokdlniho extrému v bodé a € R™. Existuje-li pro o # v € R™ smérovd derivace
dy f(a), pak je rovna nule.

Ditkaz. M&-li f smérovou derivaci v bodé a, musi byt definovand na néjakém okoli
Us(a) bodu a. Polozme

g:te flat+tv), te(=d/[vl,d/[v])-
Pak i funkce g nabyvé lokdlntho extrému v 0 a protoze ¢'(0) = d, f(a), mus{ byt
podle Fermatovy véty d, f(a) = 0. O

Dusledek 3.22. Md-li funkce f v bodé a totdlni diferencidl a nabyvad-li f v bodé a
lokdlniho extrému, pak je df (a) = 0.

Definice 3.11. Nechf redlné funkce f mé spojité parcidlni derivace prvniho a
druhého tadu na okoli bodu a € R™. Diferencidlem druhého tddu funkce f v bodé
a rozumime bilinedrn{ formu d? f(a) : R™ x R™ — R definovanou vztahem

d2f(a)(uvv) = dv(duf)(a) = du(dvf)(a)7 u,v € Rmv

ekvivalentné (u = (u1,...,Um),v = (V1,...,0n))
2 _ . — s
d* f(a)(u,v) = ;; i, (a)u;v; ;; i (a)viu,.

Véta 3.23 (Tayloriv polynom druhého fddu funkce vice proménnych). Nechf
redlnd funkce f md spojité parcidlni derivace pruniho a druhého Tdadu na okoli bodu
a € R™. Pak

f(x) = f(a) + df(a)(x — a) + %de(a)(w —a,z—a)+o(fr—al?), »—a

Fkvivalentné (x = (x1,...,Zm),a = (a1,...,am)),
m 8f 1 m m 82f )
1@) = 1@+Y L@y wiat5 30D 50 (@) i) (a0 vollle—al).
i=1 " i=14=1 """

Definice 3.12. Bilinearni forma B na vektorovém prostoru V' nad R je
(1) pozitivné definitni, jestlize B(v,v) > 0 pro vSechny o # v € V;
(2) negativné definitni, jestlize B(v,v) < 0 pro vSechny o # v € V;
(3) pozitivné semidefinitni, jestlize B(v,v) > 0 pro vSechny vektory v € V;
(4) negativné semidefinitni, jestlize B(v,v) < 0 pro vsechny vektory v € V;
(5) indefinitni, jestlize existuji u,v € V, B(u,u) < 0 < B(v,v).

Tvrzeni 3.24. Je-li bilinedrni forma B na normovaném vektorovém prostoru V.
pozitivné (resp. negativné) definitni, existuje ¢islo ¢ > 0 takové, Ze B(u,u) > c||ul|?
pro vsechna u € V' (resp. B(u,u) < —cl|lul|?> pro vsechna u € V).

[Dukaz bude pozdéji
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Véta 3.25. Necht redind funkce f md spojité parcidlng derivace proniho a druhého
Fddu na okoli bodu a € R™ a necht df (a) = 0.

(1) Je-li df(a) pozitivné definitni, nabyvd f v bodé a lokdlniho minima.

(2) Je-li d*f(a) negativné definitni, nabjvd f v bodé a lokdiniho maxima.

(3) Je-li d*f(a) indefinitni, nenabijvd f v bodé a lokdlniho extrému.

Diikaz. Pouzijeme Tayloruv polynom druhého fadu v bodé a:

£(2) = (@) + 3@ (@)@ — a,z — ) + ol [z — ).

Je-li d? f(a) pozitivné definitni, pak podle piedchoziho tvrzeni existuje ¢ > 0 takové,
ze
f(a)(z —a.x —a) > cllv — a,
tedy
c
f(@) = f(a) + S|z — al® + ofllz — al]*),

a z definice symbolu o plyne existence 6 > 0 takového, ze f(z) > f(a) pro
|z — a|| < 6. Pifpad, kdy je d?f(a) negativné definitni, se ukaze podobné. Je-li
d? f(a) indefinitni, existuji podle definice jednotkové vektory u,v takové, ze o :=
d*f(a)(u,u) >0 a B :=d?f(a)(v,v) < 0. Pak plati pro néjaké § > 0

fla+tu) = f(a) + %t2a+o(t2) > fla), | <6,

1
fla+tv) = fla) + 5#5 +o(t?) < f(a), [t| <3,
a tedy f nenabyva v bodé a lokalniho extrému. ([l

Pozn.: Je-li d? f(a) pozitivné nebo negativné semidefinitni, nelze o lokdlnim extrému
v bodé a nic Fici.

Definice 3.13. Bud G CR™, f: G — R, M C G. Rekneme, 7e f nabyva v bodé
a € M maxima (minima) vzhledem k mnoziné M, jestlize f(x) < f(a) (f(x) > f(a))
pro vSechny body x € M.

Véta 3.26 (Metoda Lagrangeovych multiplikatorti). Necht U je okoli bodu a € R™,
k<m, abudte f :U - R aG = (g1,--.,9x) : U = RF funkce se spojitijmi
parcidlnimi derivacemi proniho Tddu na U. Oznaéme M = {x € U : G(z) = 0}.
Necht matice diferencidlu dG(x) md hodnost k pro viechna x € U. Nabjvd-li f v
bodé a € M lokdlniho extrému vzhledem k mnozZiné M, pak existugi ¢isla A1, ..., A\ €
R takovd, Ze

Pozn.: Posledni soustava rovnic iikd, ze V f(a) lezi v linedrnim obalu vektortu Vg (a)
,..Vgr(a). Podle predpokladu jsou Vgi(a),...,Vgir(a) linedrné nezdvislé, tedy
koeficienty A1, ..., A\r (Lagrangeovy multiplikdtory) jsou uréeny jednoznacné.

Diikaz. Protoze dG(a) # 0, tedy matice dG(a) typu m x k mé plnou hodnost, musf
néktera jeji ¢tvercova podmatice typu k x k byt reguldrni. Predpokladejme BUNO,

Ze je to matice
1
@)
O i,j=1




22 MATEMATICKA ANALYZA 2 PRO BIOINFORMATIKY LS 2019/20

Déle budeme psit © = (y,z) € R™, y € R*¥ 2z € R™* a pouzijeme Vétu o
implicitnich funkcich pro zobrazeni

®:(y,2) = Gy, 2)
v bodé a = (yo, z0). Podle této véty existuji U okoli yg a V okoli zy takové, ze ke
kazdému z € V existuje pravé jedno y = y(z) € U tak, ze G(y, z) = 0. Déle plati

Ay oG\ 'oG
P = (G@) Fa=o

Déle funkce h : z — f(y(2), z) nabyvé v bodé zg lokdlniho extrému, musi tedy byt
dh(zp) = 0. Podle pravidla o diferencidlu slozeného zobrazeni je

of af
@) gt + 5 (@),

of, . _of e
D=2 w(Lw) L

Zaroven samoziejmé plati
af af oG
D= (Lw) Lo,

() =292 a),

0= dh(zo) =

a tedy

a tedy

kde

A= =0 (Fa)
(]

Piiklad: Funkce f(z,y) nabyva vzhledem k mnoziné {z2 + y? = 1} minima v
1

bodech (%,—%) a(— % %) maxima v bodech (\f f) a(— ﬂ’_ﬁ)'
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PREDNASKA 24.4.2020 (NAHRANA NA VIDEO)
4. METRICKE PROSTORY
Definice 4.1. Metricky prostor je uspofddand dvojice (X, d), kde X je neprézdnd
mnozina a d : X x X — [0,00) (metrika) je zobrazeni s vlastnostmi:
(1) d(z,y) =0 <= = =y;
(2) d(z,y) = d(y,z) Va,y € X;
(3) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2) Vz,y,z € X (trojuhelnikovd nerovnost).

Priklady:

(1) R, d(z,y) = [z —yl.
(2) (V,] - |I) normovany linedrni prostor, d(z,y) = ||z — y||
(3) X #£0, d(z,y) =1prox #yad(x,y)=0prox =y - diskrétni metrika.

(4) X ={f:[0,1] = R spoj.}, d(f,g) = sup{|f(z) — g(2)| : € [0,1]}.
(5) d(z,y) = (x — y)? neni metrika na R.

Definice 4.2. Metriky d; a ds na X jsou ekvivalentni, jestlize existuji ¢isla C1, Co >
0 takova, ze
Cld2(xay) Sdl(may) §C2d2($?y)a $7y€X~

Pozn.: Relace ”byti ekvivalentni” je ekvivalence na mnoziné vSech metrik na X.

Definice 4.3. Nechf z,,2z € X, n € N. Rekneme, 7e 2, — = v (X,d), jestlize
d(xp,z) = 0 (n — 00).

Pozn.: Kazdé posloupnost v metrickém prostoru ma nejvyse jednu limitu.
Tvrzeni 4.1. Jsou-li di,ds dvé ekvivalentni metriky na X a x,,x € X, platd

Tn =z v (X,d) <= o, > 2 v (X, d2).
Diikaz. Necht z, — x v (X,dy). Pak pro kazdé € > 0 existuje ng takové, Ze pro
vSechna n > ng je dy (zn, z) < £. Z ekvivalence metrik plyne, ze pak také do(z, z,,) <
Cildy(z,2,) < C7 e, atedy @, — i v (X,ds). Obrdcend implikace se dokaze
symetrickym zpusobem. O
Tvrzeni 4.2. V metrickém prostoru plati:

Tp = TyYn — Y — d(xnayn) - d(xvy)
Diikaz. S vyuzitim trojihelnikové nerovnosti dostaneme:

d(l‘n, Yn) — d(xv y) = (d(l‘m yn) - d(mnv y)) + (d(xnv y) - d(xa y))
< d(Yn,y) + d(wn,z) =0, n— oo.

Podobnym zpusobem ukézeme, ze také d(z,y) — d(z,, yn) — 0, a tedy d(zn, yn) —
d(z,y). O
Definice 4.4. Podmnozina M metrického prostoru (X, d) je omezend, jestlize exis-
tuje zp € X tak, ze sup,¢,, d(x, z9) < oo.
Tvrzeni 4.3. z, - = {x,} je omezend.

Dukaz. Jestlize x,, — x, pak podle definic existuje ng takové, ze pro vsechna n > nyg
je d(xn,x) < 1. Pak ale plat{

supd(zy, z) < max{d(z1,z),...,d(xn,, ), 1} < 00,
n

tedy mnozina {z, : n € N} je omezena. O
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Definice 4.5. Pro z € X a ¢ > 0 zna¢ime U.(z) = {y € X : d(x,y) < €} e-ové
okoli bodu x v (X, d).

Definice 4.6. Mnozina A C X je oteviend, jestlize pro kazdy a € A existuje € > 0
takové, ze Uc(a) C A. Mnozina A C X je uzaviend, jestlize X \ A je oteviend.

Priklady:
(1) otevieny (uzavieny) interval je oteviend (uzaviend) mnozina v (R, |- ).
(2) 0 a X jsou soutasné oteviené a uzaviené v (X, d).
(3) V diskrétnim metrickém prostoru jsou vSechny mnoziny soucasné oteviené
i uzaviené.

Tvrzeni 4.4. U.(x) je oteviend mnoZina (v € X, € > 0).

Diikaz. Zvolme libovolny bod a € U.(z) a ozna¢me 0 := d(x,a) < €. Pak U._s(a) C
Ue(z), a tedy U.(z) je oteviena. (Skutecné, je-li y € U._s(a), pak z trojihelnikové
nerovnosti d(y, z) < d(y,a) + d(a,z) < €.) O

Véta 4.5. Sjednoceni libovolného systému otevirengjch mnozin je oteviend mnoZina.
Prinik koneéné mnoha oteviengch mnoZin je oteviend mnozina.

Pranik libovolného systému uzaviengch mnozin je uzaviend mnozZina. Sjednocent
konecéné mnoha uzavrengch mnoZin je uzaviend mnozina.

Diikaz. Dokazeme trvzeni pro oteviené mnoziny. Tvrzeni pro uzaviené mnoziny
pak plyne pouzitim de Morganovych pravidel.

Bud tedy (G4 : a € I) libovolny systém otevienych podmnoZin metrického
prostoru X, a bud z € Uaer Ga libovolny. Z definice sjednoceni existuje o € 1
takové, ze x € G, a protoze G, je oteviend, existuje € > 0 takové, ze U.(x) C Gy.
Pak ale také U.(z) C |J,e; Go- Tim je dokédzano, ze |J,c; Ga je oteviend mnozina.

Megjme nyni oteviené mnoziny Gi,...,Gry C X a x € Gy N --- N Gg. Protoze
viechny G; jsou oteviené, existuji e; > 0 takové, ze U, (z) C G;, i =1,...,k. Pak
pro ¢ := min{ey, ..., e} plati U.(x) C G1N- - NGy, a tedy G1N-- NGy, je oteviend
mnozina. ([l

Pozn.: Sjednoceni ve vété muze byt i nespocéetné. Naopak, prunik spoc¢etného systému
otevienych mnozin nemusi byt otevieny (napi. (2, (-1, 1) = {0}).

Véta 4.6. Mnozina A C X je uzaviend prdvé tehdy, kdyZ A obsahugje limity vSech
svych konvergentnich posloupnosti.

Diikaz. Piedpoklddejme nejprve, ze A C X je uzaviend, x, € A, z, — x, a necht
pro spor x ¢ A. Protoze mnozina X \ A je oteviend, existuje ¢ > 0 takové, ze
U.(z) € X \ A. Z definice konvergence ale musi byt d(z,,x) < € pro dostatecné
velkd n, tedy =, € X \ A, coz je spor.

Necht nyni naopak A C X neni uzaviend, tedy X \ A neni oteviens, a tedy
existuje x € X \ A takovy, ze U.(x) N A # 0 pro vSechna ¢ > 0. Vybereme-li
posloupnost x, € Uy, (x) N A, pak ziejmé z,, — x, 2, € A, ale x € A. (]
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PREDNASKA 15.5.2020 (NAHRANA NA VIDEO)
Definice 4.7. Bud (X, d) metricky prostor a A C X neprdzdné. Polozme
intAd = U{G C A: G oteviend} (vnitiek A),
A = ﬂ{F D A: F uzaviend} (uzéver A),
0A = ANX\A (hranice A).
Pozn.: Ziejmé plati int A C A C A.

Tvrzeni 4.7. (i) int A je oteviend mnoZina. A a OA jsou uzaviené mnoziny.
(i) imt A =X\ X\ A.
(iii) A= X \int (X \ A).
(iv) 0A = A\ int A.

Diikaz. Tvrzeni (i) plyne piimo z Véty 4.5. Tvrzeni (ii) 1ze odvodit takto:

int A = U{G C A: G oteviend}

= J{X\F:F>X\A, F uzaviend}
= X\ﬂ{F D X\ A: F uzaviend}
=X\ X\ A

Vsimnéme si, ze z (i) plyne (dosazenim X \ A za A)

X\A=X\int A.

Proto podle definice
OA=ANX\A=A\intA,
tedy plati (iii). O
Piiklady: int [a, b] = (a,b), (a,b) = [a,b], ntQ = 0, Q = R.
Cviceni:

T€0A = Ve >0: (Ule)NA£D A Ud(a) N (X \ 4) £0).

Zobrazeni mezi metrickymi prostory. Uvazujme dva metrické prostory: (X, d)
aY,p), azobrazeni f: X — Y.
Definice: Zobrazeni f: X — Y je

(1) spojité v bode x € X, jestlize

(Ve >0)(36 > 0) : f(Us(z)) C Ue(f(2));

(2) spojité, jestlize je spojité v kazdém bodé = € X.
Tvrzeni 4.8. Necht f : X — Y je spojité v bodé x € X. Pak pro kazdou posloupnost
bodi () z X plati:

Tp = = f(z,) = f(x).

Diikaz. Necht f: X — Y je spojité v bodé z € X a x, — z, Tp,z € X. Budeme
znaéit dx, dy metriky v X, Y. Necht je ddno € > 0. Podle definice spojitosti existuje
§ > 0 takové, ze f(Us(z)) C Uc(f(x)). Dale podle pfedpokladu x,, — z existuje ng
takové, Ze pro viechna n > ng je dx (z,,x) < 0, tedy x,, € Us(z). Pak ale podle vyse
uvedeného plati f(z,) € Uc(f(x)), neboli dy (f(z,), f(x)) < e. Tim jsme dokézali,
ze f(zp) — flx) vY. O
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Véta 4.9. Bud f: X — Y. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) f je spojité.
(ii) VG C Y otevienou, f~1(G) je oteviend v X.
(iii) VF C Y wzavienou, f~1(F) je uzaviend v X.

Diikaz. Vzhledem k dualité otevienych a uzavienych mnozin jsou ziejmé vyroky
(ii) a (iii) ekvivalentni. Staci tedy ukdzat, ze (i) < (ii).

(i) = (ii). Necht f je spojité a G C Y je oteviend. Ukdzeme, ze f~1(G) C X
je rovnéz oteviend. Necht z € f~1(GQ) (tedy f(x) € G). Protoze G je otevien4,
existuje € > 0 takové, ze U.(f(x)) C G. Ze spojitosti f existuje 6 > 0 takové, ze

f(Us(x)) C Ue(f(2)), a tedy
Us(a) C fHU=(f(2)) € f7HG).
Tedy mnozina f~1(G) je otevien4.

(i) = (i). Necht vzory otevienych mnozin pfi zobrazeni f jsou oteviené.
Ukézeme, 7e f je spojité. Bud = € X a e > 0. Protoze U.(f(z)) C Y je oteviend
mnozina, také f~1(U:(f(x))) C X je oteviend. Ziejmé z € f~1(U.(f(x))), tedy
existuje § > 0 takové, ze Us(x) C f~H(U:(f(x))), a tedy

fWUs(@)) € f(fHU(f(2)))) € Us(f())-
Tedy f je spojité v x. (I

Pozn.: Spojitost lze charakterizovat bez metriky, jen pomoci systému otevienych
mnozin (topologie).

Podprostory. Je-li (X,d) metricky prostor a ) # A C X, pak restrikee d|ax 4 je
metrika na A. Prostor A s touto metrikou nazyvame podprostorem prostoru X.
Pozn.: Ziejmé pro z € A a € > 0 platf UE(A)(ZZ?) = éx)(x) N A (hornf index u U
znaci, v kterém metrickém prostoru okoli uvazujeme).

Tvrzeni 4.10. G C A je otevirend v A prdvé tehdy, kdyz G = U N A pro néjakou
U C X otevirenou.

Diikaz. Pro x € A C X a ¢ > 0 budeme znacit U.(x) e-ové okoli bodu z v X, a
Uit (x) e-ové okoli bodu x v podprostoru A. Ziejmeé Uit () = ANU(x).

Bud G C A oteviend v A. Tedy ke kazdému bodu z € G existuje e(z) > 0 takové,
e U (r) = ANUgy)(z) C G. Pak mnozina U := |J, ¢ Ue(z)(x) je oteviend a

@)
splnuje

A
ANU =An | U@ = |JAN V(@) = | UG (@) =G
zeG zeG zeG

Obracena implikace je ponechana za cviceni. (I
Véta 4.11. Je-li f : X =Y spojité a ) # A C X, pak i restrikce fla: A=Y je
spojitd.

Diikaz. Ukazeme spojitost f|4 podle kriteria z Véty 4.9. Bud G C Y oteviend. Pak
mnozina

(fla) M@ =fFHG)NnA

je podle predchoziho tvrzeni oteviend v A, a tedy f|a je spojité. O
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Kompaktni prostory.

Definice 4.8. (1) Metricky prostor (X,d) je kompaktni, jestlize z kazdé jeho
posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost.
(2) Mnozina A C X je kompaktni, je-li prazdnd, nebo je-li podprostor (A4, d|ax )
kompaktni.

Piiklady: Uzavieny omezeny interval [a,b] je kompaktni. V diskrétnim prostoru
jsou kompaktni pouze koneé¢né podmnoziny.

Véta 4.12. K C X je kompakini —> K je uzaviend a omezend.

Diikaz. Nejprve dokazeme uzavienost K podle Véty 4.6. Mé&jme posloupnost bodi
(x,) C K takovou, ze x,, — x € X. Z kompaktnosti K existuje vybrand podpo-
sloupnost (z,, ) konvergujici k néjakému y € K. Pak ale musi byt x = y, a tedy i
xz € K. Tedy K je uzaviena.

Nyni ukdazeme omezenost K. Kdyby mnozina K byla neomezend, mohli bychom
z ni (indukei) vybrat posloupnost prvku (z,) s vlastnosti

d(Tp,xm) >n, 1<m<n.
Ziejmé i kazdd podposloupnost posloupnosti (z,) bude mit tuto vlastnost, tedy
bude neomezena a nemuze tedy konvergovat, coz je spor s kompaktnosti K. O
Tvrzeni 4.13. Je-li X kompaktni a A C X uzaviend, je i A kompaktnd.
Diikaz. Plyne snadno z Véty 4.6. O
Véta 4.14. Kvddr [, [a;,b;] CR™ je kompaktn.

Diikaz. Mé&jme posloupnost (z,) C [[i~,[a;,b;]. Posloupnost prvnich soufadnic,
(z (1)) je omezend, a tedy podle Weierstrassovy véty existuje podposloupnost kon-
vergujici k néjaké hodnote z(V) e [a1,b1]. Podobnou dvahu provedeme nyni pro
posloupnost druhych souradnic této podposloupnosti, a pokra¢ujeme dale, az nako-
nec vybereme podposloupnost puvodni posloupnosti z,, takovou, ze x( 0 — () ¢

[a;,b;], 7 =1,...,m. Pak ale podle Véty 3.6 podposloupnost z,,, konverguje k bodu
= (zM, .. 20m™) e [, [as, bi]. Tim je kompaktnost dokézana. O

Daisledek 4.15. A C R™ je kompaktni <= A je uzaviend a omezend.
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PREDNASKA 22.5.2020 (NAHRANA NA VIDEO)

Dausledek 4.16. PodmnoZina koneénérozmérného normovaného linedrniho pro-
storu je kompaktni prdvé tehdy, kdyzZ je omezend i uzaviend.

Diikaz. Je-li V- m-rozmérny normovany linearniho prostor, pak libovolna jeho pevné
zvolena baze urcuje bijekci V' na R™, a snadno se ovéri, ze tato bijekce prevadi
omezené mnoziny na omezené, uzaviené na uzaviené a kompaktni na kompaktni.

O

Priklad:

foi={(an): Yo% <00}, an)la = | D a2, (an) € o

d((an), (bn)) :=||(an — by )nll2. Jednotkova koule v €y, B = {(a,) € £a : ||(an)]l2 <

1} je uzaviend a omezend, ale neni kompaktni.

Véta 4.17 (Spojity obraz kompaktu je kompakt). Je-li f : X — Y spojité a
K C X kompaking, je i f(K) kompaktnd.

Diikaz. Necht je déna posloupnost (y,) C f(K). Ziejmé vy, = f(z,) pro néjaké
x, € K a protoze K je kompaktni, existuje vybrand podposloupnost (z,, ) konver-
gujici k néjakému x € K. Ze spojitosti f pak ale mame

Yn = f(@n,) = f(z) € f(K),
tedy mnozina f(K) je kompaktni. a

Véta 4.18. Necht K je kompakt a f : K — R spojitd funkce. Pak f nabyjvd na K
svého minima a mazxima.

Diikaz. Oznacéme S := sup,¢ g f(2). Z definice suprema existuje posloupnost (z,,) C
K takovd, ze f(x,) — S. Z kompaktnosti K existuje vybrand podposloupnost
(Zn, ), kterd konverguje k néjakému = € K. Protoze f je spojité, plati f(z,,) —
f(x), a z jednoznaé¢nosti limity plyne f(z) = S € R. Nabyvani minima se dokaze
analogicky. (I

Definice 4.9. Rekneme, ze funkce f je stejnomérné spojitd na mnoziné A C X,
jestlize
(Ve > 0)(30 > 0)(Vz,y € A)(dx(z —y) <6 = |f(z) = f(y)| <o)

Pozn.: Stejnomérné spojita funce je ziejmé spojitd v kazdém bodé. Spojita funkce
nemusf byt stejnomérné spojita (pi. - funkce f(x) = 1 nenf stejnomérné spojita na
intervalu (0, 00)).

Véta 4.19. Je-li funkce f: X — R na kompaktnim metrickém prostoru X spojitd,
pak je i stejnomérné spojitd.

Diikaz. Vétu dokazeme sporem. Nechf f : X — R je spojit4, ale nenf stejnomérné
spojita. Pak existuje € > 0 takové, ze pro vSechna § > 0 existuji body z,y € X
s dx(z,y) < § a zdroveil |f(z) — f(y)| > e. Pro zvolenou posloupnost 6, = L
tedy najdeme dvojice boddt @,y € X s dx(Tn,yn) < = a |f(zn) — flyn)] > €.
Protoze X je kompaktni, existuje vybrand podposloupnost (z,, ) z (2, ) konvergujici
k néjakému x € X. Protoze dx (xn,yn) — 0, plati také y,, — x. Ze spojitosti f pak
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dostévame f(zn,) — f(2) a f(yn,) = f(2), coz je spor, protoze |f(zn, ) — f (Yn,,)]
€, a posloupnosti tedy nemohou mit stejnou limitu.

Y

Z Véty 4.19 snadno dokédzeme klicovou vétu o Riemannové integrilu (Véta 2.11)
o existenci Riemannova integralu spojité funkce. Vime totiz, ze uzavieny a omezeny
interval [a,b] je kompaktni, a kazdd spojitd funkee na [a,b] je tedy i stejnomérné
spojitd. Pak jiz sta¢i pouzit nasledujici tvrzeni:
Tvrzeni 4.20. Je-li funkce f stejnomérné spojitd na intervalu [a,b], pak existuje

b
®R) [, f-
Diikaz. Podle Véty 2.3 (R) f; f existuje prave tehdy, kdyz
(Ve > 0)(3D) : S(f,D) —s(f,D) <e.

Necht je ddno € > 0. Protoze f je stejnomérné spojita, existuje § > 0 takové, ze
jestlize l[y—x| < 6, pak | f(y)— f(z)| < e/(b—a). Zvolme déleni D = {a =ty < --- <
t, = b} intervalu [a, b] takové, Ze jeho norma (maximalni{ délka délictho intervélku)
je mensi nez §. Pak plati

S(D) -~ 50 D) = 3 (, max @)= min @) (6t

— ti—1<z<t; ti—1<z<t;
i=

n
£
< Z m(tl - ti—l) = E&.
i=1

Podminka existence Riemannova integrilu je tedy splnéna. (]

Zcela na zaver jesté doplnime dukaz Tvrzeni 3.24. Je-li B : V x V' — R pozitivné
definitni bilinedrni forma na m-rozmérném normovaném linedrnim prostoru V', pak
je prislusnd kvadratickd forma

Q:v+— B(v,v), veV,
spojitd na V. Skutecné, z bilinearity B dostaneme
1Q(v) = Q(u)| = |B(v,v) = B(u,u)| < |B(v,v) = B(v,u)| + |B(v,u) — B(u, u)|

= [B(v,v —u)| + |B(v — u,u)| < [ Bl[|v[l[lv —w| + [ Bl[lw]lv = ul,

jestlize || B|| = supj, = [[Bul| znaéi funkciondlni normu (matice) B. Jednotkova
sféra

Sy:={ueV:|u|=1}
je kompaktni podmnozina V' (je to omezend a uzaviend podmnozina), @ je spojitd
na S; a nabyva zde tedy svého minima, které ovsem musi byt kladné, protoze

@ nenabyva nulové hodnoty mimo pocatek. Dukaz pro pripad negativné definitni
bilinearni formy je analogicky.



