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1. Uvop
1.1. Eukleidovsky prostor.

Definice 1.1. n-rozmérny eukleidovsky prostor je ¢tvefice (E,, Vi, -, +), kde E,
je neprazdnd mnozina (mnozina bodu prostoru), V,, je vektorovy prostor dimenze
n nad R se skalarnim souc¢inem - a + je zobrazeni F,, X V,, do E,, s vlastnostmi
(1) a+ (u+v)=(a+u)+v,ac E,, uveV,
(2) at+o=ua,a€E,,
(3) pro kazdou dvojici bodu a,b € E, existuje pravé jeden vektor u € V,
takovy, ze a +u = b. V tom ptipadé zna¢ime u = b — a.

Budeme pracovat se standardnim modelem FE, = V,, = R", s eukleidovskym
skalarnim souc¢inem
n
u-v= E u'v*
i=1

a s indukovanou normou ||u|| = /u - u, kterd urcuje vzdélenost bodu v euklei-
dovském prostoru

d(a,b) = ||b—a].
Shodnost.
Definice 1.2. Zobrazeni S : R® — R" je shodnost (izometrie), jestlize
15(y) =S@)I| = lly ==, x,yeR™

Véta 1.1. Zobrazeni S : R™ — R" je shodnost pravé tehdy, kdyz

(1) S je afinni (tzn. S(x) = Az + b, kde A je matice typun xn a b € R™,
(2) A je unitdrni (ATA=1).

Pozndmky k dikazu. Je snadné oveérit, ze zobrazeni s vlastnostmi (1) a (2) je shod-
nosti. Obréaceng, je-1i S shodnost, lze snadno ukazat, ze zobrazuje piimky na piimky
a zachovava délici pomér na primkach. Z toho uz pak snadno lze vyvodit, ze zob-
razeni Sy(x) := S(x) — S(o) je linedrni, a zbyvd dokdzat jeho ortogonalitu. Vétu s
dukazem lze nalézt v textu k pfedndsce Linedrni algebra a geometrie 1T kolegu L.
Barto a J. Tumy, viz

http://msekce.karlin.mff.cuni.cz/ barto/linalgl213/skripta_la3.pdf. O

Shodnost S je primd (neprimd), jestlize det A =1 (det A = —1).
1
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1.2. Vektorovy souéin v R3. Bud {ey,...,e3} kanonicka baze R? (tedy (e;)’ =
di;). Orientovany objem vektor uq, ..., us € Rs je ¢islo

det(uq,...,uz) = det(e; - uj)?,j:l'

Orientovany objem je linedrni v kazdé slozce, antisymetricky a plati
3
|det(us, ..., uz)| = AS({ZtiUi :0<t; < 1})) ur, uz, uz € R?.
1

Definice 1.3. Vektorovy soucin u x v € R3 vektorti u,v € R? je definovdn vztahem
(u x v) - w = det(u,v,w), weR.
Véta 1.2 (Vlastnosti vektorového soucinu). Pro libovolné dva vektory u,v € R3

plati

1) zobrazeni (u,v) — u X v je bilinedrni,

2) uXv=0 < u,v jsou linedrné zdvislé,
(3) (uxv)-u=(uxv) -v=0,

(4) fluxovl| = {su+tv: 0<s,t<1}).

Cvicent:
(1) Pro u,v,z,y € R? je

U v-T
(wxo)-@xy)=| 40 0,
tedy specidlné
u-u U v
luxoll =4[] 0 oo

(2) Prou= (u*,u?,u?)T, v =(v102 03T €R?je

UXv= v o
ud 3

1.3. Diferencial zobrazeni. Bud F zobrazeni z oteviené mnoziny G C R™ do
R™. Rekneme, ze F' je diferencovatelné, je-li tiidy C*° na G, tj. ma-li spojité parcialni
derivace vSech fadu na G. Diferencidl F' v bodé x € G je linedrni zobrazeni

dF, : R™ — R™

)

urcené podminkou

[F(z + &) = F(x) — dF, ()] = o(l€]]),  lI€] = 0.
oF

Hodnota dF;(§) se téz nazyvé derivaci ve sméru £ a specidlné dF;,(e;) = 5.7 () je
parcidlni derivace F' podle x*. Linearni zobrazeni dF}. je ur¢eno svou matici

OFN\™"
0x1 )i i1 .
Je-li F: R — R™, znacime F'(t) = dFy(1).

Diferencidl druhého fadu d?F chédpeme jako (obycejny) diferencial zobrazen{

dF : G — L(R™,R"),
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tedy d?F, = d(dF), je linedrni zobrazen{ z R™ do L(R™,R"), neboli (ekvivalentné)
bilinedrni zobrazeni z R™ x R™ do R™. Toto zobrazeni je symetrické (zdménnost

> ’ . 7 (e ~ e 2
smiSenych derivaci) a specidlné plati d>F, (e;, e;) = %(m)

Véta 1.3 (Diferencidl slozeného zobrazeni). Jsou-li G : U - R* o F : V — U
diferencovatelné, U C R™, V C R* oteviené, pak pro x € V plati

d(G o F’)I = dGF(w) o dFT
Jsou-li F, G dvakrdt diferencovatelné, pak
dQ(G © F):C(u7 U) = dQGF(x) (dF:C (U), de(U)) + dGF(w) (dQFz(u7 U))

(1) Pro afinni zobrazeni S : x — Az + b je dF, = A pro vSechna z.
2) F:(xy)ma-y=dFa,yEn)=z-n+&-y

(3) F(2) = ||lzll = dF:(€) = 5
E;F:(z,y)|—>xxy:>dF(w)y)(§,n):a:xn+£xy

forma, pak dQ,(¢) = B(x,€) + B(¢, x).

2. KRIVKY
2.1. Zakladni pojmy.

Definice 2.1. Bud' I C R interval. Diferencovatelné zobrazeni (tiidy C>) c¢: I —
R™ se nazyva parametrizovand kiivka v R™. Mnozina < ¢ >:= ¢(I) C R™ se nazyva
obraz krivky.

Pozn.: Je-li I uzavieny nebo polouzavieny interval, rozumime diferencovatelnym
zobrazenim na [ restrikci na I diferencovatelného zobrazeni definovaného na néjakém
otevieném intervalu obsahujicim 1.

Piiklad: c(t) = (t,t)T je parametrizace piimky, c(t) = (cost,sint)T parametrizace
jednotkové kruznice v R? (I = R).

Pozn.: Obraz kiivky nemusi mit teénu v kazdém svém bodé, viz napi. c(t) =
#3,t9)T t e R.

Definice 2.2. Parametrizovand kiivka ¢ : I — R™ je requldrnd, jestlize ¢/(t) # 0
pro kazdé t € I. Vektor
/
t
o(t) = )

—lle@ll

nazyvame (jednotkovym) tecngm vektorem kiivky v bodé t.

Pozn.: Zobrazeni ¢ nemusi byt prosté, bod x € ¢(I) obrazu kiivky tedy nemusi mit
jednoznaéné uréenou teénu (pi. - c(t) = (13 — 4t,t2 — 4)7). Je-li ¢ prosté, ifkame,
ze parametrizovand kiivka je jednoduché.

Pifklad: Zobrazeni c(t) = (t,)T (t > 0) a &(t) = (e!,e")T (¢t € R) majf stejny obraz,
tedy ‘parametrizuji tutéz kiivku’.

Definice 2.3. Je-li ¢: I — R" reguldrni parametrizovand kiivka a ¢ : I — I difeo-
morfismus intervalu I na I, jec=coo: IR regularni parametrizovana kiivka
se stejnym obrazem jako c. Difeomorfismus ¢ pak nazyvame zménou parametru
(reparametrizaci) kiivky c. Je-li navic ¢’ > 0 na I, nazveme ¢ zménou parametru
(reparametrizact) zachovdvagici orientaci.
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Definice 2.4. Na mnoziné vSech regularnich parametrizovanych kiivek v R™ defi-
nujeme ekvivalenci ~ takto: ¢ ~ ¢, jestlize ¢ je reparametrizaci c. Krivkou v R™ pak
rozumime t¥{du ekvivalence ~. Podobné definujeme ekvivalenci ~': ¢ ~' ¢, jestlize ¢
je reparametrizaci ¢ se zachovanim orientace. Orientovanou kiivkou v R™ rozumime
tiidu ekvivalence ~'.

Véta 2.1 (Implicitné zadand kiivka). Bud G C R™ oteviend a F : G — R"~1
diferencovatelné. Oznacme I' = {z € G : F(z) = 0} a bud xo € T takovy, Ze
zobrazeni dFy, je na R"~'. Pak ezistuje okoli U bodu o v R™, otevieny interval
I CR a reguldrni parametrizovand kiivka ¢ : I — R™ takovd, Ze ¢(I) =T NU.

Dikaz. Protoze dFy, je na, je po eventudlnim pfecislovani proménnych determi-

i n-—
nant matice (gg - (mo)) - razny od nuly. Podle véty o implicitnich funkecich tedy

7,j=1

existuje otevieny interval I obsahujici f, okoli V' bodu (3, ..., 20~ ") a diferenco-
vatelné zobrazeni g : I — V takové, ze g(zf) = (§,..., 25~ ") a F(g(zn),2n) = 0
na I. Zobrazeni ¢ : x,, — (g(xy),2,) je pak hledanou reguldrni parametrizovanou
kiivkou. g

2.2. Délka kiivky.

Definice 2.5. Délka parametrizované krivky ¢ : I — R™ je definovdna jako
L(c) = sup {Z|c(ti) —c(tic1)]:meNtg <t < -+ <ty € I} .
i=1

Véta 2.2. Pro parametrizovanou krivku c plati

L(e) = / I (6)] dt.

Diikaz. Piedndska Matematicka analyza. O

Definice 2.6. Kiivka ¢ : I — R™ je parametrizovina obloukem, jestlize ||’ (s)| =1
pro vsechna s € 1.

Pozn.: V geometrii se obvykle parametr oblouku znaé¢i symbolem s. Nékdy se téz
pouziva znaceni % (-) =: ¢'() pro derivaci podle parametru oblouku, kdezto %(-) =:

ds
¢(+) pro derivaci podle obecného parametru.

Véta 2.3. Ke kazdé requldrni parametrizované kiivce ¢ : I — R™ existuje zména
parametru ¢ : I — I zachovdvajici orientaci a takovd, Ze ¢ = co ¢ je parametrizace
obloukem.

Diikaz. Zvolme ty € I a polozme

¢

t)y= [ |I(r)|dr, tel

to
(délka kiivky c | (to,t)) a oznacme I = ¢(I) obraz intervalu I (I je opét interval).
Funkce £ : I — I je rostouci a £'(t) = ||¢/(t)]|, t € I. Polozme ¢ = £~ pak ¢/(s) =
I/ (¢(s)) 7", a tedy parametrizace ¢ = c o ¢ spliuje [|&'(s)[| = [[¢/(6(s))¢'(s)]| =
1. (]
Piiklad: Reguldrn{ parametrizovand kiivka c(t) = (rcost,rsint)?, t € (0,27) m4

t
parametrizaci obloukem ¢&(s) = (rcos £, rsin £)T, s € (0,27r).
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2.3. Krivost.

Definice 2.7. Bud ¢ : I — R" reguldrni parametrizovand kiivka. Jeji krivost v
bodé t € I je definovédna vztahem

el
W= oo <F

Body s nulovou ktivosti nazyvame infleznimi body kiivky.
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Pozn.: Je-li ¢ zména parametru, pak teény vektor reparametrizované kiivky ziejmé
spliiuje t(s) = £t(¢(s)), a tedy

o) = O _ V)0 @)
ZOI 1)@ 6]

Kiivost kiivky v bodé je tedy invariantni vzhledem k reparametrizaci.

r(6(s))-

Véta 2.4. Pro reguldrni parametrizovanou krivku ¢ : I — R3 plati

I</(8) x " @)l
=1 xe Wi e
"= emr
Diikaz. Protoze t = ¢ /|||, plati
o ( J >/ B ||c/||2c// _ (C/ . C’/)C/

Elva le11®

Dale plati

e 12e” = (e |” = Il 1|2 = (112 - )2
e e
= ”C/H2 det (C/ Ll C//>
= NPl = <",

kde jsme vyuzili vzorce pro normu vektorového soucinu z kapitoly 1.2. Dokazovany
vztah pak plyne z definice k = ||t'||/||¢|. O

2.4. Frenettiv repér kiivky v R3.

Definice 2.8. Bud ¢ : I — R3 reguldrni parametrizovana kiivka. V neinflexnim
bodé t € I definujeme:

() =

)/ ®#)] teény vektor)
t'(¢)/||t'(t)]] normélovy vektor

n(t) =
b(t) = t(¢t) xn(¢t) binormélovy vektor
(t) = n'(t)-b@)/||c ()] torze

c(t) + Lin{t(t),n(¢)} oskula¢ni rovina
c(t) + Lin{t(¢), b(t)
(

¢(t) + Lin{n(¢),b(¢)} normdlové rovina

}  rektifikaén{ rovina

Véta 2.5 (Frenetovy rovnosti). Pro reguldrni parametrizovanou krivku ¢ : I — R3
a kazdy jeji neinflexnt bod plati:
(i) E(t) := {t(t),n(t),b(t)} je kladné orientovand ortonormdlni bdze R3.
(ii) ¢'(t) = [d@]x()n(@), n'(t) = [|[@O(=£0)b() + 7(H)b(t) a b'(t) =
=l @] (t)n(t), v maticovém zdpisu
t’ 0 w 0 t
n|=|d)|l-~ 0 7
b’ 0 -7 0 b
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Diikaz. (i). Ziejmé ||t(¢)|| = 1. Déle derivovanim vztahu t(t) - t(t) = 1 dostaneme
2t(t)-t'(t) = 0, tedy n(t) L t(t) a z definice té7 ||n(t)|| = 1. Z vlastnosti vektorového
soucinu pak plyne, ze {t(t),n(¢),t(t) x n(t)} je kladné orientovans ortonormaln{
baze.

(ii). Prvn{ vztah plyne pifmo z definic n(¢) a x(t). Vyjddfeme déle vektor n’ v
soutadnicich viéi bézi {t,n, b}:

n'=(n-t)t+ (n -n)n+ (n" b)b.

Derivovanim vztahu t - n = 0 dostaneme n’ -t = —t’ - n, coz je rovno —||’||x dle
prvni rovnosti. Déle opét z n-n = 1 plyne n’ - n = 0. Koneéné n’ - b = ||||7
z definice torze, ¢imz dostavame druhou rovnost. Vyuzitim obou jiz dokdzanych
vztahu dalé dostaneme pro b=t x n

b’ = t'xn+txn
= |I<||(kn x n+t x (—kt + 7b))
= [Idl7(t xb) = —|||rn
(rovnost t x b = —n se snadno ovéi{ z definice vektorového soucinu), coz dévé tieti
Frenetovu rovnost. g

Poznamka 2.6. Z definice je zfejmé, ze je-li ¢ : I — R3 reguldrn{ parametrizovana
kiivka a ¢ : J — I zména parametru zachovavajici orientaci, pak te¢na, hlavni
normala a binorméla reparametrizované kiivky ¢ = co ¢ spliiuji v neinflexnim bodé
seJ

t(s) = t(¢(s)), 0(s) = n(e(s)), b(s) = b(é(s)),
tedy vektory Frenetova repéru nezavisi na parametrizaci kiivky. Derivovanim pak
dostaneme

t(s) = t/(4(5))¢' (s), 0'(s) = 0'((s))¢'(5), B'(s) = b'($(s))¢'(s),
a protoze také & (s) = ¢/ (¢(s))@'(s) a ¢'(s) > 0 pro zménu parametru zachovavajici
orientaci, dostaneme

R(s) = K(d(s)) a 7(s) = 7(4(s)),
tedy ani kfivost a torze nezaviseji na parametrizaci kiivky zachovavajici orientaci.
Neni tézké ovérit, ze pfi zméné orientace kiivky vektory t a b a torze 7 méni
znaménko, vektor n a kfivost xk se nemeéni.

Véta 2.7. Pro libovolnou requldrnd parametrizovanou kiivku c : I — R? a neinflexn{
bod t € I plati

B c(t) x "(t)

PO = 7@ < o]
. 7det(c’(t),c”(t),c”’(t))
D=0 <oF

Diikaz. Prvnf rovnost plyne z toho, ze vektory ¢, ¢’ urcuji stejny podprostor jako
t,n a béze {¢,c’} a {t,n} jsou shodné orientovany. Pro ovéfeni druhé rovnosti
vyjadieme

tl ( CI )l 1 _ c//||c/||2 _ c/(cl . C//) Hc/||2

n—= = =
1]l el lellm '] e x|
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(pouzili jsme definici kiivosti a vzorec z Véty 2.4). Derivovanim uvedené rovnosti

dostaneme vztah
/
c
n/ — ac/ +/BCN + H || i
I/ x|
pro néjaké (skaldrni) funkce a, 8. Z definice torze a vlastnosti vektorového sou¢inu

pak dostaneme

n -b 1 I, ¢ xc”  det(d, ", ")

N 2 T T N e R R R e

O

Véta 2.8. Pro reguldrni parametrizovanou kiivku ¢ : I — R3 bez inflexnich bodi
plati
T(t) =0,t € I < krivka leZi v roviné.
Diikaz. Je snadné ukézat, ze rovinna kiivka ma nulovou torzi. Pfedpoklddejme tedy
naopak, ze 7 = 0. Z Frenetovych vzorcu pak b(t) = b je konstantni na I. Zvolme
to € I a polozme
g(t) = (c(t) = c(to)) - b, tel.
Plati
g'(t)=c(t) b= @) t(t) -b=0,

tedy funkce g je konstatntn{ na I. Protoze vsak g(tp) = 0, je g = 0 a kiivka lez{ v
roviné {x : (z — c(tp)) - b = 0}. O

Pozn.: Je-li ¢ : I — R® parametrizace obloukem a S : R®> — R3 shodnost, pak
¢ := S o ¢ je rovnéz parametrizace obloukem a pro tuto kiivku plati:

EZSOOC, E:SOOt, ITIZSOOI’I7 B::l:S()Ob,
kde Sy je linedrni slozka S a + je znaménko det Sy. Z téchto vztahu snadno plyne:
k = Kk, T = *7. Nasledujici véta tika, ze tento vztah lze i obratit:
Véta 2.9. Budtec,é: I — R3 dvé kiivky parametrizované obloukem bez inflexnich
bodi a takové, Ze jejich funkce krivosti a torze spljvaji, tedy k = k a T =7 na I.
Pak existuje shodnost S : R — R3 takovd, 7e €= S oc.

Diikaz. Zvolme sy € I. Existuje pravé jedna shodnost S : z — Az + xo na R3
splitujici

At(sg) = t(s0), An(sg) = n(sg), Ab(sg) = b(sg), Ac(sg) + xo = &(s0),
kde {t,n, b} je Frenetv repér kiivky c a {t,n, b} Frenetiiv repér kiivky ¢. (Protoze

oba Frenetovy repéry jsou kladné orientovény, je S piimé shodnost, neboli det A =

1).

Obeé kiivky jsou parametrizovany obloukem, proto Frenetovy rovnice maji tvar

t/ 0 K 0 t

n|=(-x 0 7 n

b’ 0 -7 0 b
a

t/ 0 w 0 t

n|l=|-~ 0 7 n

b’ 0 -7 0/ \b
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Aplikujeme-li na prvni z uvedenych soustav rovnic linedrni transformaci A, dosta-
neme

At/ 0 k 0 At
An' | =|-x 0 71 An
Ab’ 0 -7 0 Ab

Z poslednich dvou soustav rovnic je ziejmé, ze trojice vektorovych funkei (t,0,b) a
(At, An, Ab) vyhovuji stejné soustavé linedrnich diferencidlnich rovnic na intervalu
1, a navic se vzhledem k volbé A shoduji v bodé sy € I. Podle véty o jednozna¢nosti
feSeni soustav linedrnich diferencidlnich rovnic tedy musi platit

fi=An ab= Abna I.

t = At

)

Specidlné méme ¢ = Ac, tudiz
b

S(e(s)) = S(e(so)) = /S Al (t))dt = /s & (t)dt = &(s) — &(so),

z ¢ehoz plyne S(c(s)) = ¢(s), s € I. O
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Véta 2.10. Budte k,7 : I — R dvé diferencovatelné funkce na intervalu I, a necht
navic k > 0 na I. Pak existuje krivka ¢ : I — R3 parametrizovand obloukem a
takovd, Ze jeji krivost je k a torze T.

Diikaz. Frenetovy rovnice (viz dukaz Véty 2.9) uddvaji soustavu linernich dife-
rencidlnich rovnic pro trojici vektorovych funkei (t(s), n(s), b(s)), s € I. (Vyjadiime-
li si vektory po soufadnicich, dostaneme soustavu deviti rovnic pro devét realnych
funkei; matici soustavy je pak tieba chapat tak, ze symboly k a 7 reprezentuji ma-
tice k13, 713, kde I3 je jednotkovd matice v R3.) PedepiSeme-li pocateéni podminky
ve vybraném bodé sy € I napriklad jako

t(sp) = e1, n(sg) = ez, b(sg) =e3

(s vektory kanonické baze e1, ea, e3), z teorie linedrnich diferencidlnich rovnic vime,
7e soustava mé FeSeni na intervalu I. Ukdzeme nejprve, ze vektory t(s),n(s),b(s)
tvoii ortonormalni bazi R? pro kazdé s € I. Sestice realnych funkci

(h17h27h37h4,h5,h6):(t't71’1~n,b'b7t~n,t'b,l’l'b)

spliiuje podle Frenetovych rovnic diferencidlni rovnice

Ry = 2khy,

W, = —2rhy + 27he,

hy = —2ths,

By = —khy + Kkhs + Ths,
By = —rhy+ rhe,

hg = —Thy+ Ths — Khs.

Konstantni sestice funkei (1,1,1,0,0,0) vyhovuje této soustavé a splituje poc¢ateéni
podminku v bodé sg. Z véty o jednoznacnosti feSeni soustav linearnich diferencidlnich
rovnic je to jediné fesent, a tedy vektory t(s), n(s), b(s) tvorf ortonormaln{ bazi R?
pro kazdé s € I.
Polozme déle s
c(sp) :=0, c(s) ::/ t(t)dt, sel.
S0
Ziejmé plati ¢/(s) = t(s), ¢ je tedy ktivka parametrizovand obloukem a t je jeji
tetny vektor. Z prvni Frenetovy rovnice méme ||t’|| = &||n|| = &, tedy & je kiivost{
kiivky ¢. Rovnéz z prvni Frenetovy rovnice pak plyne n = t'/k, tedy n je vektor
hlavni normaly kiivky c. Vektor b pak nutné musi byt binormélovym vektorem a
T je torze kiivky ¢, z druhé (nebo tieti) Frenetovy rovnice. O

2.5. K¥ivky v roviné. Na parametrizovanou kiivku ¢ : I — R? miizeme nahlizet
jako na kiivku v prostoru, doplnime-li tFeti souradnici nulou. V neinflexnich bodech
1ze definovat vektory teény a (hlavn{) normaély jako v Definici 2.8, vektor binormaly
bude identicky roven (az na znaménko) tfetimu vektoru kanonické béze es. Baze
{t(t),n(t)} maze byt kladné nebo zdporné orientovina vici kanonické bézi.

Definice 2.9. Pro reguldrni parametrizovanou kiivku ¢ : I — R? definujeme
znaménkovou krivost v bodé t vztahem

ki (t) :=o(t)k(t), tel,
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kde o(t) := sgn det(c'(t),c"(t)) (klademe sgn0 = 0). Ddle definujeme jednotkouvy
vektor n.(t) tak, aby (t(t),n.(t)) byla kladné orientovand ortonormdini bdze R?.
Pozn.:
(1) Ziejme plati |k,| = k.
(2) V neinflexnich bodech kiivky zfejmé plati n,(t) = o(t)n(t).
(3) V kazdém bodé t € I reguldrni parametrizované kiivky plati tato varianta
Frenetovych vzorcu:

¢(t)
n, (t)

*

" @)= () (2),
—ll @) llk= ()t ().
Tvrzeni 2.11. Pro requldrni parametrizovanou kiiku ¢ : I — R? plati

_ det(d(1),¢" (1))
ler@n

K2 (t) tel

Diikaz. Vztah plyne z definice r, a ze vzorce pro s(t) ve vété 2.4, nebot ziejme
plati

det(c'(t),¢"(t)) = o(t)[[c'(t) x " (B)]]

(chapeme-li vektory na pravé strané jako vnorené do R3). O

Véta 2.12. Bud c: I — R? requldrni parametrizovand kiivka. Pak plati:

(1) (t) =0, t €I, prdve kdyz c(I) je ¢dst primky,
(2) k(t) =Kk #0, t €I, prdave kdyz c(I) je ¢dst kruznice o poloméru k1.

Drikaz. Bez tjmy na obecnosti predpokldadejme, ze kiivka je parametrizovéna ob-
loukem. V obou tvrzenich jsou implikace <= ziejmé, dokdzeme —.
(1). Je-li K = 0, z Frenetovych vzorcu dostaneme 0 =t = ¢”, tedy ¢(s) = as+b.
(2). Bud k(s) = k konstantni. Polozime p(s) = c(s) + £~ 'n(s); plati p'(s) =
t(s) + k7 1n’(s) a opét z Frenetovych vzorcii mdme p'(s) = 0, tedy p(s) = p a
lle(s) = pll =[]~ 0

Definice 2.10. Je-li ¢ neinflexnim bodem kiivky ¢ v R?, nazyvéame ¢islo p(t) = ﬁ
polomérem krivosti a kruznici se stfedem p(t) = ¢(t) + p(¢t)n(t) a polomérem p(t)
oskulacni kruznici kiivky ¢ v bodé t.

Pozn.: Kiivka ¢ a jeji oskulaéni kruznice maji v bodé ¢(t) ‘dotyk druhého rddu’, tj.
maji v tomto bodé spoletnou tecnu i kfivost.

Definice 2.11. Bud ¢ : I — R? reguldrni parametrizovand kiivka s nenulovou
kiivosti. Parametrizovand kiivka

peitise(t) +p(n(t), tel,

se nazyva evolutou krivky c. Puvodni kiivka ¢ se naopak nazyvé evolventou krivky
De-

Pozn.: Evoluta je tvofena stfedy oskula¢nich kruznic dané ktivky. Evoluta nemusi
byt reguldrni parametrizovand kiivka (napf. evoluta kruznice je tvofena jen jednim
bodem).
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Tvrzeni 2.13. Necht je ddna requldrni parametrizovand kvivkac: I — R? aty € I,
a necht je krivost k(t) krivky ¢ nenulovd na I. Pak parametrizovand kiivka

't t
e:t—ct)— c,( ) / ], tel,
IO i,
je jeji evolventou.

Diikaz. Oznacme £(t) := fti ll¢||. Derivovanim a uzitim Frenetovych vzorcu spocteme

e = —|c||¢kn,

e = ||d|*¢k*t +an

pro néjakou skaldrni funkei « (¢, n, k znaéi po fadé tetnu, normélu a kiivost kiivky
¢). Norméla a kiivost kiivky e splituji n, = (sgnf)t, k. = |¢|~*. Evoluta kiivky ¢
ma tedy parametrizaci

—1
Pe =€+ K, N =€,

¢imz je tvrzeni dokézano. O

2.6. Globalni teorie rovinnych krivek.

Véta 2.14. Bud ¢ : I — R? kfivka parametrizovand obloukem. Pak existuje dife-
rencovatelnd funkce 6 : I — R spliiugici

t(s) = (cosf(s),sinf(s)), sel.

Funkce 0 neni uréena jednoznacné, ale rozdily 0(ta) — 0(t1) nezdvisi na volbé 6.
Navic plati

ko(s)=0'(s), sel

Diikaz. Funkce 6 je spojitou verz{ argumentu funkce t(¢) (chdpeme-li ji jako kom-

plexn{ funkei) a jeji existence a diferencovatelnost je zndma z komplexni analyzy.

(Idea dukazu: Je-li tecna t(t) = (x(t), y(t)) obsazena v poloroviné { > 0}, muzeme

funkci 6 definovat vztahem 6(t) := arctg % Pro danou kiivku pak definujeme

0(t) postupné na podintervalech, na nichz je obraz teény obsazen v néjaké oteviené

poloroving, pfitom musime hlidat “navazovani” na jiz definované hodnoty.)
Zderivovanim rovnice dostaneme

t'(s) = 0'(s)(—sinf(s),cos0(s)) = 6 (s)n.(s).

Zaroven vsak plati t'(s) = k.(s)n.(s), tedy dostdvdme 6'(s) = k.(s), s € I.
Nezavislost ptirtstkl funkce 6 na volbé 6 plyne z rovnosti

O(s2) —0(s1) = /82 K.(s)ds.

S1

O

Definice 2.12. Parametrizovand kiivka c : [a,b] — R? je uzaviend, jestlize c(a) =
c(0) a ¢ (a) = ¢ (b) pro viechna i € N. Uzaviena kiivka je jednoduchd, je-li c
prosté na [a, b). Jordanova kfivka je jednoduchd uzaviend reguldrni parametrizovand
kfivka.
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Definice 2.13. Bud ¢ : [a,b] — R? uzaviend kiivka parametrizovana obloukem.
Cislo o(5) — 8
0 = 0(a)
2m
se nazyva rotacni index kiivky c.
Lemma 2.15. Rotacéni index je celé ¢islo a plati
1 b

Ne = —
2m Jq

K.(s)ds.
Dikaz. Z definice uzaviené kiivky méme t(a) = t(b), tedy 6(b) — 0(a) je celym
nésobkem 27. Posledni rovnost plyne z vlastnosti 6'(s) = k,(s) (Véta 2.14). O

Nésledujici véta je sice intuitivné ziejmad, jeji formélni dukaz vSak neni trividlni.
Véta 2.16 (Jordanova). Je-li ¢ Jordanova krivka, pak existuji oteviené souvislé
mnozZiny Int ¢ (vnitiek c), Extc (vnéjsek c) takové, ze Int ¢ je omezend, Ext ¢ neo-
mezend a

R? =IntcU (c) UExt c
je disjunktni rozklad.

Rekneme, ze Jordanova kiivka ¢ : [a,b] — R? je kladné orientovand, jestlize
pro kazdé t, c(t) + en.(t) € Intc pro dostatetné mald . V opacném piipadé
je kiivka zdporné orientovana. (Pfi obvyklé orientaci roviny to znamend, Ze pii
prubéhu kiivky lez{ vnittek oblasti “po levé ruce”.)

Véta 2.17 (Umlaufsatz). Je-li ¢ Jordanova krivka s kladnou (zdpornou) orientact,
pakn. =1 (n. = —1).

Myslenka dikazu. Bud ¢ = (z,vy) : [a,b] — R? kladné orientovana Jordanova kfivka
parametrizovand obloukem. Oznac¢me A := {(s,t) : a < s < ¢ < b} a definujme
funkci h: A — S! piedpisem

t(s) pro s =t,

h(s,t) :== ¢ —t(a) pro (s,t) = (a,b),
c(t)—c(s) .

e —c(ayy S0k
Lze ukézat, ze h je spojitd na A. Podle véty o existenci spojité vétve argumentu z
komplexni analyzy existuje spojita funkce ¥ : A — R takovéd, ze

h(s,t) = (cosV(s,t),sind(s,t)), (s,t) € A.

Plati tedy

/ kz(s)ds = 0(b)—0(a) = ¥(b,b) —¥(a,a) = (¥(a,b) —V(a,a))+ (¥(b,b) —V(a,b)).

Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze y(a) = min{y(s) : s € [a, b]}. Pak
y'(a) = 0 a t(a) = e;; BUNO necht 9(a,a) = 0. Pak plati h(a, s) - e > 0 pro kazdé
s, tedy ¥(a,b) = w. Podobné se ukéze, ze ¥(b,b) = 2. O
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PREDNASKA 11.3.2020 (NEKONA SE PREZENCNE)

Lemma 2.18. Bud ¢ = (z,y) : [a,b] — R? kladné orientovand Jordanova krivka.
Pak plosny obsah oblasti Int ¢ je roven

b b b
1) A= [y it = [ sty 0= [ @ - ayat

Diikaz. Jednd se o velmi specidlni piipad Greenovy véty pro rovinné kiivky, kterd je
soucdsti predndsky Matematickd analyza 4. Greenova véta fiké, ze je-li ¢ : [a,b] —
R? kladné orientovans Jordanova kiivka a F : R? — R? diferencovatelné vektorové

pole, pak
b 2 1
oo OF?  OF
/a F(C(S)) - C (S) ds = [ntc <ax — ay) dl’dy

Volbou F(z,y) = (—y,0) dostaneme prvni vzorec, volbou F(z,y) = (0,z) druhy
vzorec, tieti je jejich aritmetickym prumeérem. (I

Pozn.: Je-li ¢ : [, 5] — [a,b] diferencovatelnd funkce (ne nutné prostd) spliujic
¢(a) = a, ¢(8) = b, pak vzorce (1) plati i pro reparametrizaci Jordanovy kiivky
Z(s) = z(p(s)), g(s) = y(p(s)), s € 1. (Ukédze se jednoduchou substituci v in-
tegralech.) Dokonce lze pouZit i po édstech diferencovatelnou reparametrizaci.

Véta 2.19 (Isoperimetrickd nerovnost). Bud’ ¢ : [a,b] — R? Jordanova krivka délky
L a bud A plosny obsah vnitrku Int c. Pak

L? —47A >0,
pritom rovnost nastane, prdvé kdyz cla,b] je kruznice.

Diikaz. Méjme Jordanovu kiivku parametrizovanou obloukem c¢(s) = (z(s),y(s)),
s € [0, L], a polozme

2r:=diam <c>= sup |e(s1) —c(so)}-
0<so<s1<L

Suprema ve vyse uvedeném vyrazu je jisté nabyto (ze spojitosti) a nechf je tomu
tak v bodech sg, s;. Déle BUNO necht sy = 0. Kone¢né, posunutim a natoc¢enim
kiivky muzeme dosdhnout toho, ze z(0) = r, 2(s1) = —r a y(0) = y(s1) = 0. Z
definice diametru je ziejmé, ze |z(s)| < r kdykoliv s # 0 a s # s1. Déle ozna¢me

i(s) = r? — x(S)Q’ s € [0’81]’
y(s) { —/r2 = x(s)2, s € [s1, L].

Funkce 7 je diferencovatelnd na intervalech (0, s1) a (s1, L), a tedy s — (z(s), 5(s))
je po ¢astech hladkd reparametrizace (ve smyslu vyse uvedené pozndmky) kruznice
se sttedem v pocdtku a polomérem r. Podle predchoziho Lemmatu (a pozndmky za

nim) mame tedy
L L
A= / zy' ds, wr?= —/ ya' ds,
0 0

L
A4 7r? = / (xy’ — ga')ds.
0

Podle Schwartzovy nerovnosti

/
vy — g’ = ( 5 ) : ( o ) <VE2 )2 +y?) = Vat g =,

Yy xT

tudiz
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mame tedy odhad
A+7r? < Lr.

Podle zndmé nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prumeérem je
1 1
VAVTr? < §(A+7T’I"2) < 5[”’

a tedy 4mAr? < L%r2, ¢imz je nerovnost dokdzana.

Piedpoklddejme nyni, ze nastal pifpad L? = 41 A. Z postupu diikazu je ziejmé,
7e musi byt A = 7r? (rovnost v AG-nerovnosti); pak ale L = 27 a tedy délka
prumétu 2r nezavisi na sméru promitdni. Dale musi platit rovnost ve Schwartzové
nerovnosti pro vektory (x, —9)T, (v/,2")T, tedy (x,—9)T = a(y’,2’)T pro n&jaké
«a € R. Porovndnim délek obou vektoru dostaneme a = +r, a tedy = = +ry’.
Protoze r nezavisi na sméru promitdni, muzeme zaménit proménné a plati téz
y = £r2’, z ¢ehoz plyne

2?4 y? = 22?4 y'?) = 12,

tedy obraz c je kruznice. O

3. SFERICKA GEOMETRIE
V této kapitole se budeme zabyvat geometrii na jednotkové sfére v prostoru
S?i={x cR?: |z| = 1}.

Definice 3.1. Hlavn{ kruznice na sféfe je libovoln4 kruznice £ C S? jednotkového
poloméru (lze ji tedy vyjddiit jako prinik S? s rovinou prochdzejici pocatkem).
Hlavni kruznice se nazyvaji téz primkami na sféte. Useékou na sféfe rozumime
libovolny oblouk hlavni kruznice délky nejvyse rovné .

Pozn.: Je ziejmé, ze pro kazdou dvojici A, B € S? riiznych bodu na sféfe, které
nejsou antipodding (tedy A # +B) existuje pravé jedna usecka na sfére spojujict
A, B (lez{ v hlavni kruznici dané prunikem sféry s rovinou uréenou body A, B a
pocétkem).

Definice 3.2. Vzddlenost bodi A, B € S? definujeme jako délku tisecky spojujici
tyto body.

Pozn.: Lze ukéazat, ze délka libovolné ktivky na sféfe spojujici dva body je veétsi
nebo rovna vzdéalenosti téchto bodu, pfitom rovnost nastava pravé tehdy, kdyz se
jedna o isecku. Toto bude pozdéji vyplyvat z teorie geodetickych ktivek.

Definice 3.3. Bud'te AB a AC dvé tsecky na sféfe s délkami z intervalu (0, 7). Uhel
sevieny témito useckami definujeme jako uhel sevieny rovinami OAB a OAC (tedy
rovinami vytinajicimi pfislusné hlavni kruznice). (Ekvivalentné jej lze definovat jako
tihel (v R3) sevieny te¢nami k piislusnym hlavnim kruznicim v bodé A.)

Pro vypocet plosného obsahu oblasti na sféfe muzeme pouzit standardni sférické
soufadnice, tedy prosté zobrazeni

2(p, ) = cos(ip) cos(¢)),
¢: y(@ﬂ/’) = Sin(@) COS(’(/)), we (_7‘—7’”)7 IS (_g’ g)
2py) = sin(y)
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Jakobidn ¢(y,) je roven cos), takze pro Borelovskou podmnozinu U C S? méame

S(U) = /AI(U) cos v dp di.

Definice 3.4. Budte ddny tfi rizné body A, B,C € S? takové, ze vektory (z
pocatku) A, B, C jsou linedrné nezévislé. Usecky AB, AC a BC (délek v (0,7))
vymezuji dvé souvislé oblasti na sféfe, z nichz tu o mensim obsahu nazyvame
sférickym trojuihelnikem a znaéime A 4p¢. (Formélné lze sféricky trojihelnik defino-
vat jako prunik tii polosfér s hranicemi tvofenymi hlavnimi kruznicemi obsahujicimi
piislusné tusecky.)
Véta 3.1. Plosny obsah sférického trojihelnika Aapc je roven

S(Aapc) =a+B+y—m,
kde o, B, jsou velikosti whli trojihelnika u vrcholu A, B, C.
Diikaz. Oznacme A’ = —A, B’ = —B a ¢/ = —C body protilehlé bodum A, B, C.
Celou sféru lze pokryt osmi trojihelniky s disjunktnimi vnitiky
§* = Aupc UAaper UAapic UA e UAapicr UAaper UAapo UAapicr,
pritom téchto osm trojihelniku je tvofeno Ctyimi péary vzdjemné izometrickych
trojuhelnika (napf. Aapc = Aarpor, Aaper = Aapc). Protoze celd sféra ma
plosny obsah 47 dostaneme rovnost

2m = S(Aapc) + S(Aapcr) +S(Aapc) + S(Aapo).

Déle si vSimneme, ze dvojice trojuhelniku Aspc U A ge pokryva oblast vymeze-
nou dvéma polosférami s hrani¢nimi hlavnimi kruznicemi obsahujicimi tsecky AB
a AC, tedy svirajicimi ihel «.. Tato oblast mé plosny obsah 2«, mame tedy rovnost

200 = S(AABC) + S(AA’BC')'
Podobnou tvahou dostaneme

28 =S(Aapc) + S(Aapc),

2y = S(Aapc) + S(Aapcr).
Secteme-li posledni tii rovnosti a odecteme od ni tu predchézejici, dostaneme po-
zadovany vzorec. O

Ve sférické geometrii plati sinové véta jako v euklidovském piipadeé.

Véta 3.2 (Sinova véta ve sférické geometrii). Pro sféricky trojuhelnik Aapc se
stranami délek a,b, ¢ a velikostmi protilehlijch uhli o, B,y plati

sina sinb sine

sina  sinf  siny’
Diikaz. Pouzijeme nésledujici identitu, kterd plati pro libovolné tii vektory w, v, w €
R3:
uX (vxw)=(u-wv—(u-v)w.

(Vzhledem k linearité sta¢i identitu ovéfit pro vektory kanonické béaze, coz je
snadné.)

Pouzijeme-li identitu pro vektory B x C,C a A (body A, B,C jednotkové sféry
muzeme chépat téz jako vektory z pocatku), dostaneme

(BxC)x(CxA)=((BxC)-AC
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(protoze (A x B) - B = 0). Ozna¢me
n, := (sina) !B x C, mnp:= (sinb)"'C x A, n.:=(sinc) !4 x B.

Jsou to jednotkové vektory, kolmé k rovindm (po fadé) OBC,OAC,OAB, a jejich
thly jsou

L(ng,mp) =m—7, Z(ngn.)=7m-—0,~2(ny,n.)=m—c.
Po dosazeni do vyse uvedené rovnosti mame
(sinasinb)n, x n, = det(A, B,C) C.

Opét z vlastnost{ vektorového soucinu je zfejmé, ze n, x n, = (£sinvy)C, a tedy,
dosazenim a porovndnim velikosti dostdvdme (siny vSech uvazovanych dhlu jsou
kladné)
sinasinbsiny = | det(4, B, C)|.
Protoze vyraz vpravo se neméni pii kladné permutaci vrcholu trojuhelnika, plati
rovnost
sinasinbsiny = sin bsin ¢sin o = sin ¢sin a sin g,
a vydélenim vyrazem sin a sin bsin ¢ dostaneme kyzenou rovnost. (]
Cosinové véta ma ve sférické geometrii odlisnou podobu.
Véta 3.3 (Cosinové véta ve sférické geometrii). Za predpokladi véty 3.2 plati
cosc = cos a cos b + sin a sin b cos 7.
Diikaz. Pouzijeme identitu (viz Cvicemi (1) za Vétou 1.2)
(Bx(C)- (CxA)=(B-C)(C-A)—(B-A)(C-C)=(B-C)(C-A)—(B-A).
S vyuzitim normadl z dukazu predchozi véty pak dostaneme
(sinasinb)n, - n, = cosbcosa — cosc,
a protoZe ziejmeé je n, - n, = cos(m — ) = — cos~y, mame
—(sinasinbd) cosy = cosbcosa — cos c.
([l

Dausledek 3.4 (Pythagorova véta ve sférické geometrii). Pro pravouhly sféricky
trojihelnik (v = 5 ) plati
cos ¢ = cos a cos b.
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PREDNASKA 18.3.2020 (NAHRANA NA VIDEO)
4. PLoCcHY
4.1. Zakladni pojmy.

Definice 4.1. Parametrizovand plocha v R? je diferencovatelné zobrazeni
f:U—R3,

kde U je oteviend podmnozina R? a df,, je prosté pro kazdé u € U. Mnozina f(U) C
R3 se nazyva obraz parametrizované plochy f. Je-li navic zobrazen{ f : U — f(U)
homeomorfismus, nazyvame f mapou.

Pozn.: Vektory parcidlnich derivaci

fur) = 22w, petn = 2 )

parametrizované plochy f v bodé u jsou dle pfedpokladu linedrné nezavislé.

Véta 4.1. Bud f:U — R3 parametrizovand plocha, V' C R? oteviend a ¢ : V —
U difeomorfismus V na U. Pak f = f o ¢ je parametrizovand plocha se stejngm
obrazem jako f.

Dukaz. Podle pravidla o diferencidlu slozeného zobrazeni plati

dfy = df p(v) © dpo.
Podle predpokladii maji obé linedrni zobrazenf na pravé strané hodnost 2, a tedy i
df, ma hodnost 2 pro kazdé v € V. a

Definice 4.2. Zobrazeni ¢ z predchozi véty se nazyva zména parametru plochy f.
Je-li det d¢ > 0 na V', nazyva se zménou parametru zachovdvajici orientact.

Pozn.: Zéména souiadnic (v',v2)T — (v2,01)T je zménou parametru, kterd neza-
chovava orientaci.
Priklady:

(1) f(ul,u?) = a+ u'b+u?c, U = R? (a,b,c € R?) - rovina (a,b lineirné
nezavislé),

(2) f(uh,u?) = (cosu' cosu? sinu' cosu?,sinu?)”, U =R x (=%, %) - jednot-
kové sféra bez pdla,

(3) f'w?) = (uha?, /1= (W)= W))T, U = {(u')* + (*)* < 1} -
oteviend polosféra,

(4) f(u',u?) = (p(u')cos u2,p(u1)sian,q(ul))T7 U = I x R - rotac¢ni plocha
(vznikne rotaci reguldrni parametrizované kiivky u' ~ (p(ul),O,q(ul))T
lezici v roviné {22 = 0} kolem osy z!; predpokladame p # 0 a (p')%+(¢')? >
0).

Pozn.: Parametrizovana plocha nemusi byt mapou, ani kdyz je zobrazeni f prosté.
Lokéalné ale tento vysledek plati:

Véta 4.2. Bud f: U — R? parametrizovand plocha.
(i) Ke kazdému bodu uw € U existuje okoli Uy C U bodu u takové, Ze f je prosté
na Up.
(ii) Necht f je prosté a necht Uy C U je omezend oteviend podmnozina s Uy C
U. Pak restrikce f|Uy je mapa.
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Diikaz. (i): Bud u € U. ProtoZe matice diferencidlu df, méa hodnost 2, jeji aspoii
jedna Ctvercovad matice 2 X 2 musi byt regularni; BUNO ptredpoklddejme, Ze je to

matice
aft  \?
(8uj (U)> i,j=2 .

Pak slozeni IT o f, kde II je projekce v R? do prvnich dvou soufadnic, mé regularni
matici parcidlnich derivaci v bodé u, a je tedy podle véty o inverznim zobrazeni
difeomorfismem na néjakém okoli bodu u. Pak ale f musi byt na tomto okoli prosté.

V dukazu ¢ésti (ii) potfebujeme ukdzat, Ze f je homeomorfismus Uy na f(Uy).
Protoze f je diferencovatelné, je jisté spojité. Staci tedy dokdzat, ze i f~! je spojité
na f(Uy).

Piedpokladejme pro spor, Ze f~! nenf spojité na f(Up), tedy Ze existuje po-
sloupnost bodii z,, = f(u,) € f(Up) takovych, ze x,, — xo = f(up), ale f~1(z,) /4
(o), tedy u, 4 ug. Mnozina Uy C U je kompaktni, podle Weierstrassovy véty
tedy existuje podposloupnost (uy,) posloupnosti (u,), kterd konverguje k bodu
u’ # ug, u' € Uy. Protoze f je spojité na U, musi platit z,, = f(un,) — f(u'). Z
jednoznacnosti limity pak mame f(ug) = f(u'), a z prostoty f téz ug = v', coz je
spor. O

Definice 4.3. Plocha v R? je neprazdna podmnozina S C R? takova, ze ke kazdému
x € S existuje oteviené okoli V C R? bodu z, oteviend mnozina U C R? a mapa
f:U =V takovd, ze f(U)=SNV.

Pozn.: Analogicky lze definovat k-rozmérnou plochu v R™ (k < n) jako mnozinu,
kterou lze “lokalné popsat k-rozmérnou mapou”.

Lemma 4.3. Bud U C R? oteviend a h : U — R diferencovatelnd funkce. Pak
grafh = {(u, h(w)) : u € U} je plocha.

Diikaz. Zobrazeni f : u — (u,h(u)) je diferencovatelné a prosté, rovnéz df, je
prosté pro kazdé u € U. Zobrazeni f~1 z grafh na U je spojité, nebot je restrikci
spojitého zobrazeni (projekce do prvnich dvou soufadnic). f je tedy mapa s obrazem
grafh. |

Definice 4.4. Bud G C R3 oteviend a F : G — R diferencovatelnd. Bod x € G je
kritickgm bodem funkce F, jestlize dF, = 0. F(x) je pak kritickou hodnotou funkce
F. a € F(G) je reguldrni hodnotou funkce F, jestlize F~!(a) neobsahuje zadny
kriticky bod F'.

Véta 4.4. Bud G C R? oteviend, F : G — R diferencovatelnd takovd, Ze 0 je
reguldrni hodnota F. Pak F~*(0) je plocha.

Diikaz. Bud zo € F~1(0). Podle piedpokladu je dF,, # 0, tedy existuje souradnice
(bez djmy na obecnosti predpoklddejme, ze 2°) takova, ze dF,,(e3) = %(xo) #0.
Podle véty o implicitnich funkcich existuje okolf U bodu (3, 23), okoli V bodu
a diferencovatelnd funkce g : U — V tak, ze g(z},23) = 2} a pro kazdé (a!,2?) € U
je g(x', 2?) jedingm bodem V, pro néjz plati F(x!, 22, g(x',2?)) = 0. Z uvedeného
plyne, ze F~1(0) N (U x V) je grafem funkce g, je tedy plochou podle predchoztho
Lemmatu. ProtoZe tento postup lze provést pro kazdy bod x € F~1(0), je F~1(0)
plocha. |
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Piiklady: Mnoziny bodt (z,y, z) € R? spliiujici niZze uvedené rovnice jsou plochy v
R3 (a,b,c > 0 jsou pevné parametry):
(1) 224+ 92+ 22 =1 - sféra,
2
2) % + ¥4 4 2 =1 - elipsoid,

)
) @t >
3) Zz + % — % =1 - jednodilny hyperboloid,
4)

)

)

NN

a

(

(

(4) z= %z + -’Z{; - elipticky paraboloid,

(5) z = ﬁ—z — ‘z—; - hyperbolicky paraboloid,

(6) z = 2—2 - parabolicky valec,

(7) (V22 + 42 —a)® + 2% = b? - torus (a > b > 0).

Pod uvedenymi nazvy rozumime samoziejmé i obrazy vysSe zadanych ploch pfi
libovolné shodnosti. Plochy 1-6 se nazyvaji kvadriky.

4.2. Krivky na ploSe a te¢ny prostor.
Definice 4.5. Kvivkou na plose S C R3 rozumime reguldrni parametrizovanou
kiivku ¢ : I — R? s vlastnost{ < ¢ >C S (obraz kiivky lez{ na ploge S).

Tvrzeni 4.5. Lezi-li requldrni parametrizovand krivka ¢ : I — R3 na édsti plochy
S pokryté obrazem jedné mapy f : U — S, pak u := f~toc: I — U je requldrni
parametrizovand krivka a plati c = f o u.

Pozn.: Ziejmé plati
¢ (t) = dfuy (' () = (u') (&) fur (u(t)) + (u®) (8 fuz (u(t), te L.
Diikaz. Funkce u = f~! o c je ziejmé spojitd na I. Ukazeme, Ze je diferencova-

telnd. Zvolme tg € I a oznac¢me zg := c(tg), uo := f~(xo) a f = (f, f2, f3)T.
Predpokladejme bez 1ijmy na obecnosti, ze matice

af 2
<6Uj (UO))z‘,j—1

je regularn{ (znaéfme (jinak provedeme zaménu soutadnic). Oznaéme I1 : (2!, 22, 23)
(2!, 22) projekci do prvnich dvou soufadnic a vg := I(zg). Zobrazeni g := ITo f :
U — R? je ziejmé diferencovatelné a m4 reguldrni diferenciél

dguo = H o dfuo

v bodé ug, proto podle véty o inverznim zobrazeni existuje inverze (Il o f)~! na
néjakém okoli V' bodu vy a plati

d(g™ )we = (Lo dfy,) "
Pro body t € T takové, ze II(c(t)) € V, pak zfejmé plati
u(t)=floc(t)=g tolloc(t),
a tedy u je diferencovatelné v bodé ty. Z regularity c(t) a ze vztahu ¢/(t) =

dfue) (v (t)) plyne regularita u(t). O

Definice 4.6. Rekneme, ze vektor v € R® je tecngm vektorem k plose S v bodé
x € S, jestlize v = 0 nebo existuje reguldrni parametrizovana kiivka ¢ : I — R3
na plose S a bod ty € I takovy, ze c(tg) = x a ¢/(tp) = v. Mnozinu vSech teénych
vektoru plochy S v bodé x znacime T,.S.
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Véta 4.6. Je-li S C R? plocha a x € S, pak TS je dvourozmérny linedrni podpro-
stor v R3. Je-li f : U — R® mapa plochy S s vlastnosti f(u) = x pro néjakyj u € U,
pak vektory parcialnich derivact fui(u), fuz2(u) tvord bdzi TS a linedrni zobrazend
df., je bijekci R? na T,S.

Diikaz. Ukazeme, ze TS je roven linedrnimu obalu vektort f,1(u) a f,2(u). Protoze
tyto dva vektory jsou dle predpokladu nezavislé, bude tim dukaz ukoncen.

Jsou-li a, B € R, (v, B) # (0,0) a v = afyi(u) + Bfu2(u), pak parametrizovand
kiivka

c:t— f(ut +at,u®+ Bt), te(=4,0)

(pro dostatetné malé § > 0) je reguldrni, lezi na plose S a plati ¢/(t) = v, tedy
veT,S.

Je-li naopak c : I — R? reguldrni parametrizovand kiivka lezici v obrazu mapy
f a s vlastnosti ¢(tg) = z, pak podle Tvrzeni 4.5 je ¢ = f ou pro reguldrni parame-
trizovanou kiivku u = f ' o ¢, tudiz

¢'(to) = dfuquoy ' (to) = (u')(t0) fur (w) + (u®)'(to) fuz (w),

tedy ¢/ (to) lezi v linedrnim obalu vektort fui(u) a fu2(u). O
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PREDNASKA 25.3.2020 (NAHRANA NA VIDEO)
4.3. Prvni fundamentalni forma.
Definice 4.7. Bud S C R? plocha a 2 € S. Bilinearni formu
L(X,)Y)=X'Y, X YeT,S

na te¢né roviné 71,5 nazveme pruni fundamentdlni formou plochy S v bodé z. Je-li
f:U — S mapa plochy S s f(u) = x, pak vzor I, pii df, je bilinedrni forma na
R2, kterou budeme znaéit

9u(&. Q) = Lo (dfu(€), dfu(Q)) = dfu(€) - dfu(C), &.CER™

g nazveme proni fundamentdlni formou plochy v bodé u a jeji matici oznac¢ime

rovneéz
2 Jur - furs fur - fu2
= €;,€e; — u U= u u )

Ju (gu( ! ])>i7j=1 ( Juz - fury fuz - fu2
Pozn.: I, je restrikei skalarniho sou¢inu v R3 na TS, I, i g, jsou proto symetrické
pozitivné definitni bilinedrni formy. Jak uvidime déle, prvni fundamentélni forma
urcuje metrické vlastnosti plochy.
Pozn.: Je ziejmé, ze prvni fundamentdlni formu muzeme definovat i pro parame-

trizovanou plochu (nebot kazdd parametrizovand plocha je lokdlné mapou podle
tvrzeni 4.2).

Véta 4.7. Je-li c: I — S reguldrni parametrizovand kvivka na plose S C R3, pak

jeji délka je
L) = [ L e®. ).
I
Diikaz. Vzorec plyne piimo z definice prvni fundamentélni formy. O

Pozn.: Je-li f : U — R® parametrizovand plocha a u : I — U reguldrni kiivka v
U C R2, pak je ¢ = f o u regularni kiivka na plose f a jeji délka je

L:/I\/gu(u’(t),u’(t)) dt.

Véta 4.8. Je-li f : U — S mapa plochy S, pak plosny obsah borelovské podmmnoZiny
plochy W C f(U) C S pokryté mapou f je roven

S(W) = / v/ det g, du.
f7rw)

Diikaz. Vztah plyne z véty o substituci, nebot +/det g, je Jakobidn zobrazeni f v
bodé u. (Viz predniska Matematickd analyza 4.) O

Pozn.: Je-li f: U — R? parametrizovand plocha s prvni ff.ga¢:V = U zména
parametru, pak pro prvni f.f. § parametrizované plochy f = fo ¢

gv(év g) = G¢(v) (d¢v(§)7 d¢v(<))a Eac € RZa veV

Rovnost plyne ze vztahu pro diferencial slozeného zobrazeni

dfy = dfg(v) © dy.
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Véta 4.9. Bud f : U — R? parametrizovand plocha a A : R37—> R3 shodnost.
Oznacéme f = Ao f a g prond fundamentdlni formu prislusnou f. Pak pro uw € U
plati

Gu = Gu-
Diikaz. Podle pravidel derivovani slozeného zobrazeni plati df, = Ag o df,, kde

Ap(-) = A(-) — A(0) je linedrni slozka afinniho zobrazeni A. Protoze Ay zachovavé
skalarni soucin, dostaneme

%(&C) = dfu(f) : deu(o = AO(dfu(g)) : AO(dfu(C)) = dfu(g) : dfu(o = gu(&C)
O

4.4. Diferencovatelna zobrazeni na plose.

Tvrzeni 4.10. ~Bud’te f:U =S, f:U — S dvé mapy plochy S takové, ze
M = f(U)N f(U) # 0. Pak zobrazeni

Frlof f7H M) = F7H ()
je difeomorfismus a plati

d(f~ o fu = (dfa) " o dfu,

jestlize f(u) = f(u) € M.

Diikaz. Bud z = f(u) = f(@) € M. Bez jmy na obecnosti predpoklidejme, ze
tetnd rovina TS neni rovnobéznd s osou z (jinak provedeme zdménu soufadnic).
Oznacme II : (z,y,2) — (x,y) projekci. Zobrazeni g := Ilo f a g:=1Ilo f jsou
diferencovatelna a diferencidly dg,,, dgz jsou regularni, tedy podle véty o inverznim
zobrazeni je g (§) difeomorfismus na néjakém okold bodu u (@). Pak ale je flof=
g1 o g difeomorfismus na né&jakém okoli bodu u. Vztah pro diferencidly plyne z
rovnosti f = fo ( f~lo f) a ze vzorce pro diferenciél slozeného zobrazeni. O

Definice 4.8. Zobrazeni ® : S — RF definované na ploge S je diferencovatelné,
jestlize ®o f je diferencovatelné pro kazdou mapu f plochy S. Je-li f: U — S mapa
a x = f(u), definujeme diferencidl ® v bodé x jako

d®, :=d(® o f), o (dfy) ' : TS — RE.

Pozn.:

(1) Diferencovatelnost ® staci (podle predchoziho tvrzeni) ovéfit jen pro mapy
z néjakého atlasu ploch S (souboru map, jejichz obrazy plochu pokryvajf).

(2) Definice diferencidlu zobrazeni na plose je korektni, protoze je-li f:U—=S
jind mapa s x = f(ft)7 pak plati ®o f = ®o fo f~1 o f na okoli bodu u, a
tedy

d(@o f)y=d@o flaod(f ' o f)y=d@o fao(dfs) " odfu,
z éehoz plyne d(® o f)y o (df,) ™' = d(® o flg o (dfz)".

Definice 4.9. Diferencovatelné zobrazeni ® : S — Sy mezi dvéma plochami se
nazyva lokdlni difeomorfismus, jestlize pro kazdy bod x € S; ma diferencial d®,
hodnost 2.
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Pozn.: Lokalni difeomorfismus nemusi byt prosté zobrazeni, ale je vzdy “lokalné
prosté”.

Tvrzeni 4.11. Bud ® : S, — Sy lokdlni difeomorfismus.

(i) Je-li ¢ : I — Sy reguldrni parametrizovand krivka na plose Sy, je ® o c :
I — S5 reguldrni parametrizovand krivka na plose Ss.
(i) Pro kazdy x € S1 je d®, : TpS1 — To(y)S2 (linedrni) bijekce.

Diikaz. (i). Zobrazeni ® o ¢ je zfejmé spojité na I, dokdzeme diferencovatelnost a
regularitu. Bud' ¢ € I a zvolme mapu f plochy S; tak, aby jeji obraz obsahoval bod
c(t). Pak ¢ = f owu podle Tvrzeni 4.5 s diferencovatelnou kiivkou u v U, a tedy
P oc=Po fou je diferencovatelné na okoli ¢, pfitom

(®oc)(t) = (Do fou)(t)=dPe(d(t))

je nenulovy vektor, nebot ¢(t) je nenulovy a d®, m4 plnou hodnost.

(ii). Protoze obraz diferencidlu d®,, je dvourozmérny linedrni prostor, stac¢f ukdzat,
7e d®,(T:S1) C To(z)Sa- Bud 0 # v € T,S;. Pak existuje reguldrni parametrizo-
vand kiivka ¢ na plose S; takovd, ze ¢(t) = x a ¢/(t) = v pro néjaky parametr ¢.
Pak ale

d®,(v) = d®, (¢ (t) = (P o) (t) € Topwm)Se

podle vyse ukdzaného vztahu. O

Definice 4.10. Lokalni difeomorfismus ® : S; — S; mezi dvéma plochami se
nazyvéa:

o [okdini izometrie, jestlize zachovavd délku kiivek (neboli délka libovolné
kiivky ¢ : I — S7 na plose S; je rovna délce jejiho obrazu ®oc(t) : I — S
na plose S3);

e konformnd, jestlize zachovava thly (neboli pro libovolné dvé kiivky ¢: I —
Sy ad:J — S naplose Sy protinajici se v bodé x = ¢(s) = d(t) pod thlem
a (tedy « je thel tecnych vektoru ¢'(s) a d'(t)), jejich obrazy ®oc: I — Sy
a®od:J— Sy se protinaji v bodé ®(z) = ®(c(s)) = ®(d(t)) rovnéz pod
dhlem «);

e zachovdvd velikosti ploch, jestlize pro libovolnou méfitelnou oblast W C S,
plosny obsah oblasti W je roven plosnému obsahu obrazu ®(W).

Dvé plochy 51, S3 nazveme izometrické, jestlize existuje lokaln{ izometrie S7 na Ss,
ktera je bijekci.

Véta 4.12. Méjme lokdlnd difeomorfismus ® : S1 — So mezi dvéma plochamsi. Je-li
f:U — Sy mapa plochy Sy, pak f :=®o f: U — Sy je lokdlné mapa plochy Sy a
plati:
(i) @ je lokdini izometrie prdvé tehdy, kdyz pro kazdou mapu f plochy Sy, proni
fundamentdlni formy map f a f spljvaji: g = § na U.
(ii) ® je konformni prdvé tehdy, kdyZ pro kaidou mapu f plochy Sy, proni
fundamentdlni formy map f a f splivwji: g = A\j na U pro néjakou kladnou
funkci X\ na U.
(ii) ® zachovdvd wvelikosti ploch prdvé tehdy, kdyz pro kazdou mapu f plochy
S1, prond fundamentdlni formy map f a f sphiuji- det g = det § na U.
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Pozn.: Podminky v (i), (ii) a (iii) vySe stac¢i ovéfit pro mapy z néjakého atlasu
plochy 5.

Diikaz. Necht je splnéna podminka v (i) a necht ¢ = f ow je kfivka na ploge Sj,
jejiz obraz lezi v ¢ésti plochy pokryté mapou f. Pak podle véty 4.7 je délka kiivky
¢ shodnd s délkou obrazu ® oc na Ss. Z toho jiz ziejmé plyne, ze ® zachovava délky
(vSech) kiivek, a tedy je izometrii.

Necht naopak neplati podminka z (i) a nechf f : U — S; je mapa a ug € U
takovy, ze gy, 7# Gu,- J€ znamo, ze pozitivné definitn{ bilinedrni forma je jedno-
znaéné uréena svou kvadratickou formou, tedy musi existovat & # 0 v R? takovy,
7€ Gug (&,€) # Gug (€, €). Necht naptiklad

Guo (§,€) < Guo (€, 6)-
Ze spojitosti g a g musi existovat § > 0 takové, ze

gu0+t§(€7£) < guc+t€(§7£)a |t| < 67

To ale podle véty 4.7 znamend, ze délka regularni parametrizované kiivky c : t —
flug + t€), t € (=6,0), je mensi nez délka jejiho obrazu @ o ¢, a tedy ® neni
izometrie.

Body (ii) a (iii) lze dokazat obdobne. O

a tedy také

Disledek: Kazda izometrie je konformni a zachovava velikosti ploch.
Priklady:
(1) Zobrazeni ® : (z,2) + (rcos %,rsin £, z) je lokélni izometrie roviny S; =
{y = 0} na plast valce So = {2% + % = r2}.
(2) Existuje lokalné izometrické zobrazeni ¢4sti roviny na plast kuzele {z? +
y? =az? z #0}.
(3) Sroubové plocha s parametrizaci

1.2

At u?) = (u? cosul,u? sinut,aut),  (u',u?) € R?

je izometricka katenoidu
fa(vh,v?) = a(coshv? cosv!, coshv? sinvt, v?), (v!,0?) € R?
(zména parametru u! = v, u? = asinhv?).

(4) Stereografickd projekce roviny {z = 0} do sféry {2 + y? + 22 = 1} (bez
“severnfho pélu”) je konformni zobrazeni. (Stereografickd projekce je zob-
razeni ®, které bodu (u,v,0) prifadi prusecik sféry s piimkou prochédzejici
body (u,v,0) a (0,0,1), tedy

2 2v —1+u?+0?
o : 0) — ’
(u:0.,0) (1+u2+v2’1+u2+027 1+U2+U2))
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PREDNASKA 1.4.2020 (NAHRANA NA VIDEO)
4.5. Normala a druha fundamentalni forma.

Definice 4.11. (1) Soubor map, které pokryvaji celou plochu S, nazveme at-
lasem plochy.

(2) Dvé mapy f1 : Uy — S, fo : Uy — S plochy S s f1(Uy) N fo(Us) # 0
nazveme souhlasné orientované, jestlize prechodové zobrazeni f, * o f; ma
kladny determinant matice parcidlnich derivaci.

(3) Plochu S nazveme orientovanou plochou, jestlize existuje atlas, v némz
kazdé dvé mapy s neprazdnym prunikem obraz jsou souhlasné orientované.
Libovolny takovy atlas urcuje orientaci plochy.

Definice 4.12. Bud S orientovand plocha a = € S. Bud f : U — S libovoln
mapa atlasu orientované plochy takové, ze x = f(u) pro néjaké u € U, a polozme

N(a) = L) X Fe(w)
[[fur () X fuz (u)]

Jednotkovy vektor N(x) L T,S se nazyvd normdlovy vektor plochy v bodé x;

nezdvisi na volbé mapy f (viz pozndmka nize), zobrazeni N : 2 — N(z) na orien-

tované plose S je tedy dobie definovano a nazyva se Gaussovo zobrazend.

Pozn.: Ukazme korektnost definice N(z). Je-li f:vV = fU) C S jind mapa,

pak existuje diferencovatelné zobrazeni (reparametrizace) ¢ : V. — U takové, ze
A’

f=fo¢, atedy (znacime For prvky matice diferencidlu de, )
- out ou?
for = Jugur T e,
out ou?

fo = Juga thuge
a tedy

= = oul ou?  Out Ou?
for X foz = (fuy X fu,) (8111(9’02 - 81}2(9’01> = (fuy X fuy)detdo,,

pfitom det d¢, > 0 podle predpokladu.
Lemma 4.13. Gaussovo zobrazeni je diferencovatelné a plati
dN,(T,S) C T,S.

Dikaz. Je-li f: U — S mapa a x = f(u), pak slozené zobrazeni n := N o f je
diferencovatelné. Derivovanim rovnosti n(u) -n(u) = 1 dostaneme dn,, (§) -n(u) =0
pro viechna & € R?, tedy dn, (R?) C T,.S. Tvrzen{ pak plyne z toho, Ze dN, (T, S) =

dn,(R?) (podle definice diferencidlu na plose). O
Definice 4.13. Bud S orientovand plocha a xz € S .
(1) Linedrni zobrazeni L, = —dN, : T,S — T,S se nazyvd Weingartenovo
zobrazend.

(2) Bilinedrni forma II,(X,Y) = (L,X) - Y na T,S se nazyvd druhd funda-
mentdlni forma plochy v bodé z. Je-li f: U — S mapa takovd, ze x = f(u)
pro u € U, a ozna¢ime-li n = N o f, pak vzor II,(-,-) pfi df, znacime

hu(§,¢) = I, (dfu(g)adfu(C)) = —dn,(§) - dfu(C),
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coz je bilinedrni forma na R? s matici

hy = ( _nul'fula _nul'fu2 )

N2 - fula Ty 'fu2
Véta 4.14. h,, a tedy i Il je symetrickd bilinedrni forma.

Diikaz. Z rovnosti f,1 -n = 0 dostaneme d( f,: ~n)u(eg) =0, tedy d(fu1)u(e2) -n+
fur - dny(e2) =0, z éehoz plyne

7fu1 TNz = ful,u2 "n

2
(znacime fyi i = %). Podobné odvodime i —f,2 - ny,1 = fu20 -1, a ze
zéameénnosti smiSenych derivaci plyne — f 2 - n 1 = —fu1 - Ny2. O

Pozn.: Z dukazu posledni véty je vidét, ze matici druhé fundamentalni formy lze

vyjadrit ve tvaru
hu _ ( n- ful,ula n- ful,uQ > )
n:- ful,uQa n: fu2,u2
Pozn.: Druhou fundamentélni formu h, muzeme definovat i pro parametrizovanou
plochu f : U — S awu € U. Je-li ¢ : V — U reparametrizace, pak pro 2.f.f.
parametrizované plochy f = f o ¢ plati

ho(€,C) = hoo) (ddu(€),ddu(C)), €CER? veV.
Véta 4.15. Bud’ S orientovand plocha s atlasem A a A : R3 — R® shodnost. Pak
S = A(S) je rovnéz plocha a {Ao f: f € A} jeji atlas urcugici orientaci. Pro
normdlu N orientované plochy S plati
N(Ax) = cAgN(z), x €S,
kde Ao je linedrni komponenta A a o = det Ag. Je-li f : U — S mapa z atlasu A

a f:= Ao f prislusnd mapa S, pak prislusné druhé fundamentdlni formy a h, h
splriugi

hy = ohy,.
Ditkaz. Vyuzijeme néasledujici vlastnosti linedrni shodnosti:
Aogu x Agv = 0 Ap(u x v), wu,veR?
(Ao komutuje s vektorovym souc¢inem az na zménu znaménka). V dusledku této
vlastnosti je pak fi(u) = o Agn(u), a tedy
hu(€,€) = —dnu(€) - dfu(C) = —oAo(dnu(€)) - Ao(dfu(C))
= —odny(§) - dfu(¢) = ohu(§, Q).
[
Priklady:
(1) Bud S = {(2')?+(2%)?+ (2®)? = r?} sféra o poloméru r > 0. Pak je zFejmé
N(x) =4r~1z, tedy L,(X)=4r"1X a
IL(X,Y)=+r"'X .Y
(znaménko zdvisi na orientaci sféry).
(2) Je-li S{(a')? + (22)? = 2} plast vélce, mdme N (z) = £r'II(z), kde II je
kolm4 projekce do roviny {23 = 0}. Plat{ tedy L,(X) = +r TI(X) a

II,(X,Y) = +r 'I(X) - V-
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4.6. Hlavni sméry a hlavni kfivosti plochy. Mezi kiivosti kiivky na ploSe
a druhou fundamentalni formou plochy ve sméru teény kiivky plati nasledujici
dulezity vztah.

Véta 4.16. Bud S orientovand plocha a ¢ : I — S krivka na plose S parametri-
zovand obloukem. Symboly t(s), k(s) znadime vektor tecny a kiivost krivky, n(s) je
vektor hlavni normdly v pripadé k(s) # 0 v bodé s € I. Pak plati

o5 (t(5), t(s5)) = K(s) (N(e(s)) - n(s)), s€l.

Pozn.: Je-li k(s) = 0, vyraz na pravé strané je roven nule a nevadi tedy, ze vektor
hlavni normdly kfivky neni definovan.

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti muzeme piredpokladat, ze existuje mapa f: U — S
plochy takova, ze c¢(I) C f(U). Pak u:= f~toc: I — U je reguldrni parametrizo-
vand kiivka takova, ze ¢ = f ou na I. Pro kazdé s € I plati
IIC(S) (CI(S)7C/(8)) = u(s ( ( )a ul(s))
= _dnu(s)( /(5)) dfu(s)( ( ))
= —(nou)(s)-c(s)
= (nou)(s)-"(s)
= r(s) N(c(s)) -n(s),

pfitom ¢tvrtou rovnost dostaneme derivovanim rovnosti (n o u) - ¢’ = 0, a posledn{
rovnost plyne z Frenetovych vzorcu. O

Dusledkem je vztah znamy jako Meusnierova véta:

Véta 4.17 (Meusnier). Necht S a c jsou jako v predchozi vété a oznaéme 0(s) €

[0, 3] dihel mezi normdlou N(c(s)) k plose a oskulacni rovinou krivky c v bodé s.

Pak
[ (t(s),t(s))| = K(s)cosO(s), se€l.
Definice 4.14. S bud orientovana plocha, x € S, 0 # X € T,.S. Pak &islo
IL,(X, X)
I.(X, X)

nazveme normdlovou krivosti plochy v bodé z a ve sméru X.

kn(X) =

Pozn.:
(1) Ziejme plati kp(aX) = £, (X) pro kazdé a # 0, &, je tedy skuteéné funkef
‘sméru’ (X) = {aX : a € R}.
(2) Z Meusnierovy véty plyne, ze |k, (X)| je kiivost kiivky lezici v fezu plochy
rovinou z + (X, N(z)) v bodé z.
Zvolme x € S pevné a oznatme
TS ={X e€T,S: |X|| =1}
Funkci ,, muZeme pfirozené chapat jako funkci na T1S; jako spojitd funkce na

kompaktu zde musi nabyvat minima a maxima.

Definice 4.15. X € T} S (resp. aX pro a # 0) je hlavnim smérem plochy S v bodé
x, jestlize k, nabyvd extrému v X. Hodnota k,(X) se pak nazyvéa hlavni krivosti
plochy v bodé x.
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Pozn.: X je hlavni smér, pravé kdyz —X je hlavni smér.
Hledén{ hlavnich smért a hlavnich kfivosti: Jedna se o tlohu na vazany extrém

min /max{IT,(X,X): L,(X,X)=1}.

Je-li f: U — S mapa plochy s f(u) = x, pak lze ekvivalentné tlohu pfevést na
hleddn{ extrému (¢ € R?)

min / max{h,(§,§) : gu(§,€) = 1}.

Metodou Lagrangeovych multiplikdtoru se tloha pievede na hleddni nevdzaného
extrému funkce

A(fa)\):hu(€7§)_)\(9u(§7§)_1), §€R2,>\€R.
Funkce A je diferencovatelnd, pokud tedy nabyvéd v (€, \) extrému, musi platit
dA(e ) (0, 0) = 2hy (€,1) — 2Xgu(€,m) =0 pro viechna n € R?,

v maticovém zapisu
nT(hu - )‘gu)g =0, ne R,
Posledni podminka nastane, pravé kdyz

(2) (hu — Agu)§ = 0,
coz muze nastat jediné kdyz
(3) det(hy, — Agy) = 0.

Vsimneéme si, ze vektor £ z (2) je hlavnim smérem (resp. jeho obraz df,£), a hodnota
A z (2) nebo (3) je hlavn{ kiivosti.
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PREDNASKA 8.4.2020 (NAHRANA NA VIDEO)

Véta 4.18. Jsou-li A\ # Ao dvé Tedend (3) a &1,& odpovidajici Teseni (2), plati
gu(&1,&2) = 0 (neboli hlavni sméry odpovidajici riznygm hlavnim kiivostem jsou
vzdjemné kolmé). Hlavni sméry X; = dfy (&) jsou vlastnimi vektory Weingartenova
zobrazent L, s vlastnimi ¢isly \;:

Lo(X3) = M Xs, i=1,2.
Hodnoty \; jsou extremdlnimi hodnotami normdlové krivosti ve smérech X;.
Diikaz. Odectenim rovnic (dusledek (2))

fg(hu - /\lgu)fl = 0,
& (hu — A2gu)&

Z (2) déle odvodime
IIQ;(X“Y) = )\ZII(X“Y), Y €eT,S,
z ¢ehoz plyne L, X; = N X; a kn(X;, Xi) = i O

Mohou nastat tyto ptipady:

(1) Rovnice (3) m4 jediné feseni A1, pak Ay = k,(X) pro vSechna X € S,S
(kazdy smeér je hlavnim smérem):
(a) A1 =0, z je plandrni bod plochy,
(b) A1 # 0, x je kruhovy bod plochy.

(2) Rovnice (3) ma dvé feseni \; < A2, odpovidajici hlavni sméry X, Xs (X; =
df.(&:)) jsou navzdjem kolmé:
(a) A1A2 > 0, x je elipticky bod plochy,
(b) AAe =0, z je parabolicky bod plochy,
(c) M2 <0, z je hyperbolicky bod plochy.

Definice 4.16. Funkce K(x) = A1 (z)A2(x) se nazyvd Gaussova krivost a H(x) =

M stredni krivost plochy. (Je-li jedind hlavni kiivost, klademe Ay = A1.)

Véta 4.19. Je-li f: U — S mapa a f(u) =z, pak

det h,,
4 K =
(4) @ = G
117,22 22511 _ 912712

2det g,
(949 h¥ znaci proky matic gy, ).

Dukaz: Vzorce se odvodi pifmo z (3).
Dusledek: K, H jsou diferencovatelné funkce na plose S.

Lemma 4.20. Je-li Ai(x0)) # Aa2(x0), pak existuje okoli V' bodu xo a funkce A1, Ao
diferencovatelné na SNV takové, ze Ai(x), Aa(x) jsou hlavni kfivosti plochy v bodé
x pro kazdjx € SNV.

Dikaz. Zvolme mapu f : U — S s f(ug) = zo. Aplikujeme vétu o implicitnich
funkcich pro funkci

B(Au) = N2 — 2H(f(w)A + K(f(w)) = 0
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v bodech (A1(zg), ug) a (A2(xo), ug) Podminka A (ug) # Aa(ug) zarucuje, ze

%(Ai(xo),uo) =2(N\i(wo) — H(f(up))) #0, i=1,2.

O

Véta 4.21. Bud S orientovand plocha a A : R3 — R3 shodnost. Pak pro krivosti
orientované plochy S = A(S) plati

Ni(Az) = o)i(z), K(Az)=K(x), H(Az)=0cH(z), z€S,i=1,2,
kde 0 = det Ag a Ag je linedrni slozna A.

Diikaz. Vztah pro hlavni kiivosti plyne z rovnice (3) s pouzitim Véty 4.15, vztahy
pro Gaussovu a stfedni kiivost jsou piimym dusledkem. O

Poznamka: Je-li f parametrizovand plocha a ug € U pevny, 1ze vzdy plochu f(U) na
okoli bodu wug parametrizovat jako graf funkce nad te¢nou rovinou 7, f. Piesnéji:
Necht (bez djmy na obecnosti) je f(ug) = 0, Tuf = {2z = 0}, n(ug) = es. Pak
existuje okoli Uy bodu wg, okoli V pocatku v roviné {z = 0} a diferencovatelnd
funkece ¢ : Vo — R takovd, ze dgp = 0 a graf ¢ = f(Up) (pouZijte vétu o implicitnich
funkeich). Proto nasledujici tvrzeni je dostate¢né obecné.

Lemma 4.22. Bud ¢ diferencovatelnd funkce definovand na okoli poédtku v R?

5 ¢(0,0) = 0 a dg,o) = 0. Pak f : u — (u,¢(u)) je parametrizovand plocha, a

oznacime-li A1, A2 jeji hlavni krivosti v bodé (0,0), a pfi volbé souradnic x,y ve

smeéru hlavnich sméru X1, Xo, plati
0% 0%¢
—(0,0) = X\, =—=(0,0) = A2, =——(0,0) = 0.
8I2( ) ) 1 ayQ( ) ) 2 3x3y( ) )

Tedy grafem Taylorova polynomu druhého Tddu funkce ¢ v pocdtku je kvadrika z =

%(/\1.732 + A2y?), coz je:

(1) rovina v pripadé A\ = Ag =0,

(2) rotacéni paraboloid v pripadé Ay = Ay # 0,

(3) elipticky paraboloid v pripadé A1 Ag > 0,

(4) parabolicky vdlec v pripadé A1 # Ao, Mg =0,

(5) hyperbolicky paraboloid v pripadé AAa < 0.

9%¢

Diikaz. 7 definice druhé fundamentdlni formy a hlavnich smértu a kiivosti dosta-
neme (4,5 =1,2)

d*$0,0) (&, &5) = d° f(0,0)(&i5€5)n(0,0) = I 0,0y(Xi, X;) = L0,0,0)(X:)-X; = Xi(Xi-X),

piitom X;-X; = d;; a hlavni sméry &, §; splyvaji s vektory kanonické béze eq,ep. O

Definice 4.17. Bud S orientovand plocha a f : U — S jeji mapa.

(1) Kiivky u — f(u,v) (v pevné) a v — f(u,v) (u pevné) se nazyvaji parame-
trické krivky mapy f na plose S.

(2) Reguldrni parametrizovand kiivka ¢ : I — S na plose S je hlavni kiivkou,
jestlize ¢/(t) je hlavnim smérem pro kazdé t € I.

(3) Nenulovy vektor X € T,.S je asymptotickym smérem na plose S v bodé z,
jestlize I, (X, X) =0.

(4) Regulérni parametrizovand kiivka ¢ : I — S na plose S je asymptotickou
krivkou, jestlize ¢(t) je asymptotickym smérem pro kazdé t € I.
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Véta 4.23. Bud S plocha a x € S.
(1) Je-li K(x) > 0, neexistuje v x Zddny asymptoticky smer.
(2) Je-li K(z) <0, existuji v x prdvé dva rizné asymptotické smeéry.
(3) Je-li K(x) =0 a 0=\ (x) # \o(x), existuje v x prdvé jeden asymptoticky
smeér, ktery je zdaroven hlavnim smérem.
(4) Je-li K(z) =0 a 0= A (x) = Aa(x), je v kazdy smér asymptoticky.
Diikaz. Tvrzeni plyne ptimo z definic. Vyuziva faktu, Ze normélova kiivost nabyva

na jednotkové kruznici nejvyse dvou lokdlnich extrému ve dvou na sebe kolmych
smérech. (]

Véta 4.24. Bud f : U — S mapa plochy S. Reguldrni parametrizovand krivka

c(t) = f(u(t),v(t)), t € I, na plose S je (6) hlavni, (7) asymptotickd, prdvé tehdy,
kdyz vyhovuje rovnici

(,U/)2 —u'v (u/)2

(6) det gll 912 922 _ O,
hll h12 h22
(7) hll(ul)Q 4 2h12u/,ul + h22(’U/)2 = 0.

Diikaz. Pro hlavni kiivku vyuZzijeme rovnice (2), z niz plyne, Ze ¢ je hlavn{ kiivka
prave tehdy, kdyz pro kazdé ¢ jsou vektory g& a h& linedrné zavislé, kde g = gy (4),v(t)
a &= (u(t),v'(t))T. Toto je déle ekvivalentn{ vztahu
11,/ 12,/ 11,/ 12,/
g u' +gv', hUu 4+ R
0 = det(g¢, h§) = det ( 20+ 2, B2 4 B2 ) tel,
coz je stejnd rovnice, jako v (6). Ekvivalence pro asymptotickou kiivku plyne piimo
z definice. U

4.7. Primkové plochy.

Definice 4.18. Parametrizovana plocha f : U — R? se nazyvé primkovd (parame-
trizovand) plocha, jestlize existuje regularni kiivka ¢ : I — R?® a diferencovatelné
zobrazeni X : I — R3\ {o} tak, 2e U C I xR a

flu,v) = c(u) +vX(u), (u,v)eU.
on

Je-li navic 3% (u,v) = 0 na U (normélové pole je konstantni podél pifmek na plose),
nazveme [ rozvinutelnou.

Plochu S C R3 nazveme primkovou (rozvinutelnou) plochou, jestlize existuje
atlas tvofeny pifmkovymi (rozvinutelnymi) plochami.

Véta 4.25. Bud f(u,v) = c(u) +vX(u) pfimkovd parametrizovand plocha.

(1) K(u,v) <0, (u,v) €U.

(2) f je rozvinutelnd, prdveé kdyz K(u,v) =0, (u,v) € U.

Dukaz:

(1) Ziejme parcidln{ derivace druhého fadu f,2 = 0, tedy i pifslusny koeficient
matice druhé fundamentdlni formy je nulovy: h??2 = n - f,» = 0. Pak ale
det h = —(h'?)? <0, a protoze K = % a det g > 0, je posledni podminka
ekvivalentni tomu, ze K <0 na U.

(2) Protoze n, - f, = —h?*2 = 0 (podle ditkkazu prvni ¢dsti), plati

Ny=0 < ny-fu=0 < h'? =0 <<= K =0.
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Priklady:
(1) Zobecnénd vélcovd plocha
fu,v) = c(u) + v2X

je rozvinutelnd parametrizovana plocha.
(2) Zobecnénd kuzelové plocha

fu,v) = ve(u)
je rozvinutelnd parametrizovana plocha.
(3) Plocha tecen obecné reguldrni parametrizované kiivky

fu,0) = c(u) + oc (u)
Je rozvinutelnd parametrizovand plocha.
(4) Sroubova plocha
f(u,v) = (vcosu,vsinu, au)T (a>0)

je ptimkova parametrizovand plocha, ktera neni rozvinuteln4.
(5) Jednodilny hyperboloid 22 +y? — 22 = 1 je pifmkové plocha (parametrizace

flu,v) = (cosv fusinv,sianrucosv,u)T).
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4.8. Geodetiky na plose.

Motivace. Méjme orientovanou plochu S a reguldrni parametrizovanou kfivku c :
I — S na plose S. Hleddme podminky zarucujici, ze kiivka ¢ spojuje nejkratsim
moznym zpusobem libovolné své dva ruzné dostateéné blizké body. Pozménime
malo kiivku ¢ na okoli néjakého bodu x = ¢(t) vychylkou ve sméru te¢ném k plose
a kolmém k tecné kiivky:

c=(t) = c(t) + ea(t)(c'(t) x N(c(1))),

kde N(t) = n(u(t)), € > 0 malé a «(t) je libovolnd nezdpornd diferencovatelna
funkce. Délka ¢ésti kiivky c. je [, [|cL]|. Chceme, aby tato délka byla minimalni pro
€ = 0 pri libovolné volbé funkce «a, coz znamena podminku

= 0,
e=0

d,,
£HCE||
« > 0 libovolnd. Mame

c.=c +ed(d x (Noc))+eald” x (Noc))+eald x (Noc)),

tedy
d ., c - (o/(c’ X (Noc))+a(d x (Noc))+ald x (Noc)’))
£||CSH — /]|
o / /!
= T det(c’,¢", N oc).

Posledn{ vyraz je roven 0 pro libovolnou «, pravé kdyz jsou vektory ¢’,¢”, N o ¢

linearné zavislé.

Definice 4.19. Regularni kiivka ¢ : I — S na plose S se nazyva geodetikou, jestlize
det(c'(t), " (t), N(c(t))) = 0 pro kazdé t € I.

Pozn.: Vlastnost kiivky ‘byt geodetikou na plose’ je zfejmé invariantni vaci zméné
parametru kiivky.
Priklady.
(1) V roviné jsou geodetiky pravé vSechny piimky. Cést primky je geodetikou
na libovolné plose.
(2) Nasféie {2%+y?+22 = r?} jsou geodetiky (pravé) véechny hlavni kruznice,
tj. kruznice maximalniho poloméru r.
(3) Na vélcové plose {z? + y? = 1} parametrizované mapou
f(u,v) = (cosu,sinu,v)T

jsou geodetiky ‘spirdly’ parametrizované napt. u = a1t + 81, v = ast + o,
a? + a3 > 0 (tyto kiivky odpovidaji piimkém po ‘rozbaleni’ plochy do

roviny).

Definice 4.20. Bud S orientovand plocha a ¢ : I — S regularni kfivka na plose S.
Geodetickou krivost kiivky ¢ definujeme predpisem

B det (c’(t), (1), N(C(t)))

Kg(t) = , tel.
! e @)1
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Poznamky:

(1) Neni tézké ovéfit, ze absolutni hodnota geodetické kiivosti nezdvisi na para-
metrizaci kiivky. Znaménko geodetické kiivosti lze zménit zménou orientace
jak krivky, tak plochy.

(2) Z definice je zfejmé, ze kiivka c je geodetikou, préaveé kdyz jeji geodetickd
kiivost je nulova.

Véta 4.26. Pro kiivku c: I — S na plose S plati
|kq(t)| = k(t)sinb(t), tel,

kde k(t) je krivost krivky ¢ v R® a 0(t) € [0,7/2] je tihel mezi normdlou plochy a
oskulacéni rovinou krivky v neinflexnim bodé t krivky.

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze kiivka je parametrizo-
vand obloukem. Z definice geodetické kiivosti a z Frenetovych vzorcu pro kiivku
dostaneme

kg(s)] = |det(c(s),c"(s), N(c(s)))]
| det(t(s),t'(s), N(c(s)))|
k(s)| det(t(s), n(s), N(c(s)))|
= £(s)[b(s) - N(c(s))|

= k(s)sinf(s).

O

Vyuzijeme-li Meusnierovu vétu (Dusledek 4.17) a nezdvislost kiivosti na para-
metrizaci, dostavame

Daisledek 4.27. Pro reguldrni kiivku ¢ : I — S na plose S plati ndsledugici vztah
mezi obycéejnou a geodetickou krivosti krivky a normdlovou kiivosti plochy:

K2(t) = ko (< (1) + ro(t), tel

Na zavér uvedeme jesté vétu o existenci geodetik zadanych vlastnosti. K dikazu,
ktery neuvadime, je tfeba pouzit véty o feSeni soustav parcialnich diferencidlnich
rovnic.

Véta 4.28. Bud S plocha, x € S.

(1) Ke kazdému vektoru o # X € T,S existuje (aZ na zménu parametru) prdvé
jedna geodetika ¢ : I — S takovd, Ze ¢(0) =z a ¢/ (0) = X.

(2) Euxistuje okoli Vo bodu x tak, Ze kaZdd geodetika ¢ : I — S na plose S s
c(I) C Vy je nejkratsi spojnici na plose libovolngch dvou svych bodu (jingmi
slovy, délka libovolné krivky na plose spojujici dva body c(a), c(b), a,b € I, je
vétsi nebo rovna délce geodetiky c | [a,b] a rovnost nastdvd pouze v pripadé,
kdy obrazy obou krivek spljvaji).

Pozndmka: Tvrzeni 2. skute¢né plati jen lokélné: z piikladu valcové plochy je ziejmé,
ze libovolné dva jeji body, které nelezi na spoleéné ‘rovnobézce’ (kruznici kolmé k ose
vélce), 1ze spojit nekoneéné mnoha geodetickymi kiivkami (‘spirdlami’) libovolné
velké délky.
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4.9. Minimalni plochy. Klasickd tloha diferencidlni geometrie spo¢iva v hledani
plochy se zadanou hranici a minimalnim plosnym obsahem (Plateauuv problém).
Hranici zde myslime jednoduchou uzavienou kiivku v R? (naSe definice neptipousti
plochy s hranici, museli bychom tedy uvazovat plochy “presahujici” i pfes danou
hranici).

Bud S = f(U) plocha s jedinou mapou f, n(u) = N(f(u)) norméla plochy,
« : U — R diferencovatelna funkce a pro € > 0 ozna¢me

feu) = f(u) + ea(u)n(u), ueU.

Chceme-li, aby plocha f minimalizovala plosny obsah, musi pro funkci

o(e) = [ Vaelg)udu
U
(plosny obsah plochy f¢) platit ¢’(0) = 0. Vypocétem snadno zjistime, Ze prvnf
fundamentalni forma plochy f¢ spliiuje
(9°)u = gu — 2ea(u)hy + o(e),

kde gy, h,, jsou prvni a druhd fundamentalni forma plochy f. Déle je

d
— det ¢°
deeg

tedy (jsou-li splnény predpoklady pro zdménu integrélu a derivace)

— 9 (911h22 +g?2ntt - 2gl2h12) —: —2aw,

e=0

/ w(u)
' (0) /U a(u) Jdete. du
Posledni vyraz je roven nule pro libovolnou diferencovatelnou funkci a pravé tehdy,
kdyz w = 0 na U, a protoze H(u) = %’ je tato podminka ekvivaletni nulovosti
stfedni kfivosti plochy.

Definice 4.21. Rekneme, Ze orientovana plocha S je minimdin, jestlize H(z) = 0,
rxeS.

Piiklady minimdlnich ploch. (i) rovina, (ii) sroubové plocha, (iii) katenoid.
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PREDNASKA 22.4.2020 (NAHRANA NA VIDEO)
5. RIEMANNOVA GEOMETRIE, HYPERBOLICKA GEOMETRIE

Dosud jsme studovali plochy v R3, jejichZ geometrie byla ddna polohou v troj-
rozmérném prostoru. Metrické vlastnosti plochy vyplyvaly z prvni fundamentalni
formy, kterd je dana jako restrikce euklidovského skalarniho sou¢inu do te¢né roviny
v daném bodé.

Riemannova geometrie je zobecnénim v tom smyslu, ze prvni fundamentalni
formu v bodé definujeme ptredpisem, bez ohledu na vnoteni plochy do vétsiho pro-
storu. V této kapitole budeme nadéle vychézet z mnoziny bod tvoiici plochu v R3,
i kdyz obecny piistup pripousti mnohem obecnéjsi struktury.

Definice 5.1. Necht S je plocha v R3. Riemannovou metrikou na S rozumime
zobrazeni

g:T gy, T€LS,
kde g, je symetrickd pozitivné definitni bilinearni forma na te¢ném prostoru 7,5,

které je navic hladké v tom smyslu, ze pro kazdou mapu f : U — S plochy S je
zobrazeni

U = gf(u)(dfu(')vdfu('))v ueU,
diferencovatelnym zobrazenim z U do mnoziny pozitivné definitinich bilinearnich
forem na R2. Dvojici (S, g) nazveme Riemannovou plochou.

Definice i véty z podkapitol 4.3 a 4.4 lze aplikovat i pro pripad plochy s Rieman-
novou geometrii. Konkrétné definujeme thel dvou teénych vektoru X,Y € T,.S na
Riemannové plose (S, g) jako dhel a € [0, 7] spliujici

92(X,Y)
V9:(X, X) /9. (V)Y)

a délku krivky c: I — S na Riemannové plose jako

l(c) = / Vg (c(t),c(t) dt.
I
Stejné jako u ploch fekneme, ze diferencovatelné zobrazeni

D (S1,91) = (S2,92)

je lokdlni izometrie (konformnd), jestlize zachovavé délku kiivek (dhly). Nésledujici
charakterizace ma prakticky stejny dikaz jako Véta 4.12.

Ccosx =

Véta 5.1. Bud ® : (S1,91) — (S2,92) diferencovatelné zpobrazeni mezi dvéma
Riemannovymi plochami.

(1) @ je lokdlni izometrie prdvé tehdy, kdyZ pro viechny body x € Sy plati
(gl)w(Xa Y) = (92)¢(z)(dq)a:(X)a d(I):E(Y))a X, Y e TwSL

(2) ® je konformni prdvé tehdy, kdyZ pro viechny body x € Sy existuje c(x) > 0
takové, zZe plati

(91)(X,Y) = c(2)(92) 0 (2) (dP2(X),dP,.(Y)), X,Y €T,S:.
Definice 5.2. Na plose
Hy:={-2—y*+2>=1,2>0}
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(hornf list dvoudilného hyperboloidu) je ddna Riemannova metrika
g (X0, Y1, 20), (X2, Ya, Z2)) = XiXo+YiYa — Z12s,
(Xi»Y;y Zz) S T(x,y,z)HZa 1= ]-7 2.
Cviceni: Ovérte, ze ggfz)z)
kazdy bod (x,y,z) € Hs.
Definici plochy v R? vyhovuje i oteviend podmnozina R2, jak tomu bude v
nasledujicich dvou ptikladech.

je pozitivné definitni bilinedrn{ forma na T{, , .)Ha pro

Definice 5.3. Mnozina
U={(u,v) e R?: v? +0v* <1}

s Riemannovou metrikou
)

(A1 —u? —?) 2 0
I(uw) = 0 4(1 —u? —0?)72

(bilinedrni forma na R? je reprezentovana matici) se nazyva Poincarého model
hyperbolické geometrie.

Véta 5.2. Zobrazeni ® : U — Hy dané predpisem
2 2 1+ u? +v?
‘I)I(UW)H(I u v +u +v>

—u? 02’1 —u2 -2 1 —u2 -2
je izometrické zobrazeni U na Hsy (vzhledem k prislusngm Riemannovym geome-
triim).

Pozn.: Zobrazeni ® je stereografickd projekce z bodu (0,0, —1), tedy trojice bodu
(0,0,-1), (u,v,0) a ®(u,v) € Ha lezi na primce.

Diikaz. Zobrazeni ® je na Hs a lze povazovat za mapu plochy Hs. Parcidlni derivace
jsou

2

o, = m(1+u2—v2,2uv,2u),
2

o= G el e,

a prvii fundamentélni forma plochy Hs (s jeji Riemannovou metrikou) vyjadiend
vzhledem k této mapé vyjde

(H2) _ g(H2)((I)u7q)u) g(Hz)((pu’@v) _ 4 10 _ (U)
(uw) = gH) (D, ®,) gH)(®,,®,))  (1—u2—v2)2\0 1) Iluwy
tedy prvni fundamentalni formy jsou shodné a ® je izometrie. O

Komplexni funkce komplexni proménné
z—1
z+1

U:z—
zobrazuje “horni polorovinu”
Hy = {(z,y) €R?: y > 0}

na jednotkovy kruh U. Najdeme Riemannovu metriku na H, tak, aby ¥ bylo
izometrii. Na ¥ muZeme nahliZzet bud jako na funkci jedné komplexni proménné



NMAG204 GEOMETRIE LS 2019/20 39

z = x + 1y, nebo jako na funkci dvou proménnych z,y. Protoze ¥ ma derivaci v
komplexni proménné, ¥'(z) = 2i/(z + i)?, plat{ Cauchy-Riemanniv vztah

Uy (z +iy) = (=) ¥, (= + iy),

tedy vektory parcidlnich derivaci ¥, ¥, jsou stejné velké a vzdjemné kolmé. Mame
tedy

950 (W (2), W, (2)) = 0

Iy (Wa(2), Wa(2)) = g4 (U (2), Wy (2)) = ﬁmw
B 4 2 |
N L2\ (2 +)?
(1 - §+i )
= y72_

Definice 5.4. Polorovina H, s Riemannovou metrikou

-2
Hy) (Y 0
ga(v,y+) - ( 0 y2)

se nazyva polorovinovy model hyperbolické geometrie.
7 vyse uvedenych vypoctu pak plyne
Véta 5.3. Zobrazeni U je izometridi Hy na U.

Vyse uvedené tii Riemannovy geometrie jsou tedy vlastné t¥i rizné modely jedné
a téze geometrie, nazdvané hyperbolickd geometrie. Umime v téchto modelech méfit
délku krivek, thel kiivek nebo velikost plosného obsahu. V nésledujici kapitole
uvidime, jak 1ze v Riemannové geometrii definovat Gaussovu kiivost a co jsou zde
geodetiky (ty jsme si na plochdch v R? definovali pomoci normély, kterou zde
nemdme k dispozici). Nicméné uz nynf{ muzeme najit geodetiky jako kfivky, které
spojuji body nejkratsim zpusobem. K tomu vyuzijeme nésledujici véty.
Véta 5.4. Zobrazeni tvaru

az+b

8 iz ———, a,b,c,deR,ad—bc=1,
(8) ¢ o

jsou izometrie Hy na Hy.
Diikaz. Opét vyuzijeme derivovani podle komplexni proménné. Plat{
#'(2) = (cz+d)"? adme(z) = ylez +d| 72,

tedy podobné jako pro zobrazeni ¥ vyse dostaneme 9531(15)(%7 ¢y)=0a

H H ~ _ _

9505 (0ar 02) = 9505 (64, 0y) = (Gme(2) 2| (2)2 = y 2,
¢ je tedy skutecné izometrie. (I
Tvrzeni 5.5. Prox € R a 0 < y; < yz je usecka
te (z,), w1 <t <y,

nejkratsi spojnict bodi (z,y1) a (x,y2) v hyperbolickém modelu Hy .
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Diikaz. Bud c(s) = (z(s),y(s)), s € (a,b), kiivka v H, parametrizovand obloukem
a takova, ze x(a) = z(b) = x a y(a) = y1, y(b) = y2. Predpoklddejme, ze y'(s) > 0,
s € (a,b). Pro délku kiivky ¢ (s vyuzitim substituce y = y(s)) dostaneme

b
1 yzl d y21
L(c):/ —dsz/ fi/y 2/ —dy,
a Y(s) w YY) Sy oy

nebot zfejme y'(s) < 1. Posledni vyraz je délka tsecky t — (z,t), y1 < t < ya, délka
usecky c je tedy vétsi nebo rovna. Neplati-li predpoklad ¢’ > 0, rozdélime tsecku
na useky s rostouci ¢i klesajici y-ovou souradnici a jednoduchou tvahou usoudime,
ze délka kiivky nemuze byt mensi. (]

Tvrzeni 5.6. Izometrie (8) zobrazuji polopiimku x = 0,y > 0 na polopiimky
x = x0,y > 0, nebo na pulkruznice se stredem na ose x.

Ndvod k dukazu: Je-li ¢ = 0 nebo d = 0, obrazem polofimky =z = 0,y > 0 bude
poloptimka posunutd ve sméru osy x. Je-li ¢ # 0 a d # 0, lze primym vypoctem

ukézat, ze
2

ayt +b o

cyi +d B -
pro p = (ad + bc)/(2¢d) a r = 1/(2|ed]), tedy obrazem polopiimky = = 0,y > 0 je
pulkruznice se sttedem p (lezicim na ose z) a polomérem r. O

Dusledek 5.7. Polopiimky rovnobézné s osou y a pulkruinice se stiedem na ose

x jsou nejkratsimi spojnicemi svyjch bodi.

Pozn.: Vyse uvedenym kiivkam (které jsou geodetikami ve smyslu definice z nésledujici
kapitoly) odpovidaji v modelu U kruznice protinajic{ hraniéni kruznici U pod
pravym uhlem, v modelu Hs fezy s rovinami prochazejicimi pocatkem.
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PREDNASKA 29.4.2020 (NAHRANA NA VIDEO)

6. VNITRNI VLASTNOSTI PLOCHY, GAUSSOVA VETA A ROVNICE PRO
GEODETICKE KRIVKY

Bud S C R? orientovand plocha. Jejimi vnitinimi vlastnostmi rozumime vlast-
nosti dané jeji prvni fundamentalni formou. Vsechny vnitini vlastnosti se tedy
zachovavaji pri izometrickém zobrazeni a lze je prenést i do kontextu Riemannovy
geometrie. Ne vSechny charakteristiky plochy jsou vsak vnitini, napiiklad Gaussovo
zobrazen{ x — N (z) nenf ddno prvni fundamentélni formou.

V celé kapitole bude ddna mapa plochy S, f : U — R3. Budeme pouzivat tisporné
znaceni parcidlnich derivaci pomoci dolnich indexu, tedy napf. f; = f,: = g uf“
fis = fuiwi = %7”7%- =Ny = %, i,7 = 1,2, a tak podobné. Podobné jako
diive budeme znacit g*7, h* koeficienty matic prvni a druhé fundamentalni formy
g, h a a” budou koeficienty inverzni matice a = g~ *, 7,5 = 1, 2.

Pro kazdé u € U tvoii vektory fi, fo,n bazi (obecné ne ortogondlni) prostoru
R3. Najdeme koeficienty vektorti n; a fi; vici této bazi.

Lemma 6.1. Proi,j = 1,2 plati
(9) e = = > Wi,
ko1

(10) fii > TE fi + hiin,
k

kde
(11) Iy = Zakl(fij'fl)

l
1 . . -
(12) = 52 g+l g
l

(zde opét znacime glij = %ﬁ; LJ ). Koeficienty I‘fj se nazyvagji Christoffelovy symboly.

Diikaz. Rovnosti (9,10) se ovéfi skaldarnim ndsobenfm obou stran vektory fi, f2,n.
Rovnost vyrazu (11) a (12) ovéiime dosazenim za derivace g;’. O

Podle predpokladu je f diferencovatelné zobrazeni, ma tedy zdménné smiSené
parcidlni derivace tietiho fadu

fljk}:flk]7 Za]7k:1a2
Upravime-li tento vztah s vyuzitim (10), dostaneme
3 (rﬁj,kfl + Féjﬁk) +hPn o+ hng, =Y (Fik)jfl T rgkflj) + Wi+ Wy,
l l
Dosadime-li opét podle (10) a (9) dostaneme

0 = Z (Féj,k - Fi’k,j)fl + (Y — hF)n
1
+ Zfég‘(ZFfZ m ‘*‘h”%) — ZFik(Zr?}fm +hljn)
l m l ooy
_ hZJ Z Z hklalmfm + hzk Z Z hjlalmfm'
l m T
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Porovnanim koeficientii u f,, a n dostaneme nasledujici rovnice.

Véta 6.2. Proi,j,k,m = 1,2 plati vztahy

(18) Ty —Tik, + > (T = TLTy ) = > ™ (n9nt — nknst)
1 1

(Gaussova rovnice) a

(14 S (CLnt D) b - =0
l

(Codazzi-Mainardiho rovnice).

Nyni muzeme vyslovit vétu o existenci plochy se zadanymi funkcemi prvni a
druhé fundamentdlni formy (analogie Véty 2.10).

Véta 6.3 (Bonnet). Bud U C R? oteviend mnoZina a g,h symetrické maticové
(2x2) funkce diferencovatelné na U takové, Ze g je pozitivné definitni a jsou splnény
rovnice (13), (14) na U. Pak existuje parametrizovand plocha f : U — R? s maticemi
prond a druhé fundamentdlng formy g, h. Je-li navic U souvisld, je tato plocha uréena
jednoznacéné az na shodnost.

(Bez dikazu.)

Dosadime-li do pravé strany Gaussovy rovnice (13) hodnoty ¢ = j =1 a k =
m = 2, dostaneme

ZalQ(hlthZ o thhll) _ a22 det h = glldeth — gllK
l det g ’

kde K je Gaussova kiivost plochy v daném bodé (viz Véta 4.19). Jako dusledek
tohoto pozorovani dostavame slavnou Gaussovu vétu.

Véta 6.4 (Theorema Egregium). Pro Gaussovu krivost parametrizované plochy
plati

K=" (F%m — T + Z (F111Fl22 - F112F121)> .
1
Specidlné tedy Gaussova krivost je funkci pruni fundamentdini formy, ¢ili je vniting
vlastnosti plochy.

Poznamka ke zkousce: Znéni Gaussovych rovnic ani Godazzi-Mainardiho rovnic se
nemusite ucit nazpamét. Staci védét, jak se odvodi.

Dasledek 6.5. Izometrické parametrizované plochy maji v odpovidagjicich bodech
stejnou Gaussovu kiivost.

V piipadé nulové kiivosti plati i obracena implikace:

Véta 6.6. Bud S C R? plocha, jejiz Gaussova kiivost je identicky rovna 0 na S.
Pak ke kazdému x € S existuje okoli V' tak, Ze restrikce SNV je izometrickd ¢dsti
roviny (neboli S je ‘lokdlné izometrickd’ roviné).

(bez dukazu)
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Poznamky.

(1) Z predchozi véty plyne, ze kazda rozvinutelnd plocha je lokdlné izometricka
roviné.

(2) Plochy

f(u,v) = (ucosv,usinv,Inu)l,

f(u,v) = (ucosv,usinv,v)’, u>0,v€R
maji shodnou Gaussovu kfivost, ale nejsou izometrické. Véta 6.6 tedy ne-
plati obecné bez predpokladu nulové Gaussovy kiivosti.

(3) Vzorcem z véty 6.4 lze definovat Gaussovu kfivost jen pomoci prvni fun-
damentdlni formy, tedy i v Riemannové geometrii. Lze spocitat, ze v hy-
perbolické geometrii z predpochozi kapitoly je Gaussova kiivest identicky
rovna —1 (samozfejmé ve vsech tfech modelech, nebot jsou izometrické).

6.1. Rovnice pro geodetické kiivky.

Definice 6.1. Bud ¢ : I — S reguldrn{ kiivka na plose S C R a X : I — R?
diferencovatelné zobrazeni (vektorové pole podél kiivky c). Kovariantni derivaci
vektorového pole X podél kiivky ¢ nazveme zobrazeni

% st ML (X(1), tel,

kde II, je operator kolmé projekce R? do tec¢ného prostoru 7,.S.

Definice 6.2. Rekneme, 7e reguldrni kiivka ¢ : I — S na plose S je parametrizo-
vand geodetika, plati-li Vd—g(t) =0,tel.

Lemma 6.7. Bud c: 1 — S reguldrni krfivka na plose S. Je ekvivalentni:

(1) ¢ je parametrizovand geodetika,

(2) wvektor ’(t) je ndsobkem normdlového vektoru plochy N(c(t)) pro kazdé
tel,

(3) ¢ je geodetika a jeji parametrizace spliuje || (t)|| = konst.

Diikaz. Ekvivalence prvnich dvou podminek plyne piimo z definice parametrizované
geodetiky. Déle je zfejmé, Ze z (2) plyne, Ze ¢ je geodetika. Pro geodetiku je vsak
ekvivalentni
C/ . C//

) LTS -"=0=|[d0)| = Ter =0 <= |||| = konst.,
z ¢ehoz plyne ekvivalence druhé a treti podminky.
Rovnice pro parametrizované geodetiky. Bud ¢ = f o u reguldrni kiivka na &asti
plochy pokryté mapou f. Derivovanim rovnosti

¢ = () fur + (u?) fuz

dostaneme

= 3 o 3OS (ST + bR (@)
4 7 k

%

S (@ + 3@ @) TS ) fur + D 3w () n
k i g (]
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(Ffj jsou Christoffelovy symboly, viz Lemma 6.1). Z tohoto vyjadfeni plyne, Ze

kiivka ¢ = fowu : I — R? je parametrizovans geodetika, pravé kdyz vyhovuje

diferencidlnim rovnicim na [

(15) (') + 32, 32,;W) (W) Ty = 0,
()" + 32, 32, () (W) T3, =

15

O

Pozndmka: Z vyse uvedeného je vidét, ze kovariantni derivace vektorového pole i
vlastnost ‘byt geodetikou’ je vnitini vlastnosti plochy, a Ize s nimi tedy pracovat i
v Riemannové geometrii. Specialné tedy izometrickym obrazem geodetiky je opét
geodetika.
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Priklad 6.8 (Geodetiky na rotacénf plose). Uvazujme rotacn{ plochu s parametri-
zaci

f(u,v) = (p(u) cosv, p(u) sinv, g(u)),
kde u — (p(u),0,q(u)) je kiivka (u € I), p> 0, (p')? + (¢')? = 1 (tedy Fidicf kiivky
v roviné {y = 0} je parametrizovand obloukem). Matice ¢g prvni fundamentdlnf
formy a jeji inverze a jsou

(1, 0 (1 0
=0 ) = lo 2 )

Spocteme Christoffelovy symboly; protoze matice a je diagondlni, pocitame jako

1 . G
= Lt (g gt — )
7Z derivaci prvki g je pouze g?? nenulovd. Z Chritoffelovych symboli dostaneme

jako nenulové
/

p
]'—‘%2 = _pp/a ]-—‘?2 =
p
a tedy rovnice pro parametrizované geodetiky jsou
(16) u" —pp'(v')? =0,
pl
(17) " +2=u'v = 0.
p

Je tfeba upozornit, ze v téchto rovnicich je derivace funkci u,v chapdna vzhledem
k proménné ¢, ale derivace p’ je podle proménné u.

Bud nynf ¢(t) = f((u(t),v(t)) parametrizovand geodetika (tedy ||c’(¢)] je kon-
stantn{) a ozna¢me «a(t) dhel, pod kterym protind “rovnobézku” na plose {z =
const}. Plat{

c/ . fq) Ulp2 ,U/p
CcCosx = = =
ISl el el

a tedy (nyni derivujeme podle ¢, tedy pod funkei p chdpeme slozenou funkci p o u)

W'@ow)? _ 9 o, P
(peosa) = ~——~2 = (" +2=u'v") =0
el el P
podle druhé z rovnic pro geodetiky. Pro kazdou geodetiku tedy plati, ze p(t) cos a(t)
je konstantn{ (cos « je nepiimo tmeérny vzdalenosti od osy z).

Necht naopak je c(t) = f((u(t),v(t)) kiivka na dané rotacni plose splitujici
l'(t)|] = const, p(t)cosa(t) = const.

Z vyse uvedené tivahy plyne, Ze druhd rovnice je ekvivalentni rovnici (17). Protoze
|l<|I* = (u')? + p?(v")?, derivovanim a dosazenim pv” = —2p'u/v’ 7 (17) dostaneme
2u'u” + 2pp'u/ (V)2 + p? 200" = 20/ (v — pp' (v)?) =0,
tedy bud v’ = 0 (témto kiivkdm na rotacéni plose ffkdme rovnobézky, nebo u”" —

pp'(v")? = 0, coz je rovnice (16), a tedy c je geodetika. Ukdzali jsme tedy ndsledujict
vetu.
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Véta 6.9 (Clairaut). KaZdd geodetika ¢ : I — S na rotaéni plose S spliiuje
p(c(t)) cos a(t) = const,

kde p(z) je wzddlenost od osy rotace a «(t) je dhel, pod nimz krivka ¢ protind
prislusnou rovnobézku plochy v bodé c(t). Obrdcené, kazdd krivka na plose s touto
vlastnosti, kterd nent rovnobézkou, je geodetika.

7. GAUSS-BONNETOVA VETA

Definice 7.1. Rekneme, ze kiivka c : [a,b] — S na orientované plose S je jedno-
duchd, uzaviend a kladné orientovand, jestlize existuje mapa f : U — S plochy a
jednoduchd, uzaviena kladné orientovand kiivka u : [a,b] — U takovd, ze c = fou
a Intu C U. Zna¢ime Int ¢ := f(Int u).

Véta 7.1. Bud ¢ : [a,b] — S parametrizace obloukem jednoduché, uzaviené a
kladné orientované kiivky na orientované plose S. Pak
b

KdS =2r —/ Kq(s)ds,
Intc a

kde K je Gaussova krivost plochy, kg geodetickd krivost krivky na plose a dS znact
integraci na plose S.

Pozn.: Jednd se o zobecnéni véty 2.17

Idea dikazu. Bud f:U — S mapa pokryvajici kiivku ¢, tedy c(t) = f(u(t),v(t)),
tel.

Zménou parametru (zachovavajici orientaci) doséhneme toho, aby matice prvni
i druhé fundamentalni formy byly diagonalni (tedy ¢g'? = h'?2 = 0 na U). Lokalné
toho 1ze docilit pomoci véty o implicitnich funkcich. Pak jsou parametrické krivky
hlavnimi kiivkami (tedy f., f, jsou hlavni sméry v kazdém bodé mnoziny parametru
U).

Oznacme

(o) e L) (). v(s)

[ fululs),v(s))ll [[fo(u(s), v(s))|
Spolu s vektorem N(c(s)) normély k plose tvoii trojice (e, e,, N oc¢) kladné orien-
tovanou ortonormaélni bazi v kazdém bodé kiivky. Polozme

P12(s) = ey (s)ev(s) = —eu(s)e, (s)-
Déle necht 6 : [a,b] — R je diferencovatelnd funkce spliujici

c'(s8) = ey(8) cos O(s) + e,(s) sinf(s)
(jeji existence se ukédze stejné jako ve Véte 2.14).

Pouzijeme nasledujici lemma.

Lemma 7.2. Geodetickd krivost krivky c(s) = f(u(s),v(s)) : [a,b] — f(U) na plose
parametrizované obloukem (nemusi byt uzaviend) spliugje

kig(s) = d12(s) +0'(s),
pritom

11,0 22,1
=gy u +gitv

P12(8) = NG
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Diikaz lemmatu. Podle definice je
kg =det(d,",Noc)=((Noc)xdc)-c",
pritom
(Noc)xc =—ey,sinf +e,cosd

(jednd se o vektor ¢’ otoceny v kladném smyslu o 7/2 v te¢né roviné). Méme

" =€l cosf + el sinf + (—e, sinf + e, cos 0)¢’,
a tedy

kg=((Noc)xd)-"=el,-e,+0 =¢1a+6,
coz je prvni dokazovany vztah. Druhy vzorec odvodime nésledovné:

bro =€ ey = (fur - f)u' + (fuw - fo)V' _ —(fuv - fu)u' + (fuw - fo)V
12 et Vdet g V/det g
_ g+ g

V2detg

O

Nyn{ pouzijeme Greenovu vétu (podobné jako v dukazu Lemmatu 2.18) pro
vektorové pole

Fu,v) = (F*(u,0), F(u,v)) = (

11 22
9 91
2/det g’ 2\/detg

v oblasti vnitiku R jednoduché uzaviené kiivky s — (u(s),v(s)):

11 22
92 91 2 1
dudv = F2—F )dud
/R<(2ﬁdetg>v+<2ﬁdetg>u> o= [ (FE— E}) dud
b b
:/ (Flu'—|—F2v')ds:/ o12(s) ds.

Pfenosem integrélu na levé strané na plochu s vyuzitim vztahu dS = +/det g du dv
(viz Véta 4.8) dostaneme

1 gél g%2 /b
ds = ds.
Intc\/M(<2\/M v+ 2/detg ), i ¢12(s) ds

Pro Gaussovu kiivost plati (za piedpokladu ¢g'2 = h'? = 0 vztah

v (G, + ().)
~ 2y/detyg detg/, detg/,,
(Ize odvodit z Gaussovy rovnice pro Gaussovu kiivost). Dostdvdme tedy
b b
KdS = —/ ¢12(s)ds = 0(b) — 0(a) — / kg(s)ds.
Intc a a

Dokazovana rovnost pak plyne z toho, ze pro jednoduchou uzavienou kladné ori-
entovanou kiivku na plose plati 6(b) — 6(a) = 27 (analogicky jako pro kiivky v
roving). O
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PREDNASKA 13.5.2020 (NAHRANA NA VIDEO)

Definice 7.2. Rekneme, 7e ¢ : [a,b] — R? je po édstech hladkd, jednoduchd,
uzavrend parametrizovand kiivka v roving, jestlize

(1) ¢ je spojitd a mé nenulové jednostranné derivace ve vSech bodech,
(2) c je diferencovatelng (C°°) viude mimo koneénou mnozinu bodu a = tg <
t <o <tp, =0,

(3) cla) = c(b),

(4) c je prosté na [a,b).
Analogicky fekneme, 7e ¢ : [a,b] — S je po édstech hladkd, jednoduchd, uzaviend
parametrizovana kiivka na orientované plose S, jestlize ¢ = f o u pro néjakou mapu
f plochy a po ¢éastech hladkou, jednoduchou, uzavienou kiivku u v roviné.

Pozn.: Pro po ¢astech hladkou jednoduchou uzavienou kiivku v roviné plati Jorda-
nova véta (véta 2.16), je tedy definovén jeji vnitiek Int ¢ a muzeme definovat jejf
orientaci. Podobné jako v Definici 7.1 mtzeme tedy definovat i vnitiek a orientaci
po ¢éastech hladké, jednoduché uzaviené kiivky na plose.

Definice 7.3. Je-li ¢ : [a,b] — S po ¢dstech hladkd, jednoduchd, uzaviend a kladné
orientovand parametrizovand kiivka na orientované plose S, pak mnozinu M =<
¢ > U Int ¢ budeme nazyvat krivocary mnohouhelnik na S s hranici < ¢ >. Body
¢(t;) (viz Definice 7.2) nazveme vrcholy a mnoziny c[t;—1,t;] hranami mnohothelniku
M, i = 1,...,n. Orientovany thel a; € (—m,7) mezi vektory ¢’ (t;) a ¢, (t;) se

~s s

nazyva vnéjsi thel mnohothelniku u vrcholu ¢(t;).

Pozn: (i) Orientaci thlu chdpeme viaéi orientaci teéné roviny, tedy o; > 0 (< 0)
pokud det(c’_(t;), ! (t;), N(c(ti))) > 0 (< 0).)

(i) Mnozina vrcholu (a tedy i hran) po ¢dstech hladké kiivky neni jednoznacné
uréena (libovolny bod kiivky k n{ muzeme ptidat). Tato nejednoznacnost nema vliv
na néasledujici vysledky. Kfivka ¢ v8ak vzdy mus{ mit aspon jeden vrchol (a tedy i
aspon jednu hranu).

Vétu 7.1 lze primocate zobecnit pro po édstech hladkou kiivku (Greenova véta
plati i v tomto piipadé):

Véta 7.3. Bud c: [a,b] — S po édstech hladkd, jednoduchd, uzaviend a kladné ori-
entovand parametrizovand krivka na orientované plose S s vnéjsimi uhly aq, ..., an
prislusného mnohouhelniku. Pak plati

b n
KdS:27r—/ /Qg(s)ds—Zozi.
Int c a =1

Definice 7.4. Triangulaci kompaktni orientované plochy .S rozumime koneény sou-
bor kiivocarych mnohouhelnika My, ..., My na S s vlastnostmi:
(1) existuje atlas plochy S takovy, ze kazdy mnohouhelnik M; lezi v obrazu
nékteré mapy tohoto atlasu,
(2) S=MU--- UM,
(3) pro i # j je M; N M; bud prézdnd mnozina, nebo spole¢ny vrchol, nebo
spole¢nd hrana M; a M;.

Pro danou triangulaci pak definujeme Fulerovu charakteristiku plochy S

X(8) == #V — #H + #5,
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kde #V je pocet vrcholi a #H pocet hran vSech mnohouhelnika My, ..., My, a

X7

#5 := k je potet mnohotihelniku (“stén”).

Véta 7.4 (Gauss-Bonnetova véta). Pro kompaktni orientovanou plochu plati
/ K dS =2nx(9).
S

Diikaz. Bud S = M; U ---U M, triangulace plochy, ¢; : [a;, b;] — S parametrizace
obloukem obvodu M;, ¢;(t}),...,c;(tI'") vrcholy M; s a; < tzf <<t =ba
necht af, j=1,...,n;, jsou vngjsi ihly mnohotdhelniku M;, i = 1,..., k. Oznatme
rovneéz Bg =T — ozg piislusné vnitini thly. Podle véty 7.3 plati

g

k k by )
/KdS:Z/ KdS=>" 27?—/ kD (s)ds =Y al |,
S =1 M; i=1 a; j=1

kde /—1,(;)(3) je geodetickd kiivost ¢; v bodé s. Kazdd hrana v triangulaci patii k
pravé dvéma ruznym mnohoudhelnikim M;, M;, pfitom tyto hrany jsou vzhledem
k témto mnohoihelnikum vzajemné opacné orientovany, tedy pro jejich geodetické
kiivosti ve spoleéném bodé ¢;(s;) = ¢;(s;) téchto hran plati

K0 (s1) + £ (s5) = 0.

Piislusné integraly geodetickych kiivosti se tedy vzdjemné vyrusi a dostaneme

k n; k k ng
/KdS = 271',1{37220[{:2#]{}727%71'4*22,85
s i=1

i=1 j=1 i=1 j=1
= 2n#S — 2n#H 4 2n#V = 27x(S).

V posledni tiprave jsme vyuzili toho, ze kazda hrana triangulace nélez{ pravé dvéma
sténdam, a ze soucet vnitinich dhla piislusnych jednomu vrcholu je roven 2. (Il

Dausledek 7.5. Eulerova charakteristika nezdvisi na volbé triangulace plochy.

Piiklady: (i) Eulerova charakteristika sféry je rovna 2. (i) Eulerova charakteristika
toru je rovna 0.

Pozn.: Eulerova charakteristika je invariantni vici spojitym deformacim v nésledujicim
smyslu: Jsou-li Sy, 51 dvé kompaktni plochy v R3 a existuje-li spojité zobrazeni
F :[0,1] x Sy — R3 takové, ze F(0,2) = z pro viechna z € Sy a {F(1,2) : z €
So} = S1, pak x(So) = x(S51).



