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Podmı́nky pro źıskáńı zápočtu:

• Odevzdané domáćı úkoly (6). Úkoly budou zadávány na cvičeńı a termı́n odevzdáńı
bude vždy do následuj́ıćıho cvičeńı (za 2 týdny).

Úlohy:

Připomenut́ı: Zobrazeńı S : Rn → R
n je shodnost (izometrie), jestliže

‖S(y)− S(x)‖ = ‖y − x‖, x, y ∈ R
n.

Zobrazeńı S : Rn → R
n je shodnost právě tehdy, když

1. S je afinńı (tzn. S(x) = Ax+ b, kde A je matice typu n× n a b ∈ R
n,

2. A je unitárńı (ATA = I).

Úloha 1 Ukažte, že všechny unitárńı matice 2× 2 jsou tvaru

R =

(

cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

)

nebo R =

(

cosϑ sinϑ
sinϑ − cosϑ

)

pro nějaké ϑ ∈ [0, 2π). Popǐste s pomoćı tohoto výsledku všechny shodnosti v R
2.

Vektorový součin u× v ∈ R
3 vektor̊u u, v ∈ R

3 je definován vztahem

(u× v) · w = det(u, v, w), w ∈ R
3.

Plat́ı: (a) u × v = o ⇐⇒ u, v jsou lineárně závislé, (b) (u × v) · u = (u × v) · v = 0. V
souřadnićıch u = (u1, u2, u3)T , v = (v1, v2, v3)T ∈ R

3 je
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Úloha 2 Ukažte, že pro libovolné u, v, x, y ∈ R
3 je

(u× v) · (x× y) =
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u · y v · y
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(Návod: Ověřte, že obě strany záviśı lineárně na každém ze čtyř zadaných vektor̊u, a ověřte
rovnost pro vektory kanonické báze.)

Z dokázané rovnosti plyne:

‖u× v‖ =

√
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Pozn.: Č́ıslo ‖u× v‖ je rovno velikosti plochy rovnoběžńıku generovaného vektory u, v.



Úloha 3 Ukažte, že pro lineárńı izometrii R : Rn → R
n a vektory u, v ∈ R

n plat́ı

1. R(u) ·R(v) = u · v,

2. R(u)×R(v) = (detR)R(u× v) (n = 3).

Parametrizace křivek

Úloha 4 Mějme body v prostoru A = (1, 2, 3), B = (0,−2,−1). (a) Nalezněte regulárńı

parametrizaci c : [0, 1] → R
3 úsečky AB tak, aby A = c(0) a B = c(1). (b) Nalezněte

nějakou parametrizaci AB, která v některém bodě neńı regulárńı.

Úloha 5 (Kubiky) Máme tři implicitně zadané křivky jako množiny těch bod̊u v rovině,
které splňuj́ı rovnice

y2 − x3 = 0

y2 − x3 − x2 = 0

x3 − y3 − 3xy = 0

Najděte nějaké (nejlépe racionálńı) parametrizace těchto křivek zkuste je načrtnout.

Úloha 6 (Cykloida) Uvažujme kolo o poloměru a, které se vaĺı konstantńı rychlost́ı v po
ose x doprava. Parametricky popǐste trajektorii bodu na kole, který v čase t = 0 nacházel
v bodě (0, 0).

Úloha 7 (Lemniskáta) Uvažujme body F1 = (−1, 0), F2 = (1, 0) v R
2. Najděte parame-

trický popis množiny těch bod̊u Z ∈ R
2, které splňuj́ı rovnici

‖F1 − Z‖2‖F2 − Z‖2 = 1,

(a) v polárńıch souřadnićıch, (b) s parametrem t ze vztahu y = x sin t.

Úloha 8 (Kissoida) Uvažujme kružnici k o poloměru r a nějakou jej́ı tečnu p. Označme
jako S bod dotyku př́ımky p s kružnićı k a necht’ bod A lež́ı na kružnici k naproti bodu S.
Pro polopř́ımku q, která vycháźı z bodu A a která se prot́ıná s př́ımkou p, označme jako
R bod pr̊uniku p a q, jako Q bod pr̊uniku k a q. Označme jako P bod na q, který splňuje
‖A − P‖ = ‖Q − R‖. Najděte rovnici, která určuje množinu všech takových bod̊u P , a
najděte parametrický popis této množiny.

Úloha 9 (Tractrix) Tractrix je křivka, kterou koṕıruje předmět tažený na provázku. Ve
výchoźı situaci se předmět nacháźı v bodě (0, 1) a člověk v počátku, tj. v bodě (0, 0).
Člověk se pohybuje konstantńı rychlost́ı v podél osy x a táhne předmět na provázku délky
1. Najděte nějakou parametrizaci tractrix.

Úloha 10 (Vivianiho křivka) Parametrizujte pr̊unik sféry s válcovou plochou, která
procháźı středem sféry a má polovičńı pr̊uměr. (Návod: použijte sférické souřadnice.)

Domáćı úkol č.1: úlohy 3, 7 a 10


