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Singularni rozklad matice

maticovych vypocti.

@ Umoznuje urcit hodnost ¢i normu matice, ortogonalni baze
R(A) a N(A) atd.

@ Za univerzalnost a silu tohoto ndstroje musime platit vy$simi
vypocetnimi naroky.

@ Motivace vedouci k zobecnéni na singularni rozklad: spektralni
rozklad hermitovska a pozitivné semidefinitni A .



Motivace

Spektralni rozklad hermitovské pozitivné semidefinitni matice

@ Necht A je hermitovska, pozitivné semidefinitni, A € C™*™
hodnosti r, r = rank(A).

@ A ma nezaporna vlastni &isla Ay, ..., A,, uvazujme usporadani
M>X>.. >N >0, Ar+1:...:)\n20.
@ Schurova véta pro norméalni matice: existuje rozklad tvaru

A=QAQ*, Q*Q=1I, A=diag(\1,...,\n).



Hermitovské pozitivné semidefinitni matice

Rozklad do ortogonalnich invariantnich podprostori

@ Sloupce unitarni @ = [q1, . .., ¢n] jsou vlastni vektory A,

AQj:)\ij, jzl,...,n.
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Hermitovské pozitivné semidefinitni matice

Rozklad do ortogonalnich invariantnich podprostori

@ Sloupce unitarni @ = [q1, . .., ¢n] jsou vlastni vektory A,
qu:)‘jqj> jzl,...,n.
® q1,...,Q, tvori ortonormalni bazi prostoru C" a definuji

rozklad C™ na ortogonalni jednodimenzionalni podprostory,
jez jsou invariantni vzhledem k nasobeni matici A, tj.

v € span{qj} = Av €span{q;}, j=1,...,n.

@ Aplikace A,

n n
v = Z arq = Av= Z QAL -
k=1 k=1



Hermitovské pozitivné semidefinitni matice

Spektrélni rozklad a ortogonalni bize R(A) a N'(A)

@ Schématicky zobrazené pisobeni A na {qi,...,q,}:

Aq — A1 qr,
Aqo —  Aq2,

Agr
A{QT-i-la e 7QH}

Ar Gr

—
— 0.



Hermitovské pozitivné semidefinitni matice

Spektrélni rozklad a ortogonalni bize R(A) a N'(A)

@ Schématicky zobrazené pisobeni A na {qi,...,q,}:

Aq — A1 qr,
Aqo —  Aq2,

Agr
A{QT-i-la e 7QH}

Ar Gr

—
— 0.
@ Vidime baze N (A) a R(A):

R(A) = Span{Q17 R 7g7“} ) N(A) = Span{QT—i—la ce 7Qn} .



Hermitovské pozitivné semidefinitni matice

Dyadicky rozvoj, aproximace A matici nizsi hodnosti

o Dyadicky rozvoj matice A,

r r
A:Zquj'q;:ZAj, AjEAijq;.
j=1 Jj=1

Plati [[A4;]] = [[4;llr = A5 a [[A1] = [[A2]| = ... = [[A]l.



Hermitovské pozitivné semidefinitni matice

Dyadicky rozvoj, aproximace A matici nizsi hodnosti

o Dyadicky rozvoj matice A,
r r
A= Zx\jqjq;’f = ZA]-, Aj=X0giq; -
j=1 Jj=1
Platf |47 = 4,17 = A; a [Adl] > [Asl] > ... > [ A,].
o Aproximace A matici A%) hodnosti k,

k
AR =374,

Jj=1



Hermitovské pozitivné semidefinitni matice

Dyadicky rozvoj, aproximace A matici nizsi hodnosti

o Dyadicky rozvoj matice A,

A=D NGq =) A, Aj=Xgd).
j=1 j=1
Plati || A;]] = [[Ajllr = Aj a [|As]] = [[Aof| = ... = [|A.].

o Aproximace A matici A%) hodnosti k,

k
AR =374,
j=1

@ Chyba aproximace mérena spektralni normou

| A= A" | = Apsy.



© Zavedeni singularniho rozkladu a jeho vlastnosti



Jadro a obor hodnot matic A*A a AA*

@ Singularni rozklad — zobecnéni predchoziho na obecné
matice
AeCmm rank(A) =r.

@ K odvozeni pouzijeme spektralni rozklady A*A a AA*.
(¢tvercové hermitovské pozitivné semidefinitni).

Jadro a obor hodnot matic A*A a AA* (cviceni)

CnXm

Pro libovolnou komplexni matici A € platf

NA*A) = N(4), R(A*A) =R(A"),
N(AAY) = N(AY), R(AA*) = R(A).



Jadro a obor hodnot matic A*A a AA*

@ Pfipomenme

NA) BR(AY) = €  N(A) LR(AY),
NAYSR(A) = €,  N(A*) L R(A).

10



Jadro a obor hodnot matic A*A a AA*

@ Pfipomenme

NA) BR(AY) = €  N(A) LR(AY),
NAYSR(A) = €,  N(A*) L R(A).

@ Plati
dim(R(A)) = r = dim(R(A*))

a proto
dim(R(AA)) = r = dim(R(A*A)).
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Spektralni rozklad A*A

@ Vztah? Spektralni rozklad A*A < spektralni rozklad AA*?
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Spektralni rozklad A*A
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spektralni rozklad AA*.
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Spektralni rozklad A*A

@ Vztah? Spektralni rozklad A*A < spektralni rozklad AA*?

@ Predpoklad: zname spektralni rozklad A* A, odvodime
spektralni rozklad AA*.

@ Oznalme \; vlastni &isla a v; pfislusné ortonormalni vlastni
vektory A*A,

A*Avj:)\jvj, H’UjHZl, jzl,...,m.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme usporadanfi

M>X>...>2 A >0, )\Hl:...:)\m:O.

11



Spektralni rozklad A*A

@ Vztah? Spektralni rozklad A*A < spektralni rozklad AA*?

@ Predpoklad: zname spektralni rozklad A* A, odvodime
spektralni rozklad AA*.

@ Oznalme \; vlastni &isla a v; pfislusné ortonormalni vlastni
vektory A*A,

AAvj = XNjvj, yll=1, j=1....,m.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme usporadanfi
AMZ>XA> .2 A >0, Al =...=Ap=0.
@ Oznacime-li V = [v1,..., vy, plati

V*A*AV:dia‘g(Alw”aAT707°”7O)7 V*V:]m
——

m—r
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Vztahy mezi vlastnimi Cisly a vektory matic A*A a AA*

@ Dle predchoziho plati

span{vy,...,v,} = R(ATA) = R(AY),
span{v,41,...,0m} = N(A"A) = N(A).

@ Existuje vztah mezi vlastnimi vektory A*A a AA*?

12



Vztahy mezi vlastnimi Cisly a vektory matic A*A a AA*

@ Dle predchoziho plati

span{vy,...,v,} = R(ATA) = R(AY),
span{v,41,...,0m} = N(A"A) = N(A).

@ Existuje vztah mezi vlastnimi vektory A*A a AA*?

O vlastnich vektorech matic A*A a AA*
UvaZujme spektralni rozklad matice A*A. Potom jsou vektory

uj = Av; /[ A4, j=1,...,7

ortonormalni vlastni vektory matice AA* a plati

AA*UJ':)\]'U]', Hu]H:L jzl,...,T‘.
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Spektralni rozklad matice AA*

@ Proj=1,...,rplati \; #0,

AUj = \//\T-uj .

13



Spektralni rozklad matice AA*

@ Proj=1,...,rplati \; #0,

AUj = \//\T-uj .

® uj,...,u, — ortonormalni baze R(A) = R(AA*).

13



Spektralni rozklad matice AA*

@ Proj=1,...,rplati \; #0,

AUj = ,//\juj .
® uj,...,u, — ortonormalni baze R(A) = R(AA*).

@ Doplnime na ortonormalni bazi celého prostoru pomoci
Upg, ..., Uy — baze N(AA*) = N(A%).

13



Spektralni rozklad matice AA*

@ Proj=1,...,rplati \; #0,

AUj = ,//\juj .
® uj,...,u, — ortonormalni baze R(A) = R(AA*).

@ Doplnime na ortonormalni bazi celého prostoru pomoci
Upg, ..., Uy — baze N(AA*) = N(A%).

o Plati

span{ui,...,u,} = R(AA") = R
span{u,41,...,un} = N(AA") = N(4Y).

13



Spektralni rozklad matice AA*

@ Proj=1,...,rplati \; #0,

AUj = ,//\juj .
® uj,...,u, — ortonormalni baze R(A) = R(AA*).

@ Doplnime na ortonormalni bazi celého prostoru pomoci
Upg, ..., Uy — baze N(AA*) = N(A%).

o Plati

span{ui,...,u,} = R(AA") = R
span{u,41,...,un} = N(AA") = N(4Y).

@ Oznacime-li U = [uq,...,uy), pak

U*AA*U =diag (A1,..., A, 0,...,0), Uu=1I,.
——
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Spektralni rozklady matic AA* a A*A

@ Spektralni rozklad A* A = spektralni rozklad AA*.

14



Spektralni rozklady matic AA* a A*A

@ Spektralni rozklad A* A = spektralni rozklad AA*.
@ Nalezli jsme ortonormalni bize R(A*), R(A), N(A*), N(4),

R(A") = span{vy, ..., v}, N(A) = span{vr41,. .., Um},
R(A) = span{uq,...,u}, N(A*) = span{us41,...,up} .
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Spektralni rozklady matic AA* a A*A

@ Spektralni rozklad A* A = spektralni rozklad AA*.
@ Nalezli jsme ortonormalni bize R(A*), R(A), N(A*), N(4),

R(A") = span{vy, ..., v}, N(A) = span{vr41,. .., Um},
R(A) = span{uq,...,u}, N(A*) = span{us41,...,up} .

@ Z konstrukce — nenulova vlastni ¢&isla A*A a AA* se rovnaji.
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@ Spektralni rozklad A* A = spektralni rozklad AA*.
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R(A") = span{vy, ..., v}, N(A) = span{vr41,. .., Um},
R(A) = span{uq,...,u}, N(A*) = span{us41,...,up} .
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Spektralni rozklady matic AA* a A*A

@ Spektralni rozklad A* A = spektralni rozklad AA*.
@ Nalezli jsme ortonormalni bize R(A*), R(A), N(A*), N(4),

R(A*) = span{vy, ..., v}, N(A) = span{v,11,...,Um},
R(A) = span{uy,...,u}, N(A*) = span{us41,...,up} .

@ Z konstrukce — nenulova vlastni ¢&isla A*A a AA* se rovnaji.
Singularnfi Cisla
Necht A € C™*™. Odmocniny nenulovych vlastnich ¢isel matice

A* A nazveme singularnimi Cisly matice A,

i = 4/Aj, j=1,...,r, r = rank(A).
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Spektralni rozklady matic AA* a A*A

@ Spektralni rozklad A* A = spektralni rozklad AA*.
@ Nalezli jsme ortonormalni bize R(A*), R(A), N(A*), N(4),

R(A*) = span{vl, A ,UT}, N(A) = Span{vr+1’ . 7vm} ,
R(A) = Span{“’la s 7u7“}7 N(A*) = Span{ur+1, R ,un} .
@ Z konstrukce — nenulova vlastni ¢&isla A*A a AA* se rovnaji.
Singularnfi Cisla
Necht A € C™*™. Odmocniny nenulovych vlastnich ¢isel matice

A* A nazveme singularnimi Cisly matice A,

i = 4/Aj, j=1,...,r, r = rank(A).

® )\; by usporadana sestupné, proto 01 > 02 > ... >0, > 0.

14



Singularni rozklad

Avj: )\jUj = Avj:(fjuj, j=1...,r.
@ Zobrazeni C™ = span{vy,..., vy} matici A:
A’U1 — o1 up,
A’U2 — o9 ug,
Av, — Op Uy
A{vrs1,. .U} — 0.

15



Singularni rozklad

Avj: )\jUj = Avj:(fjuj, j=1...,r.

@ Zobrazeni C™ = span{vy,..., vy} matici A:

A’U1 — o1 up,
A’U2 — o9 ug,

Av, — Op Uy

A{vrs1,. .U} — 0.
@ Maticové
AV =UY, E:[ZOT S]ER”X’”,

Y, = diag(oq,...,0.) € R™*".

15



Singularni rozklad - matice A*

@ Ekvivalentné,
A=USV*, A =vxTy~

a analogicky

A*u1 — o1 V1,

A*UQ — g9 Vg,

A*u, — Oy Uy,
A{urg1,. .., un} — 0.

16



Singularni rozklad - matice A*

@ Ekvivalentné,
A=USV*, A =vxTy~

a analogicky

A*u1 — o1 V1,

A*UQ — g9 Vg,

A*u, — Oy Uy,
A{urg1,. .., un} — 0.

@ A — vzajemné jednoznacné prirazeni dvojic jednorozmérnych
podprostorii span{u;} a span{v;}, j=1,...,r.

16



Singularni rozklad - celkové schema

A A*
o1 g1
U1 ” u ? U1,
o2 2
V2 — U9 — Vg,
Or Or
Uy — Uy — Uy,
Ur+1 Ur+1
— 0, —0

Um, Unp

17



Véta o singularnim rozkladu obecné matice

Geometricka verze

Geometricka verze singularniho rozkladu

Pro kazdou matici A € C™*"™ hodnosti r existuje ortonormaln{
baze {v1,...,vn} prostoru C™, ortonormalni baze {uy,...,u,}
prostoru C™ a kladné ¢isla 01 > 09 > --- > o, > 0 tak, Ze plati

s — ojuj, j=1,...,r
/ 0, j=r+1,...,m,

A — ojvj, j=1,...,7,
’ 0, j=r+1,...,n.

Cislaogy>09>--->0,>0 jsou odmocninami nenulovych
vlastnich ¢&isel matic A*A a AA* prislusnych vlastnim vektorim
{vi,...,v.} resp. {ug,...,ur}.

18



Véta o singularnim rozkladu obecné matice

Maticova verze

Maticova verze singularniho rozkladu

vV A e C"™ hodnosti r existuji unitarni matice U € C™"*" a
V e C™*™ 3 kladné &isla 01 > g9 > -+ > 0, > 0 tak, Ze plati

A=UXV™, Y= 2 0 € R™™,
0 O
kde ¥, = diag(oq,...,0.) € R™*".
® v;, j=1,...,m — pravé singularni vektory,

uj, j =1,...,n — levé singularni vektory.

19



Véta o singularnim rozkladu obecné matice

Maticova verze

Maticova verze singularniho rozkladu

vV A e C"™ hodnosti r existuji unitarni matice U € C™"*" a
V e C™*™ 3 kladné &isla 01 > g9 > -+ > 0, > 0 tak, Ze plati

A:UZV*, E: 27“ O ERTLXTI’L’
0 0
kde ¥, = diag(oq,...,0.) € R™*".
® v;, j=1,...,m — pravé singularni vektory,
uj, j =1,...,n — levé singularni vektory.

@ SVD — singular value decomposition.
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Véta o singularnim rozkladu obecné matice

Maticova verze

Maticova verze singularniho rozkladu

vV A e C"™ hodnosti r existuji unitarni matice U € C™"*" a
V e C™*™ 3 kladné &isla 01 > g9 > -+ > 0, > 0 tak, Ze plati

A:UZV*, E: 27“ O ERTLXTI’L’
0 0
kde ¥, = diag(oq,...,0.) € R™*".
® v;, j=1,...,m — pravé singularni vektory,
uj, j =1,...,n — levé singularni vektory.

@ SVD — singular value decomposition.

@ A readlna — existuje realny SVD (A*A i AA* jsou redlné
symetrické s redlnymi ortonormalnimi vlastnimi vektory).
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Zapisy singularniho rozkladu

PIny a ekonomicky zapis

@ Rozklad A = UXV* s ¢tvercovymi U € C"*™, V € C"™*™ je
vhodny predevsim pro teoretické tcely (plny tvar).

20



Zapisy singularniho rozkladu

PIny a ekonomicky zapis
® Rozklad A = UXV* s étvercovymi U € C™*™, V € C™*™ je
vhodny predevsim pro teoretické tcely (plny tvar).
@ Praktické ucely — ekonomicky tvar singuldrniho rozkladu.
Oznadime-li U, = [uy, ..., u], V; = [v1,...,v,], plati
A= U, %, Vr* )

schematicky

A U 5 v U %V
! s Jo| | v
= UTE |__ ________ =
| 0:0

(odstranime nasobeni nulovymi bloky)

20



Zapisy singularniho rozkladu

Zapis pomoci dyadického rozvoje

@ Ekonomicky tvar SVD lze zapsat pomoci dyadického rozvoje

T T
A—E Jjujvj—g Aj, Aj=ojujv;.
Jj=1 Jj=1

21



Zapisy singularniho rozkladu

Zapis pomoci dyadického rozvoje

@ Ekonomicky tvar SVD lze zapsat pomoci dyadického rozvoje

T r
A—E Jjujj—g Aj, Aj=ojujv;.
Jj=1 Jj=1

® j-ty vné&jsi soutin A; = oju;v} je matice hodnosti jedna, plati
1451 = 1 4jllp = 0, (cviéeni)

a proto
[As]] = [|A2] = ... = [|Ar]| > 0.
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Zapisy singularniho rozkladu

Zapis pomoci dyadického rozvoje

@ Ekonomicky tvar SVD lze zapsat pomoci dyadického rozvoje
T T
A=) ojujv; =Y A;, Aj=oju;v].
j=1 j=1

® j-ty vné&jsi soutin A; = oju;v} je matice hodnosti jedna, plati
1451 = 1 4jllp = 0, (cviéeni)

a proto
[As]] = [|A2] = ... = [|Ar]| > 0.

@ Matici A hodnosti 7 jsme vyjadrili jako soudet r matic
hodnosti jedna s nerostouci normou.
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Singularni rozklad normalni matice

Vztah k spektralnimu rozkladu

@ A € C™™ normalni, pro jednoduchost regularni, Schur —
A = QAQ*, A =diag(Ag, ..., \n),

A;j obecné komplexni, predpokladejme [Ai| > --- > |\, ].

22



Singularni rozklad normalni matice

Vztah k spektralnimu rozkladu

@ A € C™™ normalni, pro jednoduchost regularni, Schur —
A:QAQ*a A:dia’g(Ala"'aAn)a
A;j obecné komplexni, predpokladejme [Ai| > --- > |\, ].

A1 An
D =di —_— ., DD*=D*D=1.
lag(’A1” 7‘)\7;’)’

D*A = diag(|\1),. .., |Aa|) = AD*.

22



Singularni rozklad normalni matice

Vztah k spektralnimu rozkladu

@ A € C™™ normalni, pro jednoduchost regularni, Schur —
A = QAQ*, A =diag(Ag, ..., \n),

A;j obecné komplexni, predpokladejme [Ai| > --- > |\, ].

A A
D:diag(—,...,—), DD*=D*D=1.
A1l | An|
D*A = diag(|\1),. .., |Aa|) = AD*.

@ Ziskani singularniho rozkladu A
A=(QD)(D*A) Q*=UXV™,

kde U = @D a V = @ jsou unitarni, 32 = D*A je redlna
diagondlni matice s kladnymi prvky na diagondle.

22



Singularni rozklad normalni matice

Vztah k spektralnimu rozkladu

@ A € C™™ normalni, pro jednoduchost regularni, Schur —
A = QAQ*, A =diag(Ag, ..., \n),

A;j obecné komplexni, predpokladejme [Ai| > --- > |\, ].

A A
D:diag(—,...,—), DD*=D*D=1.
A1l | An|
D*A = diag(|\1),. .., |Aa|) = AD*.

@ Ziskani singularniho rozkladu A
A=(QD)(D*A) Q*=UXV™,

kde U = @D a V = @ jsou unitarni, 32 = D*A je redlna
diagondlni matice s kladnymi prvky na diagondle.

@ Singularni ¢&isla A jsou absolutni hodnoty vlastnich Cisel A.
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© Vypolet a naklady na vypocet singularniho rozkladu

23



Vypocet singularniho rozkladu

a spektralni rozklad matic AA" a A*A

@ Jeli A obdélnikové a jeden z rozmeéri je maly (uvazujme
napf. situaci n > m), mize byt vyhodné pouzit k vypoctu
spektrélni rozklad A*A € C"™*™ — spocteme v; a 0.

24



Vypocet singularniho rozkladu

a spektralni rozklad matic AA" a A*A

@ Jeli A obdélnikové a jeden z rozmeéri je maly (uvazujme
napf. situaci n > m), mize byt vyhodné pouzit k vypoctu
spektrélni rozklad A*A € C"™*™ — spocteme v; a 0.

@ Levé singularni vektory u; (n-prvkové vektory) dopocteme
snadno uzitim vztah

_ Ay

— T _

U
J :
0

24



Vypocet singularniho rozkladu

a spektralni rozklad matic AA" a A*A

@ Jeli A obdélnikové a jeden z rozmeéri je maly (uvazujme
napf. situaci n > m), mize byt vyhodné pouzit k vypoctu
spektrélni rozklad A*A € C"™*™ — spocteme v; a 0.

@ Levé singularni vektory u; (n-prvkové vektory) dopocteme
snadno uzitim vztahi

‘_Avj
uj = —=,
gy

@ n <K m an je malé — analogicky.
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Vypocet singularniho rozkladu

a spektralni rozklad matic AA" a A*A

@ Jeli A obdélnikové a jeden z rozmeéri je maly (uvazujme
napf. situaci n > m), mize byt vyhodné pouzit k vypoctu
spektrélni rozklad A*A € C"™*™ — spocteme v; a 0.

@ Levé singularni vektory u; (n-prvkové vektory) dopocteme
snadno uzitim vztah
Av;
Uj = —‘J s
g
@ n <K m an je malé — analogicky.

@ Podstatna nevyhoda:
k(A*A) = k(AAY) = k(A)?.

Je-li matice A Spatné podminéna, mohou byt mala singularni
Cisla pocitana timto zplsobem uréena velmi nepfesné.
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Vypocet singularniho rozkladu

Standardni zplsob

@ transformace A na bidiagonalnf tvar,
B =W AQ, WwW =1, Q*Q=1I.

Unitarni transformace — numericka stabilita.
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Vypocet singularniho rozkladu

Standardni zplsob

@ transformace A na bidiagonalnf tvar,
B =W AQ, WwW =1, Q*Q=1I.

Unitarni transformace — numericka stabilita.

© singularni rozklad bidiagonalni matice (iteraéné pomoci
implicitniho QR algoritmu). Singuléarni &isla bidiagonalni
matice je mozné spocist velmi presné, s relativni pfesnosti
na drovni strojové presnosti.
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Vypocetni narocnost vypoctu SVD

Odhad poétu operaci, pro jednoduchost étvercové matice fadu n.

@ Jde o iteracni proces — nemuizeme a priori urcit presny pocet
operaci. Predpoklad: iteracni proces konverguje velmi rychle —
muzeme odhadnout zdola pocet operaci.
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muzeme odhadnout zdola pocet operaci.

@ Pfevod na bidiagonalni matici — 2-krat vice operaci nez QR.

s v/

@ Chceme-li spocist pouze singularni Cisla, nejméné

8 3 ,

g™ operaci

@ Chceme-li znat explicitné i U a V, je nutné vynasobit
jednotlivé Householderovy reflexe, potfebujeme nejméné

16 ,
gn operaci.
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Vypocetni narocnost vypoctu SVD

Odhad poétu operaci, pro jednoduchost étvercové matice fadu n.

@ Jde o iteracni proces — nemuizeme a priori urcit presny pocet
operaci. Predpoklad: iteracni proces konverguje velmi rychle —
muzeme odhadnout zdola pocet operaci.

@ Pfevod na bidiagonalni matici — 2-krat vice operaci nez QR.

s v/

@ Chceme-li spocist pouze singularni Cisla, nejméné

8 3 ,

g™ operaci

@ Chceme-li znat explicitné i U a V, je nutné vynasobit
jednotlivé Householderovy reflexe, potfebujeme nejméné

16 3 ,

3" operaci.

@ V vétsiné aplikaci je zbyte¢né provadét explicitni vypocet U a
V' (stadi je ukladat v implicitnim tvaru - ukladaji se jen
pFislusné vektory jez definuji Householderovy reflexe).
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@ Moor-Penroseova pseudoinverze
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Pouziti singularniho rozkladu

@ Ukazeme, jak pomoci SVD uréit hodnost (rank), normu ¢
podminénost matice, pseudoinverzi matice a nalezneme

vV

nejlepSi aproximaci matice pomoci matice nizsi hodnosti.
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Pouziti singularniho rozkladu

@ Ukazeme, jak pomoci SVD uréit hodnost (rank), normu ¢
podminénost matice, pseudoinverzi matice a nalezneme

vV

nejlepSi aproximaci matice pomoci matice nizsi hodnosti.

@ Pseudoinverze (Moore-Penroseova zobecnéna inverze), je
zobecnénim inverze Ctvercové regularni matice.

Definice: Moore-Penroseova pseudoinverze

Necht je ddna matice A € C™*™ hodnosti r a necht
A=UXV*=U,%,V’ je jeji singuldrni rozklad. Matici

oo

At =vsivr =v,x Uy,  xt= [ S

‘| c Rmxn7

nazveme Moore-Penroseovou zobecnénou inverzi matice A
(zkracené pseudoinverze).
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Pseudoinverze matice

Ekvivalentni definice, projektory

o AT spliiuje rovnosti (cvieni)

AATA = A, (AAH)* = AAT,
ATAAT = AT, (ATA)* = ATA.
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Ekvivalentni definice, projektory

o AT spliiuje rovnosti (cvieni)
AATA = A, (AAH)* = AAT,
ATAAT = AT, (ATA)* = ATA.

o A' je témito podminkami uréena jednozna&né.
@ Mame dvé ekvivalentni definice pseudoinverze matice A.

@ Z definice pseudoinverze plyne

AAT = URVIVEIUF = ULU?,
ATA = VXURUE V= VAV
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Pseudoinverze matice

Ekvivalentni definice, projektory

o AT spliiuje rovnosti (cvieni)
AATA = A, (AAH)* = AAT,
ATAAT = AT, (ATA)* = ATA.

o A' je témito podminkami uréena jednozna&né.
@ Mame dvé ekvivalentni definice pseudoinverze matice A.

@ Z definice pseudoinverze plyne

AAT = URVIVEIUF = ULU?,
ATA = VXURUE V= VAV

e AAT = U,U} je ortogonalnim projektorem na R(A).
ATA =V, V* je ortogonalnim projektorem na R(A*).
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Jiné vyjadreni pseudoinverze

Pseudoinverze matic s plnou sloupcovou (faddkovou) hodnostf

Véta

Uvazujme matici A € C*"*™. Je-li n > m a rank(A) = m, potom

Al = (4% 4)7tAx

Naopak, je-li n < m a rank(A) = n, potom Al = A*(44*)"1. &

o Je-li A &tvercova reguldrni matice, potom plati AT = A~1,
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© Normy a podmin&nost matice

31



Normy a podminénost matice

Spektréalni a Frobeniova norma

s v

Normy a singularni Cisla

Necht je dana matice A € C™*™ hodnosti r a necht
01> 09 > --- > 0, > 0 jsou jeji singularni Cisla. Potom plati

lAl =01, NAllF = (of + 03 +... +o7)!/?

a navic

Al < Il Allr < VT lIA].
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Podminénost matice

a singularni cisla

@ Podminénost Ctvercové regularni matice
R(A) = [lAHIATH].
Jeliko? ||[A|| = oy a |[A7Y| = 0,,L, je
o1

k(A) =

JTL
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Podminénost matice

a singularni cisla

@ Podminénost Ctvercové regularni matice

r(A) = [|Al[A7Y]
Jelikoz |A|| = o1 a [|[A~Y] =051, je
o1
A) =2
K(A) p

@ Zobecnéni na obdélnikové matice A € C™"*™, n. > m s plnou

sloupcovou hodnosti, rank(A) = m,
o1
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@ Aproximace matici nizéi hodnosti
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Aproximace matici nizsi hodnosti

Formulace problému

Necht A € C™*™ je matice hodnosti r a necht je dano pFirozené
&islo k < r. Cil: nalézt matici By, € C"*™ tak, ze

rank(Biy) =k a ||[A—Bgl|= min |A-X|.

rank(X)=k
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Aproximace matici nizsi hodnosti

Formulace problému

Necht A € C™*™ je matice hodnosti r a necht je dano pFirozené
&islo k < r. Cil: nalézt matici By, € C"*™ tak, ze

n

rank(Biy) =k a ||[A—Bgl|= min |A-X|.
Xegnxm

rank(X)=k

Lemma

Necht je ddna matice A € C™*™ hodnosti r a necht k je pfirozené
gislo, k < r. Pro kazdou matici X € C™*™, rank(X) = k, plati

|A = X|[| = ot1,

kde o441 je (k+ 1)ni singularni &islo matice A. >
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Aproximace matici nizsi hodnosti

Véta: Eckart, Young, Mirsky

Necht je ddna matice A € C™*™ hodnosti r a necht k je pfirozené
Cislo, k < r. Uvazujme singularni rozklad matice A,

-
*
A= Z 05 Uj Vj -
Jj=1
Potom je matice
k
k) — *
Ak = Z 0 Uj v;
=1
nejlepsi aproximaci matice A hodnosti k a plati

min_ [A-X|| = A A®| = opy .
rank(X)=k
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@ Numericka hodnost matice
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Numericka hodnost matice

@ Rekneme, Ze A ma numerickou hodnost k, pokud A ma k
singularnich Cisel vyrazné vétsich nez strojova presnost € a
ostatni singularni Cisla jsou Umérna €

01> 02 > 0 >> Opy1 = U.
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Numericka hodnost matice

@ Rekneme, Ze A ma numerickou hodnost k, pokud A ma k
singularnich Cisel vyrazné vétsich nez strojova presnost € a
ostatni singularni Cisla jsou Umérna €

01> 02 > 0 >> Opy1 = U.

@ Neni pritom kvantifikovano, co znamena, Ze je singularni Cislo
amérné u. Matlab — numerickd hodnost matice je dana
poc¢tem singuldrnich ¢&isel matice A € C™*™ vétsSich nezZ

e [|A|| max{n,m}.
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Numericka hodnost matice

@ Rekneme, Ze A ma numerickou hodnost k, pokud A ma k
singularnich Cisel vyrazné vétsich nez strojova presnost € a
ostatni singularni Cisla jsou Umérna €

012 02 2 0 > 041 = U.

@ Neni pritom kvantifikovano, co znamena, Ze je singularni Cislo
amérné u. Matlab — numerickd hodnost matice je dana
poc¢tem singuldrnich ¢&isel matice A € C™*™ vétsSich nezZ

e [|A|| max{n,m}.
@ Priklady: krylovovskd matice s normalizovanymi sloupci,

w Bw B™ Ly

e RM™
[w]]” |Bw|” " [[Bm™ 1w ’

kde m = 100, B € R™*™ Butterfly Gyro, kolekce Oberwolfach.
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— o(A)

—— oA
=== ¢||All max{n,m} .-
. ]

€ ||Al| max{n,m}
€

0 20 40 60 80 100 0 5 10 15 20 25
10°
10°
10710

— UI(A) —— UI(A)

s 777 eIl max{nm} |- mmm e 5] 777 € lIA max{n,m} |
10 e ) 10 C e
0 20 40 60 80 100 0 20 40

krylovovské matice (vlevo nahote), paralax(100) (vpravo
nahote), heat (100,1) (vlevo dole), heat (100,5) (vpravo dole).



© Pouziti SVD na kompresi dat
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Pouziti SVD na kompresi dat

Fotografie a matice

@ Fotografie = matice. Cernobild = 1 matice, barevnd — 3
barevné kanaly 3 matice.
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Pouziti SVD na kompresi dat

Fotografie a matice
@ Fotografie = matice. Cernobild = 1 matice, barevnd — 3
barevné kanaly 3 matice.

@ Priklad: Eernobil4 fotografie stromu — matice A € R198x155
plna sloupcovou hodnost, singularni Cisla

10+

.
»

107+

107

0 50 100 150
k
AW =N"oiu0l, k=1,...,155
j=1
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Pouziti SVD na kompresi dat

Aproximace fotografie

| Matice | co ukladame

| po&et ukladanych ¢&isel | pamét |

A U155, V155, 01,...,155 (198 + 155 + 1) X 155 428 Kb
A | Ugg, Vie, 01....86 (198 + 155 + 1) x 86 237 Kb
A1) Uso, Vio, 01....40 (198 + 155 + 1) x 40 110 Kb
AT g, Vig, 01,10 (198 + 155 + 1) x 10 27.6 Kb
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©Q Cviteni

43



Cviceni

5.1 Dokazte, ze pro libovolnou komplexni matici A € C™*™ platf
N(A*A) = N (A), N(AA*) = N(AY).
5.2 Dokazte, Ze pro libovolnou komplexni matici A € C™*™ plati
R(A*A) = R(A"), R(AA") =R(A).
5.3 Dokazte
I4;ll = |1 4jllp = 0, kde A; = oju;v}.

5.4 Dokazte
[All = o1

primo z definice maticové normy.
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Cviceni

5.5 Odvodte vztah mezi spektralnim a singularnim rozkladem
matice A € C™"*™ v nasledujicich ptipadech:

© A je hermitovska,
Q@ A je hermitovska a navic pozitivné semidefinitni.

5.7 Ukazte, ze At spliiuje tzv. Moore-Penroseovy podminky:
AATA = A, (AADY* = AAT,
ATAAT = AT, (ATA)* = AfA.
5.9 Necht A € C™"*™, n < m, je matice s linedrné nezavislymi
vadky. Ukazte, ze plati AT = A*(AA*)~L.

5.10 Dokazte, ze kazda regularni matice A s podminénosti rovnou
jedné je normalni a je (nenulovym) skalarnim nasobkem
unitarni matice.
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