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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale přesně od̊uvodněte. Při výpočtu limit nepouž́ıvejte l’Hospitalovo pravidlo.

Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 6 7 Celkem bod̊u

Bod̊u 10 10 10 10 20 20 20 100

Źıskáno

1.[10] Spočtěte derivaci funkce f(x) = cos (cos (cosx)).

Řešeńı:

Derivaci spočteme pomoćı věty o derivaci složené funkce. Př́ımočarý výpočet dává

d

dx
f(x) =

d

du
cosu

∣∣∣∣
u=cos(cos x)

d

dv
cos v

∣∣∣∣
v=cos x

d

dx
cosx = [− sin (cos (cosx))] [− sin (cosx)] [− sinx]

= − sin (cos (cosx)) sin (cosx) sinx.

2.[10] Spočtěte derivaci funkce f(x) = 1
sinh x .

Řešeńı:

Postupujeme opět podle věty o derivaci složené funkce. Př́ımočarý výpočet dává

d

dx
f(x) =

d

du

1

u

∣∣∣∣
u=sinh x

d

dx
sinhx =

[
− 1

sinh2 x

]
[coshx] = − coshx

sinh2 x
.

3.[10] Najděte rovnici tečny ke grafu funkce f(x) = e−2x + x v bodě x = 1.

Řešeńı:

Vzorec pro tečnu ke grafu funkce f(x) v bodě x = x0 je

y = f(x0) +
df

dx

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0) ,

derivaci funkce f(x) snadno spočteme, df
dx = −2e−2x + 1, a dosad́ıme do vzorce,

y =
(
e−2 + 1

)
+
(
−2e−2 + 1

)
(x− 1) .

4.[10] Spočtěte limitu

lim
x→a

1
sin x −

1
sin a

x− a
,

kde a ∈ R, a 6= kπ, k ∈ Z.

Řešeńı:

Při výpočtu postupujeme takto

lim
x→a

1
sin x −

1
sin a

x− a
= lim
x→a

sin a−sin x
sin x sin a

x− a
= lim
x→a

1

sinx sin a

2 cos
(
a+x
2

)
sin
(
a−x
2

)
x− a

= lim
x→a

cos
(
a+x
2

)
sinx sin a

sin
(
a−x
2

)
x−a
2

= − cos a

sin2 a
,

přičemž jsme využili součtové vzorce pro funkci sinx, větu o limitě součinu a známou limitu limy→0
sin y
y = 1. (Př́ıpadně

si můžeme povšimnout, že limita je totožná s diferenčńım pod́ılem pro derivaci funkce 1
sin x v bodě a, a výsledek

dostaneme okamžitě z věty o derivováńı složené funkce.)
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5.[20] Spočtěte limitu

lim
x→π

4

sin
(
x− π

4

)
1−
√

2 cosx
.

Řešeńı:

Při výpočtu postupujeme takto

lim
x→π

4

sin
(
x− π

4

)
1−
√

2 cosx
= lim
x→π

4

sin
(
x− π

4

)
1−
√

2 cos
(
x− π

4 + π
4

) = lim
x→π

4

sin
(
x− π

4

)
1−
√

2
[
cos
(
x− π

4

)
cos π4 + sin

(
x− π

4

)
sin π

4

]
= lim
x→π

4

sin
(
x− π

4

)
1−
√

2
[
cos
(
x− π

4

)
cos π4 + sin

(
x− π

4

)
sin π

4

] = lim
x→π

4

sin
(
x− π

4

)
x− π

4

x− π
4

1− cos
(
x− π

4

)
+ sin

(
x− π

4

)
= lim
x→π

4

1

1−cos(x−π4 )
(x−π4 )

2

(x−π4 )
2

x−π4
+

sin(x−π4 )
x−π4

= 1,

přičemž jsme využili větu o limitě součinu/součtu a větu o limitě složené funkce a známé limity limy→0
1−cos y
y2 = 1

2 ,

limy→0
sin y
y = 1.

6.[20] Spočtěte limitu

lim
x→+∞

x sin

(
1− 2

π
arctanx

)
.

Řešeńı:

Při výpočtu postupujeme takto

lim
x→+∞

x sin

(
1− 2

π
arctanx

)
= lim
x→+∞

sin
(
1− 2

π arctanx
)

1− 2
π arctanx

(
1− 2

π
arctanx

)
x

=
2

π
lim

x→+∞

(π
2
− arctanx

)
x =

∣∣∣∣y = π
2 − arctanx

x = tan
(
π
2 − y

) ∣∣∣∣ =
2

π
lim
y→0+

y tan
(π

2
− y
)

=
2

π
lim
y→0+

y
sin
(
π
2 − y

)
cos
(
π
2 − y

)
=

2

π
lim
y→0+

y

sin y
sin
(π

2
− y
)

=
2

π
,

přičemž jsme využili součtové vzorce pro goinimetrické funkce, větu o limitě součinu/součtu a větu o limitě složené
funkce a známou limitu limy→0

sin y
y = 1.

7.[20] Spočtěte limitu

lim
x→0

eπ sin x+x2 − ex
2

sinx
.

Řešeńı:

Při výpočtu postupujeme takto

lim
x→0

eπ sin x+x2 − ex
2

sinx
= lim
x→0

eπ sin x+x2 − ex
2

x

x

sinx
= lim
x→0

(
eπ sin x+x2 − 1

x
− ex

2 − 1

x

)
x

sinx

= lim
x→0

(
eπ sin x+x2 − 1

π sinx+ x2
π sinx+ x2

x
− ex

2 − 1

x2
x2

x

)
x

sinx
= lim
x→0

π sinx+ x2

x
= π,

přičemž jsme využili větu o limitě součinu/součtu a větu o limitě složené funkce a známé limity limy→0
ey−1
y = 1,

limy→0
sin y
y = 1.
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