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Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 12. prosince 2019

1. Spočtěte

• ∫
√
x2 − 1 dx,

• ∫
√

1 − x2 dx,

• ∫
√

1 + x2 dx.

Rozmyslete si, pro jaká x jsou dané výrazy definované, a jak se to projev́ı při výpočtu.

2. Spočtěte

• ∫ 1
√
x2−1

dx

• ∫ 1
√
1−x2

dx

• ∫ 1
√
1+x2

dx

Rozmyslete si, pro jaká x jsou dané výrazy definované, a jak se to projev́ı při výpočtu. Ujistěte se, že pokud zvládáte
spoč́ıst výše uvedené integrály, tak pro vás neńı problém spoč́ıst i obecněǰśı integrály typu

∫
1

√
ax2 + bx + c

dx,

kde a, b, c ∈ R jsou daná reálná č́ısla.

3. Spočtěte

∫
1

1 +
√
x

dx.

(Opět se zamyslete nad definičńım oborem.)

4. Ukažte, že plat́ı

∫

2π

x=0

dx

4 + 3 cosx
=

2π
√

7
.

Nejprve použijte substituci u = cot x
2
, a rozmyslete si, že tuto substituci lze použ́ıt na celém intervalu (0,2π). Poté se

vrat’te zpět k výpočtu, který jsme provedli na cvičeńı, a opravte ho. To jest použijte substituci u = tan x
2

a zkoumejte
jakým zp̊usobem tato substituce selže a jakým zp̊usobem lze toto selháńı napravit. (Kĺıčem ke správnému výpočtu je
rozdělit použit́ı substituce na interval (0, π) a na interval (π,2π), a následné “nalepeńı” primitvńıch funkćı na těchto
intervalech tak, abychom dostali primitivńı funkci, která je spojitá na celém intervalu (0,2π).)

Připomı́nám, že určitý integrál je definován jako

∫

b

x=a
f(x)dx =def lim

x→b−
F (x) − lim

x→a+
F (x),

kde F je primitivńı funkce k f , aneb plat́ı dF
dx

= f .

Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 21. listopadu 2019

1. Ukažte, že

arcsinhx = ln (x +
√
x2 + 1) .

Napǐste si definici funkce sinhx = y, y =def
ex−e−x

2
, a rovnici vyřešte pro x. Nápovědu lze př́ıpadně naj́ıt na internetových

stránkách přednášej́ıćıho v zápisćıch z přednášky.

2. Odvod’te vzorec pro derivaci funkce arctanhx. (Funkce arctanhx je inverzńı funkce k funkci tanhx, která je definována
jako tanhx = sinhx

coshx
.) Dejte si pozor na definičńı obor! Napǐste, na jakém inervalu vámi odvozený vzorec plat́ı.

3. Najděte obecnou rovnici tečny ke kružnici o poloměru R v bodě x0 = [
R
√
2

R
√
2
]
⊺

.

4. Spočtěte

lim
x→a

1
cosx

− 1
cosa

x − a
,

kde a ∈ R je pevně zvolené kladné reálné č́ıslo takové, že cosa /= 1.

5. Spočtěte

lim
x→0+

(x + ex)
1
x .

http://www.karlin.mff.cuni.cz/~malek/new/images/9/91/Sekce1.3b.pdf
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Cvičeńı ve čtvrtek 28. listopadu 2019 odpadá. Na cvičeńı ve čtvrtek 5. prosince 2019 budeme psát druhou zápočtovou
ṕısemnou práci. Obsahem práce bude výpočet limit a derivaćı.

Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 21. listopadu 2019

1. Spočtěte

lim
x→a

ax − xa

x − a
,

kde a ∈ R+ je pevně zvolené kladné reálné č́ıslo.

2. Spočtěte

lim
x→0+

(cos
√
x)

1
x .

Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 14. listopadu 2019

1. Spočtěte

lim
x→0

sin (a + 2x) − 2 sin (a + x) + sina

x2
,

kde a ∈ R je pevně zvolené reálné č́ıslo. Př́ıklad se pokuste vyřešit jednak hrubou silou s použit́ım součtových vzorc̊u, a
dále také s použit́ım difrenčńıho pod́ılu pro druhou derivaci, viz cvičeńı.

2. Spočtěte

lim
x→1

sinπx

1 − x
.

(Při výpočtu by se vám opět mohly hodit součtové vzorce pro goniometrické funkce.)

Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 7. listopadu 2019

1. Spočtěte

lim
x→0+

¿
Á
Á
ÁÀ 1

x
+

¿
Á
ÁÀ 1

x
+

√
1

x
−

¿
Á
Á
ÁÀ 1

x
−

¿
Á
ÁÀ 1

x
+

√
1

x
.

2. Spočtěte

lim
x→a+

√
x −

√
a +

√
x − a

√
x2 − a2

,

kde a ∈ R+ je pevné kladné reálné č́ıslo.

3. [Nepovinné] Navštivte poč́ıtačovou laboratoř, spust’te si software pro symbolické výpočty Wolfram Mathematica, a
přesvědčte se, že jste předchoźı limity spočetli správně. Př́ıkaz, který hledáte je:

Assuming[a > 0, Limit[(Sqrt[x] - Sqrt[a] + Sqrt[x - a])/Sqrt[(x^2 - a^2)], x -> a]]

Software Wolfram Mathematica si můžete nainstalovat i na vlastńı poč́ıtač, MFF UK má pro studenty zakoupenou
neomezenou licenci, pokyny k instalaci najdete na internetových stránkách Matematického ústavu. Pokud jsou mezi
vámi př́ıznivci mikropoč́ıtač̊u Raspberry Pi, pak vězte, že Wolfram Mathematica je k dispozici zdarma na všech těchto
poč́ıtač́ıch, podrobnosti najdete zde.

Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 31. ř́ıjna 2019

1. Připomeňte si vzorec
ak − bk = (a − b) (ak−1 + ak−2b + ak−3b2 +⋯ + a2bk−3 + abk−2 + bk−1)

a binomickou větu a spočtěte limity:

• limx→1
xm

−1
xn−1

,

• limx→0
(1+x)m−(1+x)n

x

• limx→0
(1+x)

1
m −(1+x)

1
n

x

• limx→0
(1+ax)

1
m (1+bx)

1
m −1

x

kde m,n ∈ N a a, b ∈ R. Při výpočtu nepouž́ıvejte l’Hospitalovo pravidlo. Proč? Uvědomte si, že l’Hospitalovo pravidlo
po vás vyžaduje schopnost spoč́ıst derivaci, což je v podstatě limita stejného typu jakou chcete s pomoćı l’Hospitalova
pravidla spoč́ıst. Abyste tento bludný kruh přetnuli, zjevně muśıte být schopńı nějaké limity spoč́ıst bez použit́ı tohoto
pravidla.

Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 24. ř́ıjna 2019

http://msekce.karlin.mff.cuni.cz/cs/node/14
https://www.raspberrypi.org/
https://www.wolfram.com/raspberry-pi/
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1. Bud’te M a N dvě podmnožiny R2, M =def {x ∈ R2∣ ∣x − yM ∣ ≤ RM}, N =def {x ∈ R2∣ ∣x − yN ∣ ≤ RN}, kde RNa RM jsou
pevně zadaná kladná reálná č́ısla, a yM , yN jsou pevně zadané vektory.

• Zvolte RM = 1, RN = 1 a yM = [0 0]
⊺
, yN = [2 0]

⊺
. Nakreslete si množiny M a N v R2.

• Zvolte RM = 1, RN = 1 a yM = [0 0]
⊺
, yN = [2 0]

⊺
. Spočtěte supx∈M (infy∈N ∣x − y∣).

• Najděte kladná reálná č́ısla RN , RM a vektory yM , yN tak, aby supx∈M (infy∈N ∣x − y∣) = 0.

• Uvažujte M a N pro obecné RN , RM a yM , yN a předpokládejte, že plat́ı supx∈M (infy∈N ∣x − y∣) = 0. Které
z následuj́ıćıch tvrzeńı plat́ı M ⊂ N nebo N ⊂M?

Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 17. ř́ıjna 2019

1. Bud’ M ⊂ R neprázdná množina, a bud’te f ∶M ↦ R a g ∶M ↦ R omezené funkce. Ukažte, že plat́ı

• supx∈M (f(x) + g(x)) ≤ supx∈M f(x) + supx∈M g(x),

• supx∈M (f(x) + g(x)) ≥ supx∈M f(x) + infx∈M g(x),

• supx∈M (f(x) − g(x)) ≤ supx∈M f(x) − infx∈M g(x).

2. [Nepovinné] Prozkoumejte chováńı posloupnosti č́ıselné posloupnosti {ak}
+∞

k=1, která je definována takto:

1. Zvol libovolně a0 ∈ R.

2. Následuj́ıćı prvek posloupnosti ak+1 je spočten z předchoźıho prvku posloupnosti vztahem ak+1 =def
1
2
(ak +

2
ak

).

Nechte si na poč́ıtači spoč́ıst několik člen̊u posloupnosti a
”
ověřte“ si tak, že k-tý člen posloupnosti, tedy ak, je pro

velké k dobrou aproximaćı č́ısla
√

2. Pokud chcete o této posloupnosti vědět v́ıc, pod́ıvejte se na náleduj́ıćı internetové
stránky Square root algorithms a Newton’s iteration.

Termı́n pro odevzdáńı: čtvrtek 10. ř́ıjna 2019

1. Prozkoumejte, zda plat́ı následuj́ıćı ekvivalence:

((∀x ∶ ϕ(x)) ∨ (∀x ∶ ψ(x)))
?
⇔ (∀x ∶ ϕ(x) ∨ ψ(x))

((∃x ∶ ϕ(x)) ∨ (∃x ∶ ψ(x)))
?
⇔ (∃x ∶ ϕ(x) ∨ ψ(x))

Pokud si mysĺıte, že ekvivalence neplat́ı, pokuste se naj́ıt výroky v “běžném jazyce”, které mohou posloužit jako jasný
protipř́ıklad.

2. Dokažte, že plat́ı:
C ∖ (A ∪B) = (C ∖A) ∩ (C ∖B)

http://mathworld.wolfram.com/SquareRootAlgorithms.html
http://mathworld.wolfram.com/NewtonsIteration.html

