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Jméno:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem bod̊u

Bod̊u 20 20 20 10 30 100

Źıskáno

Zápočtová ṕısemná práce určená k domáćımu vypracováńı. Nutnou podmı́nkou pro źıskáńı zápočtu je zisk v́ıce jak 50 bod̊u.
Pravidla jsou následuj́ıćı:

1. Př́ıklady řešte samostatně bez ciźı pomoci (spolužáci, starš́ı kolegové a podobně).

2. Př́ıklady lze řešit s použit́ım veškerých dosupných nástroj̊u (skripta, učebnice, software pro symbolické výpočty jako např́ıklad
Mathematica).

3. Pokud je př́ıklad zadán ve stylu “řešte diferenciálńı rovnici” a pokud použ́ıváte software pro symbolické výpočty, neńı dovoleno
použ́ıt funkce typu DSolve. Je naopak dovoleno použ́ıt bez daľśıho komentáře výstup funkćı typu FourierTransform nebo Integrate.
Je nutné explicitně uvést jednotlivé kroky řešeńı, d́ılč́ı výpočty lze svěřit software pro symbolické výpočty.

4. Pokud je př́ıklad zadán ve stylu “najděte Fourierovu transformaci funkce” a pokud použ́ıváte software pro symbolické výpočty,
neńı dovoleno použ́ıt funkce typu FourierTransform. Je naopak dovoleno použ́ıt bez daľśıho komentáře výstup funkćı typu Apart,
která provád́ı rozklad na parciálńı zlomky.

5. Numerická chyba v řešeńı znamená nulový bodový zisk za daný př́ıklad.

6. Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale přesně od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké tvrzeńı, nezapomeňte ověřit splněńı
předpoklad̊u.

1.[20] S použit́ım Laplaceovy transformace najděte řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice

d2f

dx2
+ x

df

dx
− 2f = 2

na intervalu (0,+∞) s počátečńımi podmı́nkami

f |x=0 = 0,

df

dx

∣∣∣∣
x=0

= 0.

Řešeńı:

S použit́ım známých vztah̊u pro Laplaceovu transformaci L[f ] =def

∫ +∞
x=0

f(x)e−px dx derivace funkce

L
[

df

dx

]
= pL[f ]− f(0),

L
[

d2f

dx2

]
= p2L[f ]− pf(0)− df

dx
(0),

a s pomoćı tabulky pro Laplaceovu transformaci, která ř́ıká, že

L[2](p) =
2

p
,

převedeme rovnici do tvaru

p2L[f ] + L
[
x

df

dx

]
− 2L[f ] =

2

p
.

Dále využijeme derivaci integrálu podle parametru, a spočteme si Laplaceovu transformaci druhého členu na levé
straně,

L
[
x

df

dx

]
=

∫ +∞

x=0

x
df

dx
e−px dx = − d

dp

∫ +∞

x=0

df

dx
e−px dx = − d

dp
L
[

df

dx

]
= − d

dp
(pL [f ]) ,

kde jsme využili počátečńı podmı́nky pro hledanou funkci f a vztah pro Laplaceovu transformaci derivace. Původńı
diferenciálńı rovnice se tud́ıž po Laplaceově transformaci změńı na

p2L[f ]− d

dp
(pL [f ])− 2L[f ] =

2

p
,
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což lze přepsat jako
d

dp
L [f ]−

(
p− 3

p

)
L [f ] = − 2

p2
.

Tuto diferenciálńı rovnici snadno vyřeš́ıme standardńımi technikami, např́ıklad metodou integračńıho faktoru. Jest

d

dp
L [f ] e−

∫ p
s=a(s−

3
s ) ds −

(
p− 3

p

)
L [f ] e−

∫ p
s=a(s−

3
s ) ds =

d

dp

(
L [f ] e−

∫ p
s=a(s−

3
s ) ds

)
.

Původńı rovnici pro Laplace obraz L [f ] proto můžeme zapsat jako

d

dp

(
L [f ] e−

∫ p
s=a(s−

3
s ) ds

)
= − 2

p2
e−
∫ p
s=a(s−

3
s ) ds.

Spočteme si primitivńı funkci v integračńım faktoru

e−
∫ p
s=a(s−

3
s ) ds = e−

p2

2 +3 ln p = p3e−
p2

2 .

(Využ́ıváme toho, že potřebujeme skutečně jenom primitivńı funkci, což nám umožńı položit integračńı konstantu
rovnou nule.) Celkem proto

d

dp

(
L [f ] p3e−

p2

2

)
= −2pe−

p2

2 .

Řešeńım této rovnice je

L [f ] p3e−
p2

2 = 2e−
p2

2 + C,

kde C je integračńı konstanta. Je tedy

L [f ] =
2

p3
+ Ce

p2

2 ,

z čehož je vidět, že integračńı konstantu muśım volit rovnou nule jinak bychom na pravé straně nedostali obraz při

Laplaceově transformaci. V tabulce Laplaceovy transformace dohledáme, že vzorem funkce 1
p3 je funkce x2

2! a výsledkem
výpočtu je

f = x2,

což je skutečně řešeńı p̊uvodńı diferenciálńı rovnice s př́ıslušnými počátečńımi podmı́nkami.
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2.[20] Spočtěte Fourierovu transformaci funkce f : R3 7→ R dané předpisem

f(x) =
1

1 + |x|2
.

Abychom se bezpečně shodli na výsledku, tak připomı́nám, že už́ıváme následuj́ıćı definici Fourierovy transformace

F [f ](ξ) =def
1

(2π)
d
2

∫
Rd
f(x)eix•ξ dx,

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme.

Řešeńı:

Dle definice Fourierovy transformace chceme spoč́ıst objemový integrál

F

[
1

1 + |x|2

]
(ξ) =def

1

(2π)
3
2

∫
x∈R3

1

1 + |x|2
eix•ξ dx.

Integrál zjevně nazáviśı na orientaci souřadného systému. Souřadný systém tedy zvoĺıme tak, aby byl vhodný pro
výpočet. Pro dané ξ 6= 0 zvoĺıme souřadný systém tak, aby osa z souhlasila se směrem vektoru ξ a pro výpočet
integrálu použijeme standardńı sférické souřadnice,

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ.

Má-li vektor x složky

x =

r sin θ cosϕ
r sin θ sinϕ
r cos θ

 ,
pak jest

x • ξ = |ξ| r cos θ.

(Vektor ξ je orientován ve směru osy z.) Po dosazeńı do vzorce pro Fourierovu transformaci tedy dostaneme

1

(2π)
3
2

∫
x∈R3

1

1 + |x|2
eix•ξ dx =

1

(2π)
3
2

∫ +∞

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

1

1 + r2
ei|ξ|r cos θr2 sin θ drdθdϕ.

Výsledný integrál spočteme známými technikami

I =
1

(2π)
3
2

∫ +∞

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

1

1 + r2
ei|ξ|r cos θr2 sin θ drdθdϕ =

1

(2π)
1
2

∫ +∞

r=0

∫ π

θ=0

r2

1 + r2
ei|ξ|r cos θ sin θ drdθ

=

∣∣∣∣ s = cos θ
ds = − sin θ dθ

∣∣∣∣ =
1

(2π)
1
2

∫ +∞

r=0

∫ 1

s=−1

r2

1 + r2
ei|ξ|rs drds

=
1

i |ξ| (2π)
1
2

∫ +∞

r=0

r

1 + r2

[
ei|ξ|r − e−i|ξ|r

]
dr.

Nyńı si povšimneme, že plat́ı

I =
2

|ξ| (2π)
1
2

=
{∫ +∞

r=0

r

1 + r2
ei|ξ|r dr

}
=

1

|ξ| (2π)
1
2

=
{∫ +∞

r=−∞

r

1 + r2
ei|ξ|r dr

}
,

přičemž v posledńı úpravě jsme využili fakt, že imaginárńı část integrandu je sudá funkce. Integrál

J =def

∫ +∞

r=−∞

r

1 + r2
ei|ξ|r dr

spočteme s pomoćı integrace v komplexńı rovině. Integrujeme-li funkci

g(z) =def
z

1 + z2
ei|ξ|z

přes polokružnici v horńı polorovině, to jest přes křivku

γ = γ1 ∪ γ2 = {z = t, t ∈ (−R,R)} ∪
{
z = Reiφ, φ ∈ (0, π)

}
,
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dostaneme

lim
R→+∞

∫
γ

g(z) dz = J + lim
R→+∞

∫ π

φ=0

Reiφ

1 +R2e2iφ
ei|ξ|ReiφRieiφ dφ = J.

Skutečnost, že druhý z integrál̊u v limitě vymiźı, aneb

lim
R→+∞

∫ π

φ=0

Reiφ

1 +R2e2iφ
ei|ξ|ReiφRieiφ dφ = 0,

snadno ověř́ıme s pomoćı technik diskutovaných na cvičeńı. Z residuové věty ovšem také plyne, že

lim
R→+∞

∫
γ

g(z) dz = 2πi resa∈intΓ g,

kde intγ znač́ı vnitřek oblasti ohraničené křivkou γ. Proto

J = 2πi resa∈intΓ g.

Funkce g má uvnitř křivky γ jen jednu singularitu a sice v bodě a = i. Tato singularita je jednonásobným pólem, a
proto plat́ı

resa=i
z

1 + z2
ei|ξ|z =

( z
2z

ei|ξ|z
)∣∣∣
z=a

=
1

2
e−|ξ|,

kde jsme použili lemma o výpočtu residua v jednonásobném pólu. Vrát́ıme se zpět k výpočtu Fourierovy transformace
a vid́ıme, že

I =
1

|ξ| (2π)
1
2

=
{∫ +∞

r=−∞

r

1 + r2
ei|ξ|r dr

}
=

1

|ξ| (2π)
1
2

={J} =
1

|ξ| (2π)
1
2

={2πi resa∈intΓ g} = (2π)
1
2

1

2 |ξ|
e−|ξ|,

odkud

F

[
1

1 + |x|2

]
(ξ) =

√
π

2

1

|ξ|
e−|ξ|.
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3.[20] S pomoćı Fourierovy transformace vyřešte pro x ∈ R parciálńı diferenciálńı rovnici

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
− γu,

kde k a γ jsou kladné konstanty, a počátečńı podmı́nka je

u(x, t)|t=0 = f(x).

Nejprve odvod’te obecný vzorec pro řešeńı úlohy. (Obecné řešeńı je dáno prostřednictv́ım konvolučńıho integrálu.) Pro
speciálńı počátečńı podmı́nku

f(x) = e−x
2

pak najděte explicitńı předpis pro funkci u(x, t).

Řešeńı:

Provedeme Fourierovu transformaci v̊uči proměnné x. Z tabulky pro Fourierovu transformaci v́ıme, že

F
[
∂2u

∂x2

]
(ξ) = −ξ2F [u] (ξ),

což můžeme úsporně zapsat jako

∂̂2u

∂x2
= −ξ2û.

Toto značeńı použijeme při výpočtu. Fourierova transformace dané rovnice je tedy

∂û

∂t
= −k ξ2û− γû.

Tuto diferenciálńı rovnici v proměnné t řeš́ıme s počátečńı podmı́nkou

û|t=0 = f̂ .

Řešeńım diferenciálńı rovnice s př́ıslušnou počátečńı podmı́nkou je funkce

û = f̂e(−kξ2−γ)t.

Pokud dokážeme spoč́ıst zpětnou Fourierovy transformaci û, źıskáme řešeńı p̊uvodńı parciálńı d́ıferenciálńı rovnice.
Potřebujeme spoč́ıst

F−1 [û] (x) =
1

(2π)
1
2

∫
ξ∈R

f̂(ξ)e(−kξ2−γ)te−ixξ dξ.

V ideálńım př́ıpadě se nám podař́ı zpětnou Fourierovu transformaci vyjádřit jako konvolučńı integrál zahrnuj́ıćı
počátečńı podmı́nku f . V tabulce Fourierových transformaćı dohledáme, že plat́ı

F
[
e−ax

2
]

(ξ) =
1√
2a

e−
ξ2

4a ,

F−1 [F [g]F [h]] (x) =
1√
2π

[g ? h] (x),

kde hvězdička znač́ı operátor konvoluce, který je definován jako

[g ? h] (x) =def

∫
y∈R

g(x− y)h(y) dy.

Vrát́ıme se zpět ke vztahu pro inverzńı Fourierovu trasformaci, a vid́ıme, že

F−1 [û] (x) =
1

(2π)
1
2

∫
ξ∈R

f̂(ξ)e(−kξ2−γ)te−ixξ dξ = e−γt
1

(2π)
1
2

∫
ξ∈R

f̂(ξ)e−kξ
2te−ixξ dξ

= e−γt
1

(2π)
1
2

∫
ξ∈R

f̂(ξ)

̂(
e−

x2

4kt

√
2kt

)
e−ixξ dξ = e−γt

1√
2π

[
f ?

e−
x2

4kt

√
2kt

]
(x) = e−γt

∫
y∈R

f(x− y)
e−

y2

4kt

√
4πkt

dx,

přičemž v druhém členu v integrálu rozeznáváme fundamentálńı řešeńı pro rovnici vedeńı tepla. (To neńı náhoda,
p̊uvodńı rovnice přejde po přechodu k nové neznámé ũ =def ueγt na standardńı rovnici vedeńı tepla pro funkci ũ.)
Můžeme tedy prohlásit, že obecné řešeńı zadané diferenciálńı rovnice s př́ıslušnou počátečńı podmı́nkou je dáno vzorcem

u(x, t) = e−γt
∫
y∈R

f(x− y)
e−

y2

4kt

√
4πkt

dx.
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Pokud je počátečńı podmı́nka daná vztahem

f(x) = e−x
2

,

pak řešeńı spočteme dosazeńım do právě odvozeného vzorce. Jest

u(x, t) = e−γt
∫
y∈R

e−(x−y)
2 e−

y2

4kt

√
4πkt

dx = e−γt
e−

x2

1+4kt

√
1 + 4kt

,

kde jsme použili standardńı úpravu s doplněńım na čtverec.

Vzorové řešeńı pro f(x) = e−x
2

vyvěšené na internetových stránkách 10. prosince bylo v tomto bodě chybné.
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4.[10] Spočtěte Laplaceovu transformaci funkce
f(x) =

√
x.

Řešeńı:

Laplaceovu transformaci spočteme dle definice, jest

L[
√
x](p) =

∫ +∞

x=0

√
xe−px dx =

∣∣∣∣ y2 = x
2ydy = dx

∣∣∣∣ = 2

∫ +∞

y=0

√
y2e−py

2

dy = −2

∫ +∞

y=0

∂

∂p

(
e−py

2
)

dy

= −2
d

dp

∫ +∞

y=0

e−py
2

dy = − d

dp

√
π

p
=

√
π

2
p−

3
2 ,

přičemž při výpočtu jsme využili větu o záměně integrálu a derivace a známou hodnotu integrálu
∫ +∞
x=0

e−ax
2

dx =
√
π

2
√
a
.
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5.[30] Ukažte, že jedńım z možných řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice

d2f

dx2
− xf = 0,

je funkce

f(x) =
1

π

∫ +∞

ξ=0

cos

(
ξ3

3
+ xξ

)
dξ,

přičemž integrál v definici je chápán ve smyslu hlavńı hodnoty, aneb f(x) = limR→+∞
1
π

∫ R
ξ=0

cos
(
t3

3 + xξ
)

dξ. Ukažte,

že pro x→ +∞ plat́ı

f(x) ≈ 1

2
√
πx

1
4

e−
2
3x

3
2 .

Řešeńı:

Pokusme se rovnici vyřešit s použit́ım Fourierovy transformace. Pro účely pozděǰśı diskuse bude vhodné pracovat
s rovnićı zapsanou pro neznámou funkci g,

d2g

dx2
− xg = 0.

S použit́ım standardńıch pravidel pro Fourierovu transforamci derivace a a Fourierovy transformaci funkce násobené
proměnnou dostaneme, že Fourierova transformace dané ronice je

−ξ2F [g]− 1

i

d

dξ
F [g] = 0.

Pro Fourier̊uv obraz funkce f tedy plat́ı
d

dξ
F [g] = −iξ2F [g] .

Řešeńım této rovnice je

F [g] = e−i
ξ3

3 .

(Integračńı konstantu voĺıme tak, aby pro výslednou funkci f platilo d2f
dx2

∣∣∣
x=0

= 0, což plyne z p̊uvodńı diferenciálńı

rovnice.) Řešeńı p̊uvodńı diferenciálńı rovnice źıskáme jako inverzńı Fourierovu transformaci funkce ei
ξ3

3 , což po expli-
citńım dosazeńı do vzorce pro inverzńı Fourierovy transformaci dává

g =
1√
2π

∫ +∞

ξ=−∞
e−i

ξ3

3 e−iξx dξ.

Nyńı si stač́ı uvědomit, že funkce ξ3

3 + ξx je lichá funkce, a proto plat́ı

1√
2π

∫ +∞

ξ=−∞
e−i

ξ3

3 e−iξx dξ =
1√
2π

∫ +∞

ξ=−∞
cos

(
ξ3

3
+ ξx

)
dξ − 1√

2π
i

∫ +∞

ξ=−∞
sin

(
ξ3

3
+ ξx

)
dξ

=

√
2

π

∫ +∞

ξ=0

cos

(
ξ3

3
+ ξx

)
dξ.

Funkce g definovaná jako

g(x) =

√
2

π

∫ +∞

ξ=0

cos

(
ξ3

3
+ ξx

)
dξ

je tedy řešeńım p̊uvodńı obyčejné diferenticálńı rovnice, což jsme chtěli dokázat. (Řeš́ıme linárńı diferenciálńı rovnici
bez počátečńıch/okrajových podmı́nek. Multiplikativńı konstanta tud́ıž nehraje žádnou roli, lze ji zvolit libovolně.
Z toho plyne, že funkce f , která je od funkce g lǐśı o multiplikativńı konstantu, je také řešeńım p̊uvodńı rovnice.)

Asymptotický rozvoj pro x → +∞ lze źıskat r̊uznými technikami. V zásadě lze bud’ pracovat př́ımo s diferenciálńı
rovnićı nebo lze využ́ıt integrálńıho vztahu pro řešeńı diferenciálńı rovnice. Ukážeme si druhou techniku, která vycháźı
př́ımo z integrálńıho vztahu pro řešeńı. Pro funkci f plat́ı

f(x) =
1

π

∫ +∞

ξ=0

cos

(
ξ3

3
+ xξ

)
dξ =

1

2π

∫ +∞

ξ=−∞
cos

(
ξ3

3
+ xξ

)
dξ =

1

2πi

∫ +i∞

η=−i∞
e
η3

3 −xη dη

=
1

2πi

∫
γ={z∈C, z=it, t∈(−∞,∞)}

e
z3

3 −xz dz.
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Výsledkem je křivkový integrál v komplexńı rovině. Nyńı zdeformujeme integračńı křivku γ, namı́sto př́ımky z = it,
t ∈ (−∞,+∞) budeme integrovat podél př́ımky z = δ + it, t ∈ (−∞,+∞), z residuové věty v́ıme, že je to totéž.
(Podobné triky známe z př́ıklad̊u na Laplaceovu transformaci.) Po úpravě integračńı křivky dostaneme

f(x) =
1

2π

∫ +∞

t=−∞
e

(δ+it)3

3 −x(δ+it) dt =
1

2π

∫ +∞

t=−∞
e
δ3

3 −δt
2−xδe

i
(
δ2t− t33 −xt

)
dt.

Nyńı zvoĺıme δ =
√
x, což vede k tomu, že exponenciála s komplexńı jednotkou neobsahuje členy s proměnnou x.

Skutečne, pro δ =
√
x dostaneme

f(x) =

(
1

2π

∫ +∞

t=−∞
e
δ3

3 −δt
2−xδe

i
(
δ2t− t33 −xt

)
dt

)∣∣∣∣
δ=
√
x

=
1

2π
e−

2
3x

3
2

∫ +∞

t=−∞
e−
√
xt2e−i

t3

3 dt.

Integrál rozeṕı̌seme jako∫ +∞

t=−∞
e−
√
xt2e−i

t3

3 dt =

∫ +∞

t=−∞
e−
√
xt2 cos

(
t3

3

)
dt− i

∫ +∞

t=−∞
e−
√
xt2 sin

(
t3

3

)
dt,

přičemž imaginárńı část je identicky rovná nule, nebot’ integrand je zjevně lichá funkce. Nyńı konečně přicháźı čas pro
aproximaci. Uvědomı́me si, že chceme popsat asymptotické chováńı pro velká x, což znamená, že∫ +∞

t=−∞
e−
√
xt2 cos

(
t3

3

)
dt ≈

∫ +∞

t=−∞
e−
√
xt2 dt.

(Exponenciálńı člen stlač́ı hodnotu integrandu k nule mnohme dř́ıve než se stač́ı projevit vliv oscilace kv̊uli členu

cos
(
t3

3

)
.) Posledńı integrál lze vyč́ıslit, ∫ +∞

t=−∞
e−
√
xt2 dt =

√
π

x
1
2

,

což po dosazeńı vede na

f(x) ≈ 1

2
√
πx

1
4

e−
2
3x

3
2 .

Funkce f , kterou jsme zkoumali se jmenuje Airy function. Budete-li pečlivě hledat v r̊uzných zdroj́ıch, jistě naraźıte i
na odvozeńı asymptotického chováńı pomoćı prvně jmenované techniky, tedy pouze s použit́ım difrenciálńı rovnice.
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