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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale co nejpřesněji od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké
tvrzeńı, nezapomeňte ověřit splněńı předpoklad̊u.

Jméno a př́ıjmeńı:

Skupina:

Př́ıklad 1 2 3 Celkem bod̊u

Bod̊u 35 30 35 100

Źıskáno

1.[35] Pomoćı integrace vhodné komplexńı funkce spočtěte integrál∫ +∞

−∞

sinx

(x2 + 1)(x− π)
dx,

přičemž integrál chápeme ve smyslu hlavńı hodnoty.

Řešeńı:

Integrál spočteme standardńım postupem, nejprve si uvědomı́me, že ve smyslu hlavńı
hodnoty plat́ı∫ +∞

x=−∞

sinx

(x2 + 1)(x− π)
dx = =

(∫ +∞

t=−∞

eit

(t2 + 1)(t− π)
dt

)
.

Pro pozděǰśı použit́ı si označme

J =def

∫ +∞

t=−∞

eit

(t2 + 1)(t− π)
dt.

Z uvedeného plyne, že hledaný integrál můžeme zkusit spoč́ıst pomoćı integrace funkce

f(z) =def
eiz

(z2 + 1)(z − π)

přes křivku γR,ε =def γ
1
R,ε + γ2

R,ε + γ3
R,ε + γ4

R,ε naznačenou na Obrázku 1 a následným
limitńım přechodem R→ +∞ a ε→ 0+. Parametrizace jednotlivých křivek jsou

γ1
R,ε : z = t, t ∈ [−R, π − ε],

−γ2
R,ε : z = εeit, t ∈ [0, π],

γ3
R,ε : z = t, t ∈ [π + ε,R],

γ4
R,ε : z = Reit, t ∈ [0, π].

Plat́ı∫
γR,ε

f(z) dz =

∫ π−ε

t=−R

eit

(t2 + 1)(t− π)
dt+

∫
γ2

R,ε

f(z) dz

+

∫ R

t=π+ε

eit

(t2 + 1)(t− π)
dt+

∫
γ4

R,ε

f(z) dz
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Provedeme-li limitńı přechod R → +∞ a ε → 0+, můžeme druhý integrál na pravé
straně spoč́ıst podle věty o obcházeńı jednonásobného pólu, která ř́ıká

Bud’ funkce f meromorfńı funkce v okoĺı bodu z0 a bud’ tento bod jej́ım
pólem násobnosti jedna. Uvažujme kladně orientovanou křivku γε, která je
kruhovým obloukem o poloměru r vymezeným úhly α, β ∈ R, α < β, aneb

γε =
{
z ∈ C| z = z0 + εeis, s ∈ [α, β]

}
.

Pak plat́ı

lim
ε→0+

∫
γε

f(z) dz = i (β − α) Resz0 f.

V našem př́ıpadě je α = 0, β = π a u výsledného integrálu muśıme změnit znaménko,
nebot’ pól chceme ob́ıhat v obačném směru, než je požadováno ve větě o obcházeńı
jednonásobného pólu. Dostaneme tedy

lim
ε→0+

∫
γ2

R,ε

f(z) dz = −πi Resπ f(z).

Od limitńıho přechodu dále očekáváme vymizeńı posledńıho integrálu na pravé straně,
aneb

lim
R→+∞

∫
γ4

R,ε

f(z) dz = 0,

což se nám snad podař́ı ukázat pomoćı Jordanova lemmatu. Celkem tedy plat́ı

lim
R→+∞

lim
ε→0+

∫
γR,ε

f(z) dz = J − πi Resπ f(z)

Integrál na levé straně lze spoč́ıst podle residuové věty

lim
R→+∞

lim
ε→0+

∫
γR,ε

f(z) dz = 2πi
∑
a∈A

Resa f(z),

kde množina A obsahuje všechny singularity funkce f(z) uvnitř křivky γR,ε, což je v
limitě horńı polorovina. Funkce f má v horńı polorovině jen jeden pól násobnosti jedna
a sice v bodě i. Z residuové věty tud́ıž plyne

lim
R→+∞

lim
ε→0+

∫
γR,ε

f(z) dz = 2πi Resi f(z).

Odkud dostaneme rovnost

J = πi Resπ f(z) + 2πi Resi f(z).

Zbývá tedy spoč́ıst residua v př́ıslušných bodech a ověřit splněńı předpoklad̊u Jordanova
lemmatu. Věnujme se nejprve Jordanovu lemmatu. Lemma ř́ıká:
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Bud’ α, β ∈ R, α < β a uvažujme funkci f spojitou na množině A ={
z ∈ C| z = Reis, R > ρ, s ∈ [α, β]

}
, kde ρ ∈ R+ je dané kladné reálné č́ıslo.

Označme
MR =def max

z∈γR

|f(z)| ,

kde křivka γR je kruhový oblouk o poloměru R vymezený úhly α a β, aneb

γR =
{
z ∈ C| z = Reis, s ∈ [α, β]

}
.

Pak plat́ı:

1. Je-li limR→+∞RMR = 0, pak lim
R→+∞

∫
γR
f(z) dz = 0.

2. Je-li limR→+∞MR = 0 a je-li [α, β] ⊂ [0, π], pak lim
R→+∞

∫
γR

eiδzf(z) dz = 0,

kde δ > 0 je libovolné kladné reálné č́ıslo.

V našem př́ıpadě chceme použ́ıt druhou část tvrzeńı, přičemž zkoumáme integrál

lim
R→+∞

∫
γ4

R,ε

eiz
1

(z2 + 1)(z − π)
dz.

Stač́ı tedy ověřit, že
lim

R→+∞
MR = 0,

což ovšem snadno plyne z náleduj́ıćı nerovnosti

MR = max
t∈[0,π]

∣∣∣∣ 1

(R2e2it + 1)(Reit − π)

∣∣∣∣ ≤ 1

(R2 − 1)(R− π)
,

kde jsme využili d̊usledku trojúhelńıkové nerovnosti

1

|a− b|
≤ 1

||a| − |b||
.

Věnujme se nyńı výpočtu residúı v př́ıslušných bodech. Jak bod π tak bod i jsou jed-
nonásobnými póly, a proto lze použ́ıt tvrzeńı

Bud’te f(z), g(z) holomorfńı funkce na okoĺı bodu z0 a necht’ má
funkce g(z) v bodu z0 kořen násobnosti jedna, pak

Resz0
f(z)

g(z)
=

f(z)

g′(z)

∣∣∣∣
z=z0

.

V našem př́ıpadě tedy plat́ı

Resπ f(z) = Resπ
eiz

(z2 + 1)(z − π)

= Resπ
eiz

(z2 + 1)

1

(z − π)
=

eiz

(z2 + 1)

∣∣∣∣
z=π

=
eiπ

π2 + 1
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a dále

Resi f(z) = Resi
eiz

(z2 + 1)(z − π)
= Resπ

eiz

z − π
1

z2 + 1

=
eiz

z − π

∣∣∣∣
z=i

1

2z

∣∣∣∣
z=i

= − i

2e(i− π)
.

Vrat́ıme se zpět k p̊uvodńımu problému a vid́ıme, že

J =
iπeiπ

π2 + 1
+

π

e(i− π)
,

aneb
J = −i

π

π2 + 1
− π

e(1 + π2)
(π + i) ,

odkud stač́ı vyč́ıst imaginárńı část a konečně dostaneme č́ıselnou hodnotu hledaného
integrálu∫ +∞

x=−∞

sinx

(x2 + 1)(x− π)
dx = − π

π2 + 1
+

π

e(1 + π2)
= − π

π2 + 1

(
1 +

1

e

)
.

π

γ1
R,ε

i

ε

γ4
R,ε

γ3
R,ε

γ2
R,ε

R

Obrázek 1: Integračńı křivka pro výpočet integrálu
∫ +∞
−∞

sin x
(x2+1)(x−π)dx.
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2.[30] Pomoćı integrace vhodné komplexńı funkce spočtěte integrál∫ 2π

0

1

(5− 3 sinx)
2 dx.

Řešeńı:

Použijeme standardńı substituci,

cosx =
eix + e−ix

2
,

sinx =
eix − e−ix

2i
,

z = eix,

odkud plyne dz = iz dx. Je-li x ∈ (0, 2π), pak |z| = 1, a integrace tedy po substituci
přejde na integraci přes jednotkovou kružnici, viz Obrázek 2. Označme si

f(z) =def
1(

5− 3
z+ 1

z

2i

)2 1

iz
,

což lze upravit do tvaru

f(z) =
4iz

(3z2 − 10iz − 3)
2 .

Po provedeńı substituce dostaneme∫ 2π

0

1

(5− 3 sinx)
2 dx =

∫
|z|=1

f(z) dz.

Pro výpočet integrálu
∫
|z|=1

f(z) dz použijeme residuovou větu,∫
|z|=1

f(z) dz = 2πi
∑
a∈A

Resa f(z)

kde A jsou všechny singularity funkce f uvnitř jednotkové kružnice. Najděme nyńı sing-
luarity funkce f . K tomu stač́ı vyřešit kvadratickou rovnici 3z2−10iz−3, jej́ıž kořeny z1,2
najdeme pomoćı standardńıho vzorce

z1,2 =
10i±

√
−100 + 36

6
=

{
3i,
i
3 .

Funkce f má tedy dva dvojnásobné póly, přičemž uvnitř jednotkové kružnice lež́ı pouze
pól v bodě i

3 . Spočteme residuum funkce f v tomto bodě, přičemž pro výpočet residua

v dvojnásobném pólu i
3 použijeme tvrzeńı

Bud’ f(z) komplexńı funkce, která má v bodě z0 pól násobnosti
nejvýše n, pak

Resz0 f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

(
dn−1

dzn−1
((z − z0)nf(z))

)
.
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V našem př́ıpadě je n = 2 a plat́ı tedy

Res i
3
f(z) = lim

z→ i
3

(
d

dz

((
z − i

3

)2
4iz

9
(
z − i

3

)2
(z − 3i)

2

))

=
d

dz

4iz

9 (z − 3i)
2

∣∣∣∣∣
z= i

3

=
4i

9

(z − 3i)
2 − 2z (z − 3i)

(z − 3i)
4

∣∣∣∣∣
z= i

3

= − 5

64
i.

Celkem proto ∫
|z|=1

f(z) dz = 2πi

(
− 5

64
i

)
=

5

32
π,

aneb ∫ 2π

0

1

(5− 3 sinx)
2 dx =

5

32
π.

i
3

γ

R = 1

Obrázek 2: Integračńı křivka pro výpočet integrálu
∫ 2π

0
1

(5−3 sin x)2
dx.
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3.[35] Pomoćı integrace vhodné komplexńı funkce spočtěte integrál∫ +∞

−∞

1

(x2 + 1)2(x2 + 4)
dx.

Řešeńı:

Integrál

I =def

∫ +∞

−∞

1

(x2 + 1)2(x2 + 4)
dx.

spočteme pomoćı integrace funkce f(z),

f(z) =def
1

(z2 + 1)2(z2 + 4)

přes křivku γR =def γ
1
R+γ2

R naznačenou na Obrázku 3 a následným limitńım přechodem
R→ +∞. Parametrizace jednotlivých křivek jsou

γ1
R : z = t, t ∈ [−R,R],

γ2
R : z = Reit, t ∈ [0, π].

Plat́ı ∫
γR

f(z) dz =

∫ R

t=−R

1

(t2 + 1)2(t2 + 4)
dt+

∫ π

t=0

1

(R2e2it + 1)2(R2e2it + 4)
dt.

Integrál na levé straně lze spoč́ıst podle residuové věty∫
γR

f(z) dz = 2πi
∑
a∈A

Resa f(z),

kde A jsou všechny singularity funkce f uvnitř křivky γR. Funkce f má zjevně sinbularity
v bodech ±i a ±2i, uvnitř křivky γR lež́ı (pro dostatečně velké R) pouze body i a 2i.
Bod i je pól násobnosti dva, bod 2i je pól násobnosti jedna. Residuová věta tedy ř́ıká,
že ∫

γR

f(z) dz = 2πi (Resi f(z) + Res2i f(z)) .

Residua spočteme s využit́ım dostupných vět. Pro výpočet residua v jednonásobném
pólu 2i použijeme tvrzeńı

Bud’te f(z), g(z) holomorfńı funkce na okoĺı bodu z0 a necht’ má
funkce g(z) v bodu z0 kořen násobnosti jedna, pak

Resz0
f(z)

g(z)
=

f(z)

g′(z)

∣∣∣∣
z=z0

.
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Plat́ı tedy

Res2i f(z) = Res2i
1

(z2 + 1)2
1

z2 + 4
=

1

(z2 + 1)2

∣∣∣∣
z=2i

1

2z

∣∣∣∣
z=2i

= − 1

36
i.

Pro výpočet residua v dvojnásobném pólu i použijeme tvrzeńı

Bud’ f(z) komplexńı funkce, která má v bodě z0 pól násobnosti
nejvýše n, pak

Resz0 f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

(
dn−1

dzn−1
((z − z0)nf(z))

)
.

V našem př́ıpadě je n = 2, plat́ı tedy

Resi f(z) = lim
z→i

(
d

dz

(
(z − i)2

1

(z2 + 1)2
1

z2 + 4

))
= lim
z→i

(
d

dz

(
(z − i)2

1

(z − i)2(z + i)2
1

z2 + 4

))
= lim
z→i

(
d

dz

(
1

(z + i)2(z2 + 4)

))
= − 1

(z + i)4(z2 + 4)2
(
2(z + i)(z2 + 4) + 2(z + i)2z

)∣∣∣∣
z=i

= − 1

36
i.

Celkem tedy (pro dostatečně velké R) plat́ı∫
γR

f(z) dz = 2πi

(
− 1

36
i− 1

36
i

)
=
π

9
.

Na druhou stranu ovšem v́ıme, že plat́ı

lim
R→+∞

∫
γR

f(z) dz = I + lim
R→+∞

∫ π

t=0

1

(R2e2it + 1)2(R2e2it + 4)
.

Podař́ı-li se nám ukázat, že druhý integrál na pravé straně v limitě vymiźı, dostaneme
výsledek

I =
π

9
.

Zbývá ukázat, že skutečně plat́ı

lim
R→+∞

∫ π

t=0

1

(R2e2it + 1)2(R2e2it + 4)
= 0,

k čemuž použijeme prvńı část Jordanova lemmatu, které zńı takto:

Bud’ α, β ∈ R, α < β a uvažujme funkci f spojitou na množině A ={
z ∈ C| z = Reis, R > ρ, s ∈ [α, β]

}
, kde ρ ∈ R+ je dané kladné reálné č́ıslo.

Označme
MR =def max

z∈γR

|f(z)| ,

kde křivka γR je kruhový oblouk o poloměru R vymezený úhly α a β, aneb

γR =
{
z ∈ C| z = Reis, s ∈ [α, β]

}
.

Pak plat́ı:
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1. Je-li limR→+∞RMR = 0, pak lim
R→+∞

∫
γR
f(z) dz = 0.

2. Je-li limR→+∞MR = 0 a je-li [α, β] ⊂ [0, π], pak lim
R→+∞

∫
γR

eiδzf(z) dz = 0,

kde δ > 0 je libovolné kladné reálné č́ıslo.

Potřebujeme tedy dokázat, že

lim
R→+∞

RMR = lim
R→+∞

R max
t=[0,π]

∣∣∣∣ 1

(R2e2it + 1)2(R2e2it + 4)

∣∣∣∣ = 0.

To je ovšem snadné. Použijeme d̊usledek trojúhleńıkové nerovnosti

1

|a− b|
≤ 1

||a| − |b||
,

a okamžitě dostaneme požadované. Vskutku, pro dostatečně velké R plat́ı

R max
t∈[0,π]

∣∣∣∣ 1

(R2e2it + 1)2(R2e2it + 4)

∣∣∣∣ ≤ R 1

(R2 − 1)2(R2 − 4)

R→+∞→ 0.

i

R
2i

γ1
R

γ2
R

Obrázek 3: Integračńı křivka pro výpočet integrálu
∫ +∞
−∞

1
(x2+1)2(x2+4)dx.


