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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale přesně od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké tvrzeńı, nezapomeňte ověřit splněńı
předpoklad̊u.

Uvažujte prouděńı nestlačitelné Navier–Stokes tekutiny v rovinném kanálu. V bezrozměrných proměnných se tedy
zaj́ımáme o prouděńı popsané soustavou rovnic

dv

dt
= −∇p + 1

Re
∆v, (1a)

divv = 0, (1b)

s okrajovou podmı́nkou
v∣y=±1 = 0. (1c)

Rychlostńı pole V, které je řešeńım úlohy (1) za předpokladu konstatńıho tlakového gradientu ve směru osy z, je rychlostńı
pole s parabolickým profilem,

V = Vẑeẑ, (2)

kde Vẑ = (1 − r2).
Zaj́ımáme se o časovou evoluci porušeného rychlostńıho pole v =V+v′, kde porucha v′ splňuje stejné okrajové podmı́nky

jako V a nav́ıc je periodická ve směru osy z.

1. Připomeňte si, že linearizovaná evolučńı rovnice pro poruchy v′ v̊uči základńımu rychlostńımu poli V je

∂v′

∂t
+ (v′ ● ∇)V + (V ● ∇)v′ = −∇p′ + 1

Re
∆v′. (3)

Ukažte, že aplikaćı operátoru divergence na evolučńı rovnici pro poruchy lze odvodit diferenciálńı rovnici pro tlak p′ ve
tvaru

−∆p′ = 2 (∇v′) ∶ (∇V)⊺ . (4)

2. Využijte vztah (4) a zformulujte evolučńı rovnici pro ∆v′ (Laplace̊uv operátor aplikovaný na vektor v′.) Tuto rovnici
označte (A).

3. Zformulujte evolučńı rovnici pro rotv′ (Laplace̊uv operátor aplikovaný na vektor v′.) Tuto rovnici označte (B).

4. Předpokládejte, že rychlostńı pole v′ = v′(x, t) je dáno ve tvaru

v′(x, t) = ṽ(y)ei(βx+αz−ωt), (5)

kde ṽ(y) je komplexńı funkce proměnné y, α a β jsou reálná č́ısla a ω je komplexńı č́ıslo.

(a) Ukažte, že pokud je splněna okrajová podmı́nka v′(x, t)∣y=±1 = 0, pak pro vektor ṽ(y) plat́ı okrajové podmı́nky

ṽŷ ∣
y=±1 = 0, (6a)

dṽŷ

dy
∣
y=±1

= 0. (6b)

(b) Ukažte, že pokud známe y složku rychlostńıho pole ṽ, to jest ṽŷ, a dále y složku rotace rychlostńıho pole ṽ, to jest

(rot ṽ)ŷ, pak dokážeme kompletně zrekonstruovat všechny složky vektoru ṽ. (Najděte prośım explicitńı vztah pro

ṽx̂ a ṽẑ jakožto funkćı ṽŷ a (rot ṽ)ŷ.)

(c) Uvědomte si, že pokud je imaginárńı část ω kladná, pak porucha v′ roste v čase.

5. Použijte (5) a rovnici (A) a ukažte, že y složka rychlostńıho pole ṽ, to jest ṽŷ, splňuje rovnici

(−iω + iαVẑ)( d2
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d2Vẑ
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= 1
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( d2

dy2
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2

ṽŷ, (7a)

kde k2 =def α2+β2. Použijte (5) a rovnici (B) a ukažte, že y složka rotace rychlostńıho pole rot ṽ, to jest η̃ŷ =def (rot ṽ)ŷ,
splňuje rovnici

(−iω + iαVẑ) η̃ŷ + iβṽŷ
dVẑ

dy
= 1

Re
( d2

dy2
− k2) η̃ŷ. (7b)

6. Uvažujte Orr–Sommerfeld rovnici
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ṽŷ,
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kde okrajové podmı́nky jsou dány (6). (To jest rovnici (7a) s β = 0.) Úloha má zjevně tvar

iωBṽŷ = Aṽŷ, (8)

kde A a B jsou diferenciálńı operátory, což je zobecněný problém pro vlastńı č́ısla ω. Použijte vaši obĺıbenou numerickou
metodu a najděte vlastńı č́ısla ω pro hodnoty parametr̊u Re = 6000, α = 1.020 a Re = 5000, α = 1.020. (Vlastńı č́ısla
vykreslete v komplexńı rovině a uved’te numerické hodnoty prvńıch tř́ı vlastńıch č́ısel, řazeno vzestupně podle velikosti
imaginárńı části.)

Diskuse: Celý problém stability prouděńı se nám podařilo redukovat na úlohu hledáńı vlastńıch č́ısel jistých jednoduchých
diferenciálńıch perátor̊u. Pro zvolené Reynoldsovo č́ıslo Re postupně procháźıme všechna α a zkoumáme, zda všechna vlastńı
č́ısla problému (8) maj́ı zápornou imginárńı část. Pokud ano, prouděńı je v daném režimu, to jest pro dané Reynoldsovo
č́ıslo, lineárně stabilńı. Pokud pro dané Reynoldsovo č́ıslo Re existuje α takové, že alespoň jedno vlastńı č́ıslo úlohy (8) má
kladnou imaginárńı část, tak je prouděńı v daném režimu lineárně nestabilńı.

Návod: Diskusi numerického řešeńı Orr–Sommerfeld rovnice najdete např́ıklad v praćıch Trefethen (2000) a Weideman
and Reddy (2000). Tamtéž jsou dosupné vzorové skripty v prostřed́ı MATLAB, které můžete využ́ıt k řešeńı zadané úlohy.
(Pokud byste měli pot́ıže se źıskáńım zmı́něných text̊u, tak mně prośım napǐste email a já vám pošlu kopii.)

Poznámka: V pr̊uběhu řešeńı jsme “zahodili” rovnici (7b) a zvolili jsme β = 0. Samozřejmě pro to existuje dobrý d̊uvod.
V př́ıpadě, že vás tato záhada zaj́ımá, můžete si přeč́ıst p̊uvodńı článek Squire (1933).
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