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Jméno:

1. Bud’ v potenciálńı rychlostńı pole, v = ∇ϕ. Ukažte, že pro materiálové zrychleńı dv
dt

plat́ı

dv
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2

2
) .

Řešeńı:

Definice materiálové derivace jest
dv

dt
= ∂v

∂t
+ (v ● ∇)v,

dosazeńım v = ∇ϕ dostaneme
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2. Ukažte, že v př́ıpadě rovinné deformace x = χ(X, t) dané předpisem

x1 = f1(X1,X2),
x2 = f2(X1,X2),
x3 =X3,

je jedno z vlastńıch č́ısel λ1 čisté deformace U, F = RU, rovné jedné. Ukažte dále, že deformace je isochorická právě když
pro zbývaj́ıćı vlastńı č́ısla λ2, λ3 plat́ı λ2 = 1

λ3
.

Řešeńı:

Dle definice je

F = ∂χ
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a U = F⊺F, tedy
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.

Vlastńı č́ısla U urč́ıme řešeńım rovnice
det (U − λI) = 0,

což v našem př́ıpadě vede na rovnici

det
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z čehož je zjevné, že λ = 1 je skutečně řešeńım charakteristické rovnice a tedy vlastńım č́ıslem U.

Definice isochorické deformace je detF = 1, užijeme-li rozklad F = RU, vid́ıme, že

detF = detRdetU = detU = λ1λ2λ3,

kde jsme využili toho, že detR = 1 a kde {λi}3i=1 znač́ı vlastńı č́ısla U. Předchoźı výpočet ukázal, že jedno z vlastńıch
č́ısel muśı být rovné jedné, necht’ je to kupř́ıkladu λ1, pak je detF = λ2λ3 a z podmı́nky na isochorickou deformaci
detF = 1 již okamžitě plyne požadované tvrzeńı.
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3. Ukažte, že v př́ıpadě rovinného napět́ı splňuje napět́ı T definované prostřednictv́ım Airy funkce ψ = ψ(x1, x2)

T11 =
∂2ψ

∂x22
,

T22 =
∂2ψ

∂x21
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T12 = −
∂2ψ
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,

rovnice rovnováhy pro nulové objemové śıly.

Řešeńı:

Rovnice rovnováhy pro nulové objemové śıly je
divT = 0,

což po přepisu do souřadnicové podoby vede na systém rovnic
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Po dosazeńı za Tij (tensor T je symetrický, T12 = T21) dostaneme
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což je zjevně splněno pokud je možné zaměnit pořad́ı parciálńıch derivaćı.

4. Rychlostńı pole je v Euler souřadnićıch x zadáno vztahem

v(x, t) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
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Cauchy tenzor napět́ı má tvar

T(x, t) = α
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
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,

kde α je konstanta. Najděte objemovou śılu f tak, aby v(x, t) a T(x, t) byly řešeńım rovnice momentu hybnosti.

Řešeńı:

Vı́me, že symetrie tenzoru napět́ı T⊺ = T a platnost zákona zachováńı hybnosti vede na platnost zákona zachováńı
momentu hybnosti. Tenzor T je zjevně symetrický, stač́ı tedy navrhnout objemovou śılu tak, aby splňovala zákon
zachováńı hybnosti. Rovnice zákona zachováńı hybnosti je

ρ
dv

dt
= divT + ρb.

Spočtěme tedy dv
dt

a divT,
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Divergence Cauchy tenzoru napět́ı je

divT =
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Objemová śıla muśı splňovat rovnici hybnosti, a proto ji zadefinujeme

b =def
dv

dt
− α
ρ

divT.

Nyńı stač́ı dosadit dř́ıve spočtené a výsledkem je

b =
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5. Archiméd̊uv zákon ve zněńı uváděném ve středoškolských učebnićıch ř́ıká:
”
Těleso ponořené do kapaliny je nadlehčováno

vztlakovou silou, jej́ıž velikost se rovná t́ıze kapaliny stejného objemu, jako je objem ponořeného tělesa.“ Dokažte toto
tvrzeńı z

”
diferenciálńıch rovnic v mechanice kontinua“, všechny předpoklady pečlivě zformulujte!

Řešeńı:

Śıla p̊usob́ıćı na těleso ponořené v tekutině je

F = ∫
∂B

TndS,

kde ∂B znač́ı povrch tělesa a n je jednotková vněǰśı normála k povrchu tělesa. K výpočtu śıly tedy potřebujeme znát
pole napět́ı. Uvažujme nestlačitelnou newtonovskou tekutinu

T = −pI + 2µD.

Pohybové rovnice popisuj́ıćı prouděńı tekutiny jsou Navier–Stokes rovnice

div v = 0,

ρ
dv

dt
= divT + ρb,

kde ρ je hustota tekutiny.

V
”
zákoně“ se hovoř́ı o tělese ponořeném do kapaliny, tedy tělese ponořeném do kapaliny, která je v klidu, v = 0. A

patrně se vše odehrává v homogenńım gravitačńım poli b = −geẑ. Nulové rychlostńı pole zjevně splňuje div v = 0,
zbývá naj́ıt řešeńı rovnice hybnosti. Levá strana rovnice je nulová a pravá se, pro Navier–Stokes tekutinu, zjednoduš́ı
na −∇p − ρgeẑ. Rovnice hybnosti rozepsaná do složek je tedy

0 = −∂p
∂x
,

0 = −∂p
∂y
,

0 = −∂p
∂z

− ρg.

Řešeńım je evidentně tlakové pole p(x, y, z) = p0 − ρgz. Śıla p̊usob́ıćı na těleso je tedy

F = ∫
∂B

TndS = −∫
∂B

pIndS = −∫
∂B
(p0 − ρgz)ndS.

Pod́ıvejme se, jak vypadá pr̊umět śıly F do libovolného (konstantńıho) vektoru t,

t ●F = −∫
∂B
((p0 − ρgz) t)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

u

●ndS.

Pravá strana je vhodná k aplikaci Stokes věty,

−∫
∂B

u ● ndS = −∫
B

div udV.
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Lehce ukážeme, že div u = (∇p) ● t = −ρgeẑ ● t, a proto

t ●F = ∫
B
ρgeẑ ● tdV = ρgeẑ ● t∫

B
dV = ρV geẑ ● t,

kde V je objem tělesa. Rovnost plat́ı pro libovolný konstantńı vektor t a śıla p̊usob́ıćı na těleso je tud́ıž

F = ρV geẑ,

což odpov́ıdá tvrzeńı
”
zákona“.


