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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale co nejpřesněji od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké tvrzeńı, nezapomeňte ověřit
splněńı předpoklad̊u.

Jméno a př́ıjmeńı:

Skupina:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem bod̊u

Bod̊u 12 14 8 10 6 50

Źıskáno

1.[12] Napǐstě obecný tvar Taylorova rozvoje (s Lagrangeovým tvarem zbytku) pro funkci f v bodě z0.

Odvod’te Taylor̊uv rozvoj funkce
f(z) = 3

√
1 + z,

v bodě z0 = 0.

Užit́ım Taylorových rozvoj̊u vhodných funkćı spočtěte limitu

lim
x→0

arctan (1 − cosx)

sin4 x + e − e
3
√

1−x2
.

Řešeńı:

Obecný tvar Taylorova rozvoje je:

f(x) =

n
∑

k=0

f (k) (x0)

k!
(x − x0)

k
+

f (n+1) (ξ)

(k + 1)!
(x − x0)

k
,

kde ξ ∈ (x0, x).

Dosazeńım do výše uvedeného vzorce dostaneme

3
√

1 + z =

n
∑

k=0

(

3

k

)

zk + o
(

zk
)

,

kde
(

n
k

)

= n(n−1)···(n−k+1)
k! .

Vı́me, že plat́ı

cosx = 1 − x2

2!
+

x4

4!
+ o

(

x5
)

,

ze vztahu pro obecný Taylor̊uv rozvoj snadno zjist́ıme, že

arctan y =

+∞
∑

k=0

1

k!

dk

dyk
(arctany)

∣

∣

∣

∣

y=0

yk = arctan y|y=0 +
1

1 + y2

∣

∣

∣

∣

y=0

y − 2y

(1 + y2)
2

∣

∣

∣

∣

∣

y=0

y2 + o
(

y2
)

= y + o
(

y2
)

,

výraz v čitateli má proto Taylor̊uv rozvoj

arctan (1 − cosx) = arctan

(

x2

2!
+ o

(

x2
)

)

=
x2

2!
+ o

(

x2
)

.

Složitý výraz ve jmenovateli proto stač́ı rozvést pouze do řádu o
(

x2
)

, což mimo jiné znamená, že členem sin4 x =
(

x − x3

3! + o
(

x4
)

)4

= o
(

x2
)

se v̊ubec nemuśıme zabývat. Zbývá nalézt rozvoj členu e − e
3
√

1−x2

. Poč́ıtejme

e − e
3
√

1−x2

= e
(

1 − e
3
√

1−x2−1
)

= e

(

1 − e

“

1− x
2

3
+o(x2)

”

−1
)

= e
(

1 − e−
x
2

3
+o(x2)

)

= e

(

1 −
(

1 − x2

3
+ o

(

x2
)

))

=
e

3
x2 + o

(

x2
)

,

kde jsme využili známé rovoje

(1 + y)
1

n =

+∞
∑

k=0

(

n

k

)

yk = 1 +
y

n
+ o (y) ,

ey =
∑

k=0

xk

k!
= 1 + y + o (y) .
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celkem tedy

lim
x→0

arctan (1 − cosx)

sin4 x + e − e
3
√

1−x2
. = lim

x→0

x2

2! + o
(

x2
)

e
3x2 + o (x2)

= lim
x→0

x2

(

1
2 +

o(x2)
x2

)

x2
(

e
3 + o(x2)

x2

) =
3

2e
.

Závěrem drobná poznámka. Uvědomte si prośım, že rozvoj

ey =
∑

k=0

xk

k!
= 1 + y + o (y)

plat́ı pro y → 0. Nelze tedy kupř́ıkladu psát (jak bylo často vidět ve zkouškové ṕısemné práci)

e
3
√

1−x2

=

+∞
∑

k=0

(

3
√

1 − x2
)k

k!
,

a to proto, že 3
√

1 − x2 6→ 0 pro x → 0. Pokud chcete nalézt Taylor̊uv rozvoj zmı́něné funkce (tedy e
3
√

1−x2

), muśıte
bud’ použ́ıt obecný vzorec pro Taylor̊uv rozvoj a vypoč́ıtat tedy všechny potřebné derivace a vyč́ıslit je v př́ıslušných
bodech, nebo můžete použ́ıt početńı trik tak, jako ve výše uvedeném postupu, tedy

e
3
√

1−x2

= e(
3
√

1−x2−1+1) = e · e(
3
√

1−x2−1),

kde je nyńı
(

3
√

1 − x2 − 1
)

→ 0 a lze proto použ́ıt známý vzorec pro rovoj exponenciály v nule.
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2.[14] Vyšetřete pr̊uběh následuj́ıćıch funkce (definičńı obor, obor hodnot, prostá, sudá nebo lichá, spojitost, body nespoji-
tosti, limity v bodech nespojitosti, diferencovatelnost, spojitost derivace, limity derivace v bodech nespojitosti derivace,
monotonie, konvexńı, konkávńı, lokálńı a globálńı extrémy, inflexńı body, asymptoty, graf).

f(x) = lnx +
∣

∣x2 − 3x + 2
∣

∣

Řešeńı:

Definičńı oborem zkoumané funkce je zřejmě R+ (kv̊uli funkci lnx). Funkce zjevně neńı ani sudá ani lichá nebot’ je
definována pouze na kladné reálné poloose. Funkce neńı periodická. Jest

x2 − 3x + 2 = (x − 1) (x − 2) ,

zkoumejme tedy funkci f na třech intervalech, jmenovitě

lnx +
∣

∣x2 − 3x + 2
∣

∣ =











lnx + x2 − 3x + 2 x ∈ (0, 1),

lnx − x2 + 3x − 2 x ∈ (1, 2),

lnx + x2 − 3x + 2 x ∈ (2, +∞).

Hodnoty funkce v bodech x = 1 a x = 2 jsou f(1) = 0 a f(2) = ln 2 > 0. Limity v krajńıch bodech definičńıho oboru
jsou

lim
x→0+

f(x) = −∞,

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

V bodě x = 0 má tedy funkce vertikálńı asymptotu. Funkce je na svém definičńım oboru spojitá (funkce je složeńım a
součtem spojitých funkćı).

Spočtěme prvńı derivaci

d

dx

(

lnx +
∣

∣x2 − 3x + 2
∣

∣

)

=











d
dx

(

lnx + x2 − 3x + 2
)

= 1
x

+ 2x − 3 x ∈ (0, 1),
d
dx

(

lnx − x2 + 3x − 2
)

= 1
x
− 2x + 3 x ∈ (1, 2),

d
dx

(

lnx + x2 − 3x + 2
)

= 1
x

+ 2x − 3 x ∈ (2, +∞).

Limity derivace v bodech x = 1 a x = 2 jsou

lim
x→1−

f ′(x) = 0,

lim
x→1+

f ′(x) = 2,

lim
x→2−

f ′(x) = −1

2
,

lim
x→2+

f ′(x) =
3

2
,

derivace v těchto bodech tedy neexistuje.

Najděme body, kde f ′(x) = 0, jest

1

x
+ 2x − 3 = 0, pro x ∈ (0, 1) ∪ (2, +∞)

1

x
− 2x + 3 = 0, pro x ∈ (1, 2).

Řěšeńım prvńı rovnice je x1 = 1
2 a x2 = 1, řešeńım druhé rovnice je x1 = 3

4 ±
√

17
4 , vzhledem k omezeńım kladeným na

x tedy máme pouze dva stacionárńı body, xa = 1
2 ∈ (0, 1) ∪ (2, +∞) a xb = 3

4 +
√

17
4 ∈ (1, 2). Funkce je tud́ıž rosoućı

na intervalech
(

0, 1
2

)

,
(

1, 3
4 +

√
17
4

)

a (2, +∞) a je klesaj́ıćı na intervalech
(

1
2 , 1

)

a
(

3
4 +

√
17
4 , 2

)

.

Spočtěme druhou derivaci

d2

dx2

(

lnx +
∣

∣x2 − 3x + 2
∣

∣

)

=











d2

dx2

(

lnx + x2 − 3x + 2
)

= − 1
x2 + 2 x ∈ (0, 1),

d2

dx2

(

lnx − x2 + 3x − 2
)

= − 1
x2 − 2 < 0 x ∈ (1, 2),

d2

dx2

(

lnx + x2 − 3x + 2
)

= − 1
x2 + 2 x ∈ (2, +∞).
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Najděme body, kde f ′′(x) = 0. Stač́ı řešit rovnici

− 1

x2
+ 2 = 0,

pro zkoumané rozmeźı x má uvedená rovnice jedinné řešeńı a sice xc = 1√
2
. Funkce je tud́ıž konkávńı na intervalu

(

0, 1√
2

)

a na intervalu (1, 2) a je konvexńı na intervalu
(

1√
2
, 1

)

a na intervalu (2, +∞).

Vybaveni těmito informacemi můžeme nakreslit graf (viz obrázek 1). Z grafu vyčteme zbývaj́ıćı informace: funkce neńı

prostá, obor hodnot je R. Funkce má lokálńım maximum v bodě xa = 1
2 a xb = 3

4 +
√

17
4 , funkce má lokálńı minimum

v bodě x = 1 a v bodě x = 2.
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3. (a)[3] Necht’ plat́ı, že lim
x→x0

f(x) = −∞, kde x0 ∈ R⋆ a ∀x ∈ P(x0) plat́ı, že g(x) < −β, kde β > 0. Co lze ř́ıci o limitě

lim
x→x0

f(x)g(x)? Své tvrzeńı dokažte.

(b)[5] Uvažujte funkci f ∈ C ([a, b]). Necht’ dále pro každé racionálńı č́ıslo y ∈ Q ∩ [a, b] plat́ı, že f(y) = 0. Ukažte, že pak
muśı být f(z) = 0 pro každé z ∈ [a, b].

Řešeńı:

Ze zadáńı př́ıkladu v́ıme (obecná definice limity)

∀L > 0, ∃Pδ(x0), ∀x ∈ Pδ(x0) : f(x) < −L, (1)

∃β > 0, ∀x ∈ Pµ(x0) : g(x) < −β.

Potom ale nutně
∀x ∈ Pδ(x0) ∩ Pµ(x0) : f(x)g(x) > Lβ.

Pro libovolné M > 0 lze tedy naj́ıt δ (plyne z (1), kde L voĺıme jako M
β

) tak, aby platilo f(x)g(x) > Lβ = M
β

β = M ,

což je vpodstatě definice limity limx→x0
f(x)g(x) = +∞.

Věnujme se nyńı druhé části př́ıkladu, proved’me d̊ukaz sporem. Necht’ z⋆ ∈ [a, b] ∩ (Q ∪ [a, b]) a cht’ je v tomto bodě
f(z⋆) 6= 0. Ze spojitosti funkce f pak ovšem plyne, že muśı existovat takové okoĺı Uδ(z

⋆) tak, že funkce f je zde
nenulová, aneb ∀x ∈ Uδ(z

⋆) : f(x) > 0. V tomto okoĺı ale zároveň vždy bude nějaké racionálńı č́ıslo y ∈ Uδ(z
⋆) ∩ Q a

muśı tedy být f(y) = 0, což je spor.
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4.[10] Pro funkci f ∈ C ([a, b]) zformulujte a dokažte základńı větu diferenciálńıho a integrálńıho počtu.

Dokažte, že je-li funkce f spojitá na R, pak existuje primitivńı funkce, to jest existuje funkce F taková, že F ′ = f .
Návod: Uvědomte si, že R = ∪+∞

n=1[−n, n].

Řešeńı:

Základńı věta diferenciálńıho a integrálńıho počtu pro f ∈ C ([a, b]) zńı:

Bud’ f ∈ C ([a, b]) pak definujeme

Fa(x) =

∫ x

a

f(y) dy,

s konvenćı Fa(a) = 0. Pak plat́ı

∀x0 ∈ [a, b) : F ′
a(x0+) = f(x0+),

∀x0 ∈ (a, b] : F ′
a(x0−) = f(x0−),

neboli Fa(x) je primitivńı funkce k f na (a, b).

Větu dokážeme kupř́ıkladu takto. (Zabývejme se např́ıklad o derivaci zprava, x0 ∈ [a, b).)

F ′
a(x0+) = lim

x→x0+

Fa(x) − Fa(x0)

x − x0
= lim

x→x0+

1

x − x0

(
∫ x

a

f(y) dy −
∫ x0

a

f(y) dy

)

= lim
x→x0+

1

x − x0

∫ x0

x

f(y) dy = lim
x→x0+

1

x − x0

∫ x0

x

(f(y) − f(x0+)) dy + f(x0+) = f(x0+)

a to za předpokladu, že podař́ı ukázat limx→x0+
1

x−x0

∫ x0

x
(f(y) − f(x0+)) dy → 0, k čemuž využijeme spojitosti

funkce f(x). Je-li totiž funkce f(x) spojitá na uzavřeném intervalu [a, b], pak lze pro libovolné ε > 0 naj́ıt takové x,
aby maxy∈[x0,x] |f(y) − f(x0+)| < ε, proto

lim
x→x0+

1

x − x0

∫ x0

x

(f(y) − f(x0+)) dy ≤ lim
x→x0+

1

x − x0
max

y∈[x0,x]
|f(y) − f(x0+)|

∫ x0

x

dy = max
y∈[x0,x]

|f(y) − f(x0+)| ≤ ε.

Přikročme nyńı k d̊ukazu existence primitivńı funkce na celém R. Je-li f ∈ C (R), pak dle základńı věty diferenciálńıho
a integrálńıho počtu nutně existuje primitivńı funkce na jakémkoliv intervalu [−n, n], označme si ji Fn. Pak plat́ı
∀x ∈ (−n, n) : F ′

n(x) = f(x). Definujme si nyńı Gn(x) = Fn(x) − Fn(0) a následně pak konečně primitivńı funkci na
celém R jako F (x) = Gn(x) pro x ∈ [−n, n] z konstrukce pak plyne, že funkce F (x) je skutečně primitivńı fucnḱı a že
je určená jednoznačně.
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5.[6] Uvažujte následuj́ıćı matematickou hru. Zvoĺıme kladné reálné č́ıslo x, a pak spočteme
√

x, tento proces opakujeme

nekonečněkrát (v druhém kroku hry tedy kupř́ıkladu dostaneme
√√

x). Jaké č́ıslo (pokud v̊ubec nějaké) dostaneme na
konci hry?

Řešeńı:

Úlohu lze vyřečeit kupř́ıkladu takto. Po prvńı aplikaci odmocniny na č́ıslo x dostaneme
√

x, druhá aplikace odmocniny

dává
√√

x =
(

x
1

2

)
1

2

= x
1

4 , n-tá aplikace odmocniny tedy vyúst́ı v x
1

2n . Nyńı stač́ı provést limitu limn→+∞ x
1

2n =

limn→+∞ e
ln x

20 = 1.

Př́ıpadně lze použ́ıt následuj́ıćı postup. Úloha se zřejmě dá zapsat rekurzivně, v n + 1-tém kroku hry dostaneme

an+1 =
√

an, (2)

kde an je výsledek z předchoźıho, n-tého, kroku. Zkoumejme nyńı posloupnost {an}+∞
n=1, zřejmě plat́ı

√
x < x, x > 1,

√
x = x, x = 1,

√
x > x, x < 1,

vše je zřejmé z grafu funkce odmocnina, v př́ıpadě potřeby byste jistě dokázali naj́ıt přesněǰśı argument. Pro a0 = 1
je tedy nutně limn→+∞ an = 1 a dále pro a0 > 1 plat́ı an+1 < an a naopak an+1 > an, posloupnost je nav́ıc v obou
př́ıadech omezená. V obou př́ıpadech tedy máme omezené monotónńı posloupnosti, podle př́ıslušné věty tedy tyto
posloupnosti muśı mı́t limitu, označmě si ji a+ a a−, limitńım přechodem v rekurentńım vztahu (2) ovšem dostaneme

lim
n→+∞

an+1 = lim
n→+∞

√
an,

a± =
√

a±.

Pro limitńı hodnotu tedy máme rovnici a± =
√

a±, jej́ımž řešeńım je a± = 0 nebo a± = 1, zjevně nemůže být a± = 0,
výsledkem hry je proto v každém př́ıpadě a = 1.
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Obrázek 1: Graf funkce lnx +
∣

∣x2 − 3x + 2
∣

∣.


