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Primitivńı funkce najděte všude, kde existuj́ı. Množinu, na jaké plat́ı vámi odvozený vztah pro primitnivńı funkci přesně
popǐste.

Jméno a př́ıjmeńı:

Skupina:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem bod̊u

Bod̊u 10 10 5 10 15 50

Źıskáno

1.[10]
∫

√
1 + x

x
dx

Řešeńı:

Definičńı obor integrandu je zjevně (−1, 0) ∪ (0, +∞). Poč́ıtejme (mysleme si, že výpočet prob́ıhá bud’ na intervalu
(−1, 0) nebo na intervalu (0, +∞))

∫
√

1 + x

x
dx =

∫

1 + x

x
√

1 + x
dx =

∫

1√
1 + x

dx +

∫

1

x
√

1 + x
dx =

1

2

√
1 + x +

∫

1

x
√

1 + x
dx,

kde zbývaj́ıćı integrál spočteme kupř́ıkladu tako

∫

1

x
√

1 + x
dx =

∣

∣

∣

∣

u =
√

1 + x x = u2 − 1
du = 1

2
1√
1+x

dx = 1
2

1
u
dx

∣

∣

∣

∣

=

∫

2
du

u2 − 1
=

∫

du

u − 1
−
∫

du

u + 1
= ln

∣

∣

∣

∣

u − 1

u + 1

∣

∣

∣

∣

= ln

∣

∣

∣

∣

√
1 + x − 1√
1 + x + 1

∣

∣

∣

∣

.

Integrál
∫

2
du

u2 − 1

lze pochopitelně spoč́ıt také užit́ım tabulkové primitivńı funkce, jest

∫

2
du

u2 − 1
= −2

∫

du

1 − u2
=

{

−2 arctanh (u) , |u| < 1

−2 arccotanh(u) , |u| > 1
=

{

−2 arctanh
(√

1 + x
)

, x ∈ (−1, 0),

−2 arccotanh(u) , x ∈ (0, +∞).

Celkem tedy:
∫

√
1 + x

x
dx =

1

2

√
1 + x + ln

∣

∣

∣

∣

√
1 + x − 1√
1 + x + 1

∣

∣

∣

∣

+ C,

kde konstanta C může být jiná na intervalu (−1, 0) a na intervalu (0, +∞). Definičńı obor primitivńı funkce se shoduje
s definičńım oborem integrandu, vztah F ′ = f plat́ı na celém definičńım oboru.

2.[10]
∫

x

(1 − x)
3

2

dx

Řešeńı:

Definičńı obor integrandu je zřejmě (−∞, 1). Poč́ıtejme

∫

x

(1 − x)
3

2

dx =

∣

∣

∣

∣

∣

u = x u′ = 1
v′ = x

(1−x)
3

2

v = − 2√
1−x

∣

∣

∣

∣

∣

= − 2x√
1 − x

+

∫

2√
1 − x

dx = − 2x√
1 − x

− 4
√

1 − x,

celkem tedy
∫

x

(1 − x)
3

2

dx = − 2x√
1 − x

− 4
√

1 − x + C = − 2x√
1 − x

+
4√

1 − x
+ C.

Definičńı obor primitivńı funkce se shoduje s definičńım oborem integrandu, vztah F ′ = f plat́ı na celém definičńım
oboru.



NMAF 051, ZS 2008-2009 Třet́ı zápočtový test 8. ledna 2008

3.[5]
∫

e2x

ex + 1
dx

Řešeńı:

Definičńı obor integrandu je zřejmě R. Poč́ıtejme

∫

e2x

ex + 1
dx =

∣

∣

∣

∣

u = ex

du = ex dx = u dx

∣

∣

∣

∣

=

∫

u2

u(u + 1)
du =

∫

u

u + 1
du =

∫
(

1 − 1

u + 1

)

du

= u − ln |u + 1| = ex − ln |ex + 1| + C.

Definičńı obor primitivńı funkce se shoduje s definičńım oborem integrandu, vztah F ′ = f plat́ı na celém definičńım
oboru.

4.[10]
∫

1

sinhx
dx

Řešeńı:

Definičńı obor integrandu je zřejmě (−∞, 0) ∪ (0, +∞). Poč́ıtejme

∫

1

sinhx
dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = tanh x
2

du = 1
cosh2 x

2

dx =
cosh2 x

2
−sinh2 x

2

cosh2 x

2

dx =
(

1 − tanh2 x
2

)

dx = (1 − u2) du

sinhx = 2 sinh x
2 cosh x

2 = 2
sinh x

2

cosh x

2

cosh2 x
2 = 2

tanh x

2

1−tanh2 x

2

= 2u
1−u2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∫

1
2u

1−u2

2

1 − u2
du =

∫

1

u
du = ln |u| = ln

∣

∣

∣
tanh

x

2

∣

∣

∣
,

substituci u = tanh x
2 lze, na rozd́ıl od substituce u = tan x

2 použ́ıvané pro integrály obsahuj́ıćı klasické goniometrické
funkce, použ́ıt pro x ∈ R.

Př́ıpadně můžeme výpočet provést takto

∫

1

sinhx
dx =

∫

1
ex−e−x

2

dx =

∣

∣

∣

∣

u = ex

du = ex dx = u dx

∣

∣

∣

∣

=

∫

1
u− 1

u

2

1

u
du

= −2

∫

1

1 − u2
du = −2 arctanhu = −2 arctanh ex,

kde |u| < 1, neboli x < 0. Pro |u| > 1 bychom pochopitelně museli namı́sto funkce arctanh použ́ıt funkci arccotanh
(pod́ıvejte se d̊ukladně do tabulky základńıch primitivńıch funkćı). Uvedený integrál lze také spoč́ıst rozkladem na
parciálńı zlomky.

Celkem tedy
∫

1

sinhx
dx = ln | tanh

x

2
| + C,

kde konstanta C může být jiná na intervalu (−∞, 0) a na intervalu (0, +∞). Definičńı obor primitivńı funkce se shoduje
s definičńım oborem integrandu, vztah F ′ = f plat́ı na celém definičńım oboru.

5.[15]
∫

1

3 + 2 sin x
dx

Řešeńı:
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Bud’ a, b ∈ R
+, a > b. Poč́ıtejme

∫

1

a + b sinx
dx =

∣

∣

∣

∣

∣

y = tan x
2 x ∈ (−π, π) + 2kπ

dy = 1
2

1
cos2 x

2

dx = 1
2

(

1 + tan2 x
2

)

dx = 1
2

(

1 + y2
)

dx sin x = 2 sin x
2 cos x

2 =
2 tan x

2

1+tan x

2

= 2y

1+y2

∣

∣

∣

∣

∣

=

∫

1

a + b 2y

1+y2

2

1 + y2
dy =

∫

2

ay2 + 2by + a
dy =

∫

2

a
(

y2 + 2 b
a
y + 1

) dy =

∫

2

a
(

(

y + b
a

)2
+ 1 − b2

a2

) dy

=

∫

2a

a2 − b2

1
(

ay+b√
a2−b2

)2

+ 1

dy =

∣

∣

∣

∣

∣

u = ay+b√
a2−b2

du = a√
a2−b2

dy

∣

∣

∣

∣

∣

=
2√

a2 − b2

∫

1

u2 + 1
du =

2√
a2 − b2

arctanu

=
2√

a2 − b2
arctan

(

a tan
(

x
2

)

+ b√
a2 − b2

)

+ C(−π,π).

Na intervalu, kde je možné použ́ıt substituci y = tan x
2 tedy plat́ı

2√
a2 − b2

arctan

(

a tan
(

x
2

)

+ b√
a2 − b2

)

+ C(−π,π)+2kπ .

Soustřed’me se na interval (−π, π), limity v krajńıch bodech tohoto intervalu jsou

lim
x→π−

2√
a2 − b2

arctan

(

a tan
(

x
2

)

+ b√
a2 − b2

)

+ C(−π,π) =
2√

a2 − b2

π

2
+ C(−π,π)

lim
x→−π+

2√
a2 − b2

arctan

(

a tan
(

x
2

)

+ b√
a2 − b2

)

+ C(−π,π) = − 2√
a2 − b2

π

2
+ C(−π,π),

abychom tedy mohli primitivńı funkce na jednotlivých intervalech (−π, π)+2kπ napojit, je potřeba na každém intervalu
vystoupat o 2π√

a2−b2
. Po slepeńı jednotlivých část́ı lze definovat primitnivńı funkci na celém R (v bodech π + 2kπ je

funkčńı hodnota definovaná jako limita):

F =







2√
a2−b2

arctan

(

a tan(x

2 )+b
√

a2−b2

)

+ k 2π√
a2−b2

+ C, x ∈ (−π, π) + 2kπ,

(2k − 1) π√
a2−b2

, x = −π + 2kπ.

kde konstanta C má stejnou hodnotu na všech intervalech.


