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Jednotlivé kroky při výpočtech stručně, ale co nejpřesněji od̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké
tvrzeńı, nezapomeňte ověřit splněńı předpoklad̊u.

Jméno a př́ıjmeńı:

Skupina:

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem bod̊u

Bod̊u 15 25 10 20 15 85

Źıskáno

1.[15] Bud’ a ∈ R
+. Určete pro jaká b ∈ R konverguje (to jest existuje a je konečný) následuj́ıćı

(Lebesgue̊uv) integrál:

F (b) =

∫ +∞

−∞

e−ax2+bxdx.

Pro taková b ∈ R, pro která integrál konverguje, vyšetřete diferencovatelnost funkce F (b),

napǐste vztah pro dF (b)
db

a spočtěte hodnotu funkce F (b).

Řešeńı:

Funkce f(x, b) = e−ax2+bx je spojitá (vzhledem k proměnné x) a nezáporná na (měřitelné)
množině (−∞, +∞). Lebesgue̊uv integrál

∫

f(x, b)dx tud́ıž exituje pro libovolné b ∈ R,
zbýbá rozhodnout zda je konečný—problematickými body jsou v tomto př́ıpadě body
±∞, limitńı srovnávaćı kritérium ovšem dává

lim
x→±∞

e−ax2+bx

e±x
= 0

a v ±∞ je tedy f(x, b) bezpečně kontrolována lebesgueovsky integrovatelnou funkćı e±x

(která má konečný Lebesgue̊uv integrál). Integrál
∫

f(x, b)dx tud́ıž existuje a je konečný
pro libovolné b ∈ R.

Zkoumejme nyńı derivaci funkce F (b) v bodě b = B, k tomu použijeme větu o záměně
derivace a integrálu, která ř́ıká:

Bud’ f(x, b) : I × J → R, kde I ⊂ R a J ⊂ R. Necht’ plat́ı

• Funkce f(x, b) jakožto funkce proměnné b je diferencovatelná pro skoro
všechna x ∈ I.

• Funkce f(x, b) jakožto funkce proměnné x je lebesgueovsky měřitelná
pro všechna b ∈ J .

• Existuje lebesgueovsky integrovatelná funkce g : I → R taková, že pro
skoro všechna b ∈ J plat́ı | d

db
f(x, b)| ≤ g(x).

• Existuje b0 ∈ J tak, že funkce f(x, b0) jakožto funkce proměnné x je
lebesgueovsky integrovatelná na I.
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Pak je pro každé b ∈ J funkce f(x, b), jakožto funkce x, lebesguovsky inte-
grovatelná na I, funkce

F (b) =

∫

I

f(x, b)dx

je diferencovatelná na I a plat́ı

dF

db
=

∫

I

d

db
f(x, b)dx.

V našem př́ıpadě volme I = (−∞, +∞), J = (B − ǫ, B + ǫ). Diferencovatelnost funkce
f(x, b) podle proměnné b je zřejmá, měřitelnost podle proměnné x jsme diskutovali
v úvodu, bod b0 ∈ J , ve kterém má být funkce f(x, b0) jakožto funkce proměnné x je le-
besgueovsky integrovatelná na I, nepochybně existuje, protože výše jsme dokonce zjistili,
že f(x, b) je lebesgueovsky integrovatelná pro libovolné b. Zbývá naj́ıt integrovatelnou
majorantu pro derivaci, což je snadné nebot’ plat́ı

∀x ∈ I, ∀b ∈ (B − ǫ, B + ǫ) :
∣

∣

∣
xe−ax2+bx

∣

∣

∣
≤ C(a)e−a x2

2 emax{B−ǫ,B+ǫ}|x|,

kde funkce na pravé straně je ovšem lebesgueovsky integrovatelná (to lze zjistit postupem
použitým v úvodu). V odhadu využ́ıváme nerovnosti

|xe−a x2

2 | ≤ max
x∈I

|xe−a x2

2 | = xe−a x2

2

∣

∣

∣

x=
√

1
2a

≤ C(a).

Všechny předpoklady věty o záměně derivace a integrálu jsou tedy splněné a funkce F (b)
má tud́ıž derivaci v každém bodě b ∈ J a následně tedy i v každém bodě b ∈ R (nebot’

bod B byl ve větě volen libovolně).

Derivace má hodnotu

dF (b)

db
=

∫ +∞

−∞

d

db
e−ax2+bxdx =

∫ +∞

−∞

xe−ax2+bxdx

= − 1

2a

∫ +∞

−∞

(−2ax + b)e−ax2+bxdx +
b

2a

∫ +∞

−∞

e−ax2+bxdx

= − 1

2a

[

e−ax2+bx
]+∞

−∞
+

b

2a
F (b) =

b

2a
F (b).

Źıskané rovnice
dF (b)

db
=

b

2a
F (b)

lze využ́ıt k výpočtu hodnoty F (b), řešeńım rovnice dostaneme

F (b) = Ce
b2

4a ,

kde C je (nezáporná) konstanta. Vı́me, že F (0) =
∫ +∞

−∞
e−ax2

dx =
√

π
a

a tedy C =
√

π
a
,

celkem

F (b) =

√

π

a
e

b2

4a .
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2.[25] Bud’ M = [0, 1]3 ⊂ R
3 krychle v R

3 a bud’ ω ∈ Λ2(R3) diferenciálńı 2-forma v R
3 daná

předpisem
ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + (ez + x)dx ∧ dy.

Spočtěte integrály (hranice M je orientovaná ve směru vněǰśı normály)
∫

∂M

ω

a
∫

M

dω

a ukažte, že jsou si oba integrály rovny (každý integrál poč́ıtejte zvlášt’ podle definice,
k výpočtu nepouž́ıvejte Stokesovu větu).

Řešeńı:

Spočtěme nejdř́ıve
∫

M

dω.

Vněǰśı diferenciál formy ω je

dω = dx ∧ dy ∧ dz + dy ∧ dz ∧ dx + ezdz ∧ dx ∧ dy = (1 + 1 + ez)dx ∧ dy ∧ dz

= (2 + ez)dx ∧ dy ∧ dz,

integrál formy dω přes množinu M je pak

∫

M

dω =

∫

M

(2+ ez)dx∧dy∧dz =

∫ 1

x=0

∫ 1

y=0

∫ 1

z=0

(2+ ez)dxdy dz =

∫ 1

z=0

(2+ ez)dz

= [2z + ez]
1
0 = (2 + e) − 1 = e + 1.

K výpočtu integrálu
∫

∂M

ω

budeme potřebovat parametrizace (vhodně orientované) stěn krychle [0, 1]3. Začněme
s parametrizaćı předńı a zadńı stěny (viz obrázek 2(a)). Parametrizace předńı stěny
(znač́ıme c1) krychle je

Φc1
(s) =











x = 1,

y = s,

z = t,

parametrizace zadńı stěny (znač́ıme c2) je

Φc2
(s) =











x = 0,

y = s,

z = t.

V obou př́ıpadech je s ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1). Zafixujme pořad́ı proměnných [s, t], pak

dΦc1,2

ds
=





0
1
0



 ,
dΦc1,2

dt
=





0
0
1



 ,
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vněǰśı normála k předńı stěně je

nc1
=





1
0
0



 ,

vněǰśı normála k zadńı stěně je

nc2
=





−1
0
0



 .

Orientaci urč́ıme podle znaménka determinantu det
[

dΦci

ds
,

dΦci

dt
,nci

]

. S uvedenými pa-

rametrizacemi je

det
c1





0 0 1
1 0 0
0 1 0



 = 1 > 0, det
c2





0 0 −1
1 0 0
0 1 0



 = −1 < 0.

Plocha c1 je tedy v dané parametrizaci orientována ve směru vněǰśı normály (+ znaménko
při integraci), plocha c2 je v dané parametrizaci orientována proti směru vněǰśı normály
(− znaménko při integraci—všechny části hranice muśı mı́t orientaci podle vněǰśı normály).

Přenos diferenciálńı formy Φ
⋆(ω) je na daných plochách roven

Φ
⋆
c1

(ω) = 1ds ∧ dt + 0 + 0 = ds ∧ dt,

Φ
⋆
c2

(ω) = 0ds ∧ dt + 0 + 0 = 0.

Obdobně postupujeme pro ostatńı stěny krychle. Pro pravou (znač́ıme c3) a levou (znač́ıme
c4) stěnu máme parametrizace

Φc3
(s) =











x = s,

y = 1,

z = t,

Φc4
(s) =











x = s,

y = 0,

z = t.

V obou př́ıpadech je s ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1). Zafixujme pořad́ı proměnných [s, t], pak

dΦc3,4

ds
=





1
0
0



 ,
dΦc3,4

dt
=





0
0
1



 ,

vněǰśı normála k pravé stěně je

nc3
=





0
1
0



 ,

vněǰśı normála k levé stěně je

nc4
=





0
−1
0



 .

Orientaci urč́ıme podle znaménka determinantu det
[

dΦci

ds
,

dΦci

dt
,nci

]

. S uvedenými pa-

rametrizacemi je

det
c3





1 0 0
0 0 1
0 1 0



 = −1 < 0, det
c4





1 0 0
0 0 −1
0 1 0



 = 1 > 0.
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Plocha c4 je tedy v dané parametrizaci orientována ve směru vněǰśı normály (+ znaménko
při integraci), plocha c3 je v dané parametrizaci orientována proti směru vněǰśı normály
(− znaménko při integraci—všechny části hranice muśı mı́t orientaci podle vněǰśı normály).

Přenos diferenciálńı formy Φ
⋆(ω) je na daných plochách roven

Φ
⋆
c3

(ω) = 0 + 1dt ∧ ds + 0 = −ds ∧ dt,

Φ
⋆
c4

(ω) = 0 + 0dt ∧ ds + 0 = 0.

Konečně pro posledńı dvojici stěn, dolńı (znač́ıme c5) a horńı (znač́ıme c6) stěnu máme
parametrizace

Φc5
(s) =











x = s,

y = t,

z = 0,

Φc6
(s) =











x = s,

y = t,

z = 1.

V obou př́ıpadech je s ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1). Zafixujme pořad́ı proměnných [s, t], pak

dΦc4,5

ds
=





1
0
0



 ,
dΦc3,4

dt
=





0
1
0



 ,

vněǰśı normála k dolńı stěně je

nc5
=





0
0
−1



 ,

vněǰśı normála k horńı stěně je

nc4
=





0
0
1



 .

Orientaci urč́ıme podle znaménka determinantu det
[

dΦci

ds
,

dΦci

dt
,nci

]

. S uvedenými pa-

rametrizacemi je

det
c5





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 = −1 < 0, det
c6





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = 1 > 0.

Plocha c6 je tedy v dané parametrizaci orientována ve směru vněǰśı normály (+ znaménko
při integraci), plocha c5 je v dané parametrizaci orientována proti směru vněǰśı normály
(− znaménko při integraci—všechny části hranice muśı mı́t orientaci podle vněǰśı normály).

Přenos diferenciálńı formy Φ
⋆(ω) je na daných plochách roven

Φ
⋆
c5

(ω) = 0 + 0 + (e0 + s)ds ∧ dt = (1 + s)ds ∧ dt,

Φ
⋆
c6

(ω) = 0 + 0 + (e1 + s)ds ∧ dt = (e + s)ds ∧ dt.
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Shromáždili jsme všechny potřebné informace k výpočtu integrálu, zbývá dosadit (s ohle-
dem na orientaci)

∫

∂M

ω =

6
∑

ci=1

∫

ci

ω =

∫

c1

ω −
∫

c2

ω −
∫

c3

ω +

∫

c4

ω −
∫

c5

ω +

∫

c6

ω

=

∫

c1

ω −
∫

c3

ω −
∫

c5

ω +

∫

c6

ω

=

∫ 1

s=0

∫ 1

t=0

Φ
⋆
c1

(ω) −
∫ 1

s=0

∫ 1

t=0

Φ
⋆
c3

(ω) −
∫ 1

s=0

∫ 1

t=0

Φ
⋆
c5

(ω) +

∫ 1

s=0

∫ 1

t=0

Φ
⋆
c6

(ω).

Dosad́ıme spočtené přenosy formy ω a dostaneme výsledek

∫ 1

s=0

∫ 1

t=0

ds dt−
∫ 1

s=0

∫ 1

t=0

(−1)ds dt−
∫ 1

s=0

∫ 1

t=0

(1 + s)ds dt +

∫ 1

s=0

∫ 1

t=0

(e + s)ds dt

= 1 + 1 −
[

s +
s2

2

]1

0

+

[

es +
s2

2

]1

0

= 1 + 1 − (1 +
1

2
) + (e +

1

2
) = e + 1,

což je kupodivu totéž jako
∫

M
dω.
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3.[10] Bud’ γ ⊂ R
2 křivka v R

2 zadaná implicitńı rovnićı x
2
3 + y

2
3 = 2, x, y ≥ 0. (Povšimněte si

prośım toho, že křivka lež́ı v prvńım kvadrantu.) Najděte délku křivky γ, to jest spočtěte
integrál

∫

γ

dl.

Křivku orientujte tak, aby byl bod [x, y] = [0, 2
3
2 ] jej́ım počátečńım bodem a bod [x, y] =

[2
3
2 , 0] jej́ım koncovým bodem. S takto zadanou orientaćı spočtěte

∫

γ

Tdl,

kde T je vektorové pole

T =

[

0
1

]

.

Řešeńı:

Křivku γ ⊂ R
2 můžeme parametrizovat např́ıklad takto

Φ(ϕ) =

{

x = 2
3
2 cos3 ϕ,

y = 2
3
2 sin3 ϕ,

kde ϕ ∈ (0, π
2 ). V této parametrizaci je

dΦ

dϕ
= 2

3
2 3

[

− cos2 ϕ sin ϕ

sin2 ϕ cosϕ

]

= 2
3
2 3 cosϕ sinϕ

[

− cosϕ

sin ϕ

]

a následně

dl =

∥

∥

∥

∥

dΦ

dϕ

∥

∥

∥

∥

= 2
3
2 3

√

cos4 ϕ sin2 ϕ + sin4 ϕ cos2 ϕ = 2
3
2 3
√

cos2 ϕ sin2 ϕ
(

cos2 ϕ + sin2 ϕ
)

= 2
3
2 3 cosϕ sin ϕ.

Odtud pak

∫

γ

dl =

∫ π
2

ϕ=0

2
3
2 3 cosϕ sin ϕdϕ =

∫ π
2

ϕ=0

2
3
2 3

sin 2ϕ

2
dϕ = 2

3
2 3

[

−cos 2ϕ

4

]
π
2

0

= 3
√

2.

Orientace křivky v dané parametrizaci je opačná než je požadováno (nebot’ Φ(0) =

[

2
3
2

0

]

,

což je ovšem koncový bod křivky), při výpočtu integrálu
∫

γ
Tdl s použit́ım uvedené

parametrizace muśıme tud́ıž změnit znaménko, je tedy

T • dl = T • dΦ

dϕ
= 2

3
2 3 cosϕ sin ϕ

[

0
1

]

•
[

− cosϕ

sin ϕ

]

= 2
3
2 3 cosϕ sin2 ϕ

a následně

∫

γ

Tdl = −
∫ π

2

ϕ=0

2
3
2 3 cosϕ sin2 ϕdϕ = −2

3
2 3

[

sin3 ϕ

3

]

π
2

0

= −2
3
2 .
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4.[20] Bud’ M =

{

x = [x, y, z] ∈ R
3|z =

(x2+y2)
3
2

3 , z ∈
[

0, 1
3

]

}

⊂ R
3 plocha v R

3. Najděte parame-

trizaci této plochy a určete jej́ı obsah, to jest spočtěte
∫

M

dS.

Plochu orientujte tak, aby pr̊umět jej́ı normály do roviny z = 0 mı́̌ril do počátku souřadné
soustavy. S takto zavedenou orientaćı spočtěte

∫

M

TdS =

∫

M

T • ndS,

kde vektorové pole T je dáno předpisem

T =





0
0

x2 + y2



 .

Řešeńı:

Uvedenou plochu lze parametrizovat např́ıklad následuj́ıćı zp̊usobem

Φ(s) =











x = r cosϕ,

y = r sin ϕ,

z = r3

3 ,

kde r ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π]. Zafixujme nyńı pořad́ı proměnných [r, ϕ]. Tečné vektory
v jednotlivých směrech jsou

dΦ

dr
=





cosϕ

sin ϕ

r2



 ,
dΦ

dϕ
=





−r sin ϕ

r cosϕ

0



 ,

vektorový součin těchto vektor̊u je

dΦ

dr
× dΦ

dϕ
= r





−r2 cosϕ

−r2 sin ϕ

1



 ,

parametrizace je tedy zjevně taková, že pr̊umět (do roviny z = 0) normálového vektoru
k ploše mı́̌ŕı do středu souřadného systému—ve výpočtu plošného integrálu

∫

M
TdS =

∫

M
T • ndS nebude potřeba změnit znaménko.

Element plochy dS je roven velikosti vektoru dΦ
dr

× dΦ
dϕ

, tud́ıž

dS =

∥

∥

∥

∥

dΦ

dr
× dΦ

dϕ

∥

∥

∥

∥

dr dϕ = r
√

1 + r4dr dϕ.

Alternativně lze pro výpočet plošného elementu použ́ıt Grammův determinant

dS =
√

det gdr dϕ,
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kde

det g =

[

dΦ
dr

• dΦ
dr

dΦ
dr

• dΦ
dϕ

dΦ
dϕ

• dΦ
dr

dΦ
dϕ

• dΦ
dϕ

]

= det

[

r4 + 1 0
0 r2

]

,

tud́ıž kupodivu opět

dS =
√

det gdr dϕ = r
√

1 + r4dr dϕ.

Spočtěme tedy

∫

M

dS =

∫ 1

r=0

∫ 2π

ϕ=0

r
√

1 + r4dr dϕ. = 2π

∫ 1

r=0

r
√

1 + r4dr.

Integrál přes proměnnou r spočteme takto

∫

r
√

1 + r4dr =

∣

∣

∣

∣

ρ = r2

dρ = 2rdr

∣

∣

∣

∣

=
1

2

∫

√

1 + ρ2dρ =

∣

∣

∣

∣

ρ = sinhx

dρ = coshxdx

∣

∣

∣

∣

=
1

2

∫

cosh2 xdx =

∫

1

4
(1 + cosh 2x) dx

=
1

4

(

x +
sinh 2x

2

)

=
1

4

(

arcsinhρ +
sinh (2 arcsinhρ)

2

)

=
1

4
(arcsinhρ + sinh (arcsinhρ) cosh (arcsinhρ))

=
1

4

(

arcsinh r2 + r2

√

1 + (r2)2
)

,

celkem tedy

2π

∫ 1

r=0

r
√

1 + r4dr = 2π

[

1

4

(

arcsinh r2 + r2

√

1 + (r2)
2

)]1

r=0

=
π

2

(

arcsinh 1 +
√

2
)

.

Obsah plochy M je tud́ıž
∫

M

dS =
π

2

(

arcsinh 1 +
√

2
)

.

Integrál
∫ 1

r=0 r
√

1 + r4dr lze př́ıpadně poč́ıtat i takto

∫

r
√

1 + r4dr =

∣

∣

∣

∣

ρ = r2

dρ = 2rdr

∣

∣

∣

∣

=
1

2

∫

√

1 + ρ2dρ

=

∣

∣

∣

∣

∣

u′ = 1 u = ρ

v =
√

1 + ρ2 v′ = ρ√
1+ρ2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

2

(

ρ
√

1 + ρ2 −
∫

ρ2

√

1 + ρ2
dρ

)

=
1

2

(

ρ
√

1 + ρ2 −
∫

√

1 + ρ2dρ +

∫

1
√

1 + ρ2
dρ

)

,

pravá strana nyńı opět obsahuje hledaný integrál, a proto lze setavit rovnici

∫

√

1 + ρ2dρ =
1

2

(

ρ
√

1 + ρ2 +

∫

1
√

1 + ρ2
dρ

)
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odkud

1

2

∫

√

1 + ρ2dρ =
1

4

(

ρ
√

1 + ρ2 + arcsinhρ
)

=
1

4

(

r2
√

1 + r4 + arcsinh r2
)

,

což je kupodivu shodné s předchoźım výsledkem.

Spočtěme nyńı
∫

M
TdS =

∫

M
T • dS =

∫

M
TdS =

∫

M
T • ndS. Již v́ıme, že

dS =
dΦ

dr
× dΦ

dϕ
= r





−r2 cosϕ

−r2 sin ϕ

1



 ,

a proto

T • dS =





0
0
r2



 • r





−r2 cosϕ

−r2 sin ϕ

1



 =





0
0
r3



 .

Je tedy (znaménko neměńıme, orientace plochy je správná)

∫

M

TdS =

∫ 2π

ϕ=0

∫ 1

r=0

r3dr dϕ = 2π

[

r4

4

]1

r=0

=
π

2
.
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5.[15] Odvod’te vzorec pro výpočet povrchu válce v R
4, to jest spočtěte

∫

M

dS,

kde M = ∂Ω, Ω =
{

x = [x1, x2, x3, x4] ∈ R
4|x2

1 + x2
2 + x2

3 ≤ R2, A ≤ x4 ≤ B
}

. Najděte pa-
rametrizaci množiny M (jakožto regulárńı plochy), nalezněte vztah pro velikost elementu
plochy dS.

Řešeńı:

Chceme-li parametrizovat povrch válce, muśıme naj́ıt parametrizaci pro podstavy a pro
plášt’. Parametrizace válce (jakožto tělesa) je kupř́ıkladu

Φválec(s) =



















x1 = r sin θ cosϕ,

x2 = r sin θ sin ϕ,

x3 = r cos θ,

x4 = s,

kde r ∈ [0, R], s ∈ [A, B], θ ∈ [0, π] a ϕ ∈ [0, 2π]. Odtud snadno źıskáme parametrizaci
pláště (stač́ı zafixovat r = R)

Φplášt’(s) =



















x1 = R sin θ cosϕ,

x2 = R sin θ sin ϕ,

x3 = R cos θ,

x4 = s,

a ostatńı proměnné nechat prob́ıhat p̊uvodńı intervaly. Parametrizace podstav je taktéž
jednoduchá, tentokrát stač́ı zafixovat proměnnou s = A (spodńı podstava) popř́ıpadě
s = B (horńı podstava), pro dolńı podstavu tedy máme

Φpodstava(s) =



















x1 = r sin θ cosϕ,

x2 = r sin θ sin ϕ,

x3 = r cos θ,

x4 = A.

Je zřejmé, že pro výpočet plochy podstavy neńı d̊uležité, jestli je s = A nebo s = B,
obsah obou podstav je stejný.

Spočtěme velikost plošného elementu dS pro plášt’ válce, k tomu použijeme Grammův
determinant (v R

4 nelze operovat s vektorovým součinem ×). Plat́ı

dS =
√

det gds dθ dϕ,

kde

det g = det







dΦplášt’

ds
• dΦplášt’

ds

dΦplášt’

ds
• dΦplášt’

dθ

dΦplášt’

ds
• dΦplášt’

dϕ
dΦplášt’

dθ
• dΦplášt’

ds

dΦplášt’

dθ
• dΦplášt’

dθ

dΦplášt’

dθ
• dΦplášt’

dϕ
dΦplášt’

dϕ
• dΦplášt’

ds

dΦplášt’

dϕ
• dΦplášt’

dθ

dΦplášt’

dϕ
• dΦplášt’

dϕ






.
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Spočteme jednotlivé tečné vektory

dΦplášt’

ds
=









0
0
0
1









,
dΦplášt’

dθ
=









R cos θ cosφ

R cos θ sinφ

−R sin θ

0









,
dΦplášt’

dϕ
=









−R sin θ sin φ

R sin θ cosφ

0
0









.

Dosad́ıme do Grammova determinantu a výsledkem je

det g = det





1 0 0
0 R2 0
0 0 R2 sin2 θ



 ,

tud́ıž
dS =

√

det gds dθ dϕ = R2 sin θds dθ dϕ

a konečně
∫

plášt’
dS =

∫ B

s=A

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

R2 sin θds dθ dϕ = 2πR2(B − A) [− cos θ]
π
0 = 4πR2(B − A).

Zbývá obdobným zp̊usobem spoč́ıst obsah podstavy, tečné vektory jsou

dΦpodstava

dr
=









sin θ cosϕ,

sin θ sin ϕ,

cos θ,

0









,
dΦpodstava

dθ
=









r cos θ cosφ

r cos θ sin φ

−r sin θ

0









,

dΦpodstava

dϕ
=









−r sin θ sin φ

r sin θ cosφ

0
0









.

Element plochy je roven

dS =
√

det gdr dθ dϕ

=

√

√

√

√

√

√

det







dΦpodstava

dr
• dΦpodstava

dr

dΦpodstava

dr
• dΦpodstava

dθ

dΦpodstava

dr
• dΦpodstava

dϕ
dΦpodstava

dθ
• dΦpodstava

dr

dΦpodstava

dθ
• dΦpodstava

dθ

dΦpodstava

dθ
• dΦpodstava

dϕ
dΦpodstava

dϕ
• dΦpodstava

dr

dΦpodstava

dϕ
• dΦpodstava

dθ

dΦpodstava

dϕ
• dΦpodstava

dϕ






dr dθ dϕ

=

√

√

√

√

√det





1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ



dr dθ dϕ = r2 sin θdr dθ dϕ.

Zbývá vše zintegrovat, je

∫

podstava

dS =

∫ R

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

r2 sin θdr dθ dϕ = 2π

[

r3

3

]R

0

[− cos θ]
π
0 =

4

3
πR3.

Celkem tedy pro povrch válce máme
∫

povrch válce

dS =

∫

plášt’
dS + 2

∫

podstava

dS = 4πR2(B − A) +
8

3
πR3.
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Vše lze samozřejmě odvodit i z geometrického názoru, protože povrch válce spočteme
jednoduše tak, že sečteme velikost podstav (což jsou ovšem koule o poloměru R v R

3

a maj́ı tedy obsah/objem 4
3πR3) a velikost pláště—velikost pláště je ovšem rovná jeho

výšce B −A násobené velikost́ı obvodu pláště (což jsou ovšem sféry o poloměru R v R
3

a maj́ı tedy obvod/obsah 4πR2). Celkem S = 2 4
3πR3 + (B −A)4πR2 = 4(B −A)πR2 +

8
3πR3, což se kupodivu rovná výsledku výše uvedeného výpočtu.
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x

y

z

Obrázek 1: Krychle v R
3

x

y

z

(a) Předńı a zadńı stěna

x

y

z

(b) Horńı a dolńı stěna

x

y

z

(c) Pravá a levá stěna

Obrázek 2: Integrace přes hranici krychle


