
Př́ıklady na 8.a 9. týden

Funkce komplexńı proměnné V

Laurentovy řady

Rozviňte následuj́ıćı funkce v Laurentovy řady v redukovaném okoĺı daného
bodu, nebo na dané množině.

1. f(z) = 1
z−2 , z0 = 0; z0 = ∞

2. f(z) = z2−2z+5
(z−2)(z2+1) , z0 = 2; 1 < |z| < 2

3. f(z) = 1
(z2+1)2 , z0 = i; z0 = ∞

4. f(z) = z2 sin 1
z−1 , z0 = 1

5. f(z) = ez+ 1

z , 0 < |z| < ∞

6. f(z) = sin z sin 1
z
, 0 < |z| < ∞

7. f(z) = Ln z−a
z−b

, z0 = ∞
Zjistěte, zda je možno rozvinout následuj́ıćı funkce do Laurentovy řady v
redukovaném okoĺı daných bod̊u. Pokud je funkce mnohoznačná, vyšetřete
všechny jednoznačné větve.

8. f(z) = cos 1
z
, z0 = 0

9. f(z) = 1
cos z

, z0 = 0

10. f(z) = z2

sin 1

z

, z0 = 0

11. f(z) =
√

z, z0 = 0

12. f(z) =
√

1 +
√

z, z0 = 1

13. f(z) =
√

1 +
√

z, z0 = 0

Reziduová věta I

Věta: Nechť Γ je Jordanova křivka, prob́ıhaná v kladném smyslu vzhle-
dem k svému vnitřku. Nechť a1, a2, . . . ak jsou body z jej́ıho vnitřku. Je-li
f holomorfńı na Int Γ \ {a1, a2, . . . ak} a spojitá na Int Γ \ {a1, a2, . . . ak},
pak

∫

Γ

f(z)dz = 2πi

k
∑

j=1

Resaj
f.
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Věta: Je-li z0 odstranitelnou singularitou f , pak Resz0
f = 0.

Je-li z0 pólem f , jehož násobnost je menš́ı nebo k ∈ N , pak

Resz0
f = lim

z→z0

dk−1

dzk−1

( 1

(k − 1)!
(z − z0)

kf(z)
)

.

Speciálně, je-li z0 pólem f , jehož násobnost je jedna a g je v z0 holomorńı,
pak

Resz0

(

fg
)

= g(z0)Resz0
f.

Je-li z0 kořenem f , jehož násobnost je jedna, a g je v z0 holomorńı a
nenulové, pak

Resz0
(
g

f
) =

g(z0)

f ′(z0)
.

Použit́ım reziduové věty a pravidel pro poč́ıtáńı s rezidui spočtěte následu-
j́ıćı integrály: (křivkové integrály se předpokládáj́ı, že se prob́ıhaj́ı v kladném
smyslu)

14.

∫

x2+y2=2x

dz

z4 + 1

15.

∫

|z|=1

z3dz

2z4 + 1

16.

∫ ∞

−∞

xdx

(x2 + 4x + 13)2

17.

∫ ∞

0

dx

(x2 + 1)n
, n ∈ N

18.

∫ ∞

0

x2 + 1

x4 + 1
dx

19.

∫ ∞

−∞

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)2
, a, b ∈ R

20.

∫ ∞

−∞

dx

(a + bx2)n
, a > 0, b > 0, n ∈ N

21.

∫ ∞

−∞

x cosxdx

x2 − 2x + 10

22.

∫ ∞

−∞

x sin xdx

x2 − 2x + 10

23.

∫ ∞

0

cos axdx

x2 + b2
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24.

∫ ∞

−∞

x3 sin xdx

x4 − 5x2 + 4

25.

∫ ∞

0

x sin xdx

(x2 + a2)2
, a > 0

26.

∫ ∞

0

cosxdx

(x2 + a2)(x2 + b2)

27.

∫ ∞

−∞

dx

(x2 + a2)(x − t)
, a, t ∈ R

28.

∫ ∞

−∞

x cosxdx

x2 − 5x + 6

29.

∫ ∞

−∞

cos txdx

1 + x3
, t ∈ R
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