
Př́ıklady na 1. a 2. týden

Ortogonálńı polynomy

1. Ukažte, že Hermitovy polynomy

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
(e−x2

)

řeš́ı rovnici

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0 (resp.
(

y′e−x2
)

′

= −2ne−x2

y).

Ukažte, že plat́ı

xHn(x) = nHn−1(x) +
1

2
Hn+1(x)

H ′

n(x) = 2nHn−1(x).

2. Ukažte, že Laguerrovy polynomy

Ln(x) = (−1)nex dn

dxn
(xne−x)

řeš́ı rovnici

xy′′ + (1 − x)y′ + ny = 0 (resp.
(

y′xe−x
)

′

= −ne−xy).

Ukažte, že

Ln(x) =

n
∑

k=0

(−1)k

(

n

k

)

n!

k!
xk.

3. Ukažte, že Čebyševovy polynomy Tn(x) = cos(narccosx) řeš́ı rovnici

(

y′

√

1 − x2

)

′

= −n2 y
√

1 − x2
.

4. Rozviňte f(x) = sign(x) na (−1, 1) do Čebyševových polynomů.

5. Ukažte, že Legendreovy polynomy

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn

(

(x2 − 1)n
)

řeš́ı rovnici

(1 − x2)y′′ − 2xy′ + n(n + 1)y = 0 (resp.
(

y′(1 − x2)
)

′

= −n(n + 1)y).

6. Rozviňte f(x) = sign(x) na (−1, 1) do Legendreových polynomů.
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7. Kulová plocha poloměru a je rozdělena ”rovńıkem” na dvě polokoule. Na
povrchu horńı polokoule je konstantńı potenciál +V , na povrchu dolńı
polokoule je potenciál −V . Určete elektrostatický potenciál vně i uvnitř
koule.

8. Ukažte, že přidružené Legendreovy polynomy

Pm
l (x) = (−1)m(1 − x2)

m

2

dm

dxm
Pl(x),

m = −l,−l + 1, . . . , 0, . . . , l − 1, l, l ∈ N0, řeš́ı rovnici

(y′(1 − x2)
)

′

+
(

l(l + 1) −
m2

1 − x2

)

y = 0.

9. Dokažte, že plat́ı

∫ 1

−1

Pm
l′ Pm

l dx =
2

2l + 1

(l + m)!

(l − m)!
δl,l′ .

10. Dokažte, že sférické funkce

Ylm(ϑ, ϕ) =
(2l + 1

4π

(l − m)!

(l + m)!

)
1

2

Pm
l (cosϑ)eimϕ

splňuj́ı
∫ 2π

0

∫ π

0

sin ϑYl′m′(ϑ, ϕ)Y lm(ϑ, ϕ)dϑdϕ = δll′δmm′ .
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