
Moment setrvačnosti

Moment setrvačnosti je definován jako

J =

∫

Ω

(~r • ~rI − ~r ⊗ ~r) ρ(~r)dV, (1)

kde I znač́ı matici identity, Ω je oblast kterou těleso zauj́ımá, ρ je hustota tělesa a
~r je polohový vektor. Moment setrvačnosti je tedy tenzor druhého řádu. Zapsáno
po složkách v kartézských souřadnićıch (polohový vektor ~r má složky x, y, z)

J =











∫

Ω

(

y2 + z2
)

ρ(x, y, z)dV −
∫

Ω

xyρ(x, y, z)dV −
∫

Ω

xzρ(x, y, z)dV

−
∫

Ω

xyρ(x, y, z)dV
∫

Ω

(

x2 + z2
)

ρ(x, y, z)dV −
∫

Ω

yzρ(x, y, z)dV

−
∫

Ω

xzρ(x, y, z)dV −
∫

Ω

yzρ(x, y, z)dV
∫

Ω

(

x2 + y2
)

ρ(x, y, z)dV











.

(2)
Ukážeme si, jak spoč́ıtat tenzor momentu setrvačnosti pro křivku lež́ıćı v

rovině xy (to je s t́ım co umı́me – jednorozměrný Riemann̊uv integrál – v pod-
statě maximum možného1). Křivku v rovině lze zadat (mimo jiné) těmito třemi
zp̊usoby: parametricky, jako graf funkce a v polárńıch souřadnićıch. Vı́ce napov́ı
následuj́ıćı obrázek.
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Obrázek 1: Různé zp̊usoby popisu křivky v rovině xy

1Až na pár daľśıch př́ıpad̊u jako moment setrvačnosti rotačńıho tělesa popř́ıpadě moment
setrvačnosti dvourozměrné oblasti popsané jako plocha ohraničená grafem funkce.
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Stoj́ıme tedy před úkolem přepsat obecný vzorec (1) pro dané speciálńı
př́ıpady.

Křivka zadaná parametricky

Pro křivku2 lež́ıćı v rovině xy, která je parametrizovaná standardńım zp̊usobem

x = ξ(t) (3)

y = ψ(t) (4)

z = 0 (5)

dostaneme

J =





Jxx Jxy Jxz
Jyx Jyy Jyz
Jzx Jzy Jzz





kde3

Jxx =

t2
∫

t1

ψ(t)2ρ(ξ(t), ψ(t))

√

(

dξ(t)

dt

)2

+

(

dψ(t)

dt

)2

dt (6)

Jyy =

t2
∫

t1

ξ(t)2ρ(ξ(t), ψ(t))

√

(

dξ(t)

dt

)2

+

(

dψ(t)

dt

)2

dt (7)

Jzz =

t2
∫

t1

(

ξ(t)2 + ψ(t)2
)

ρ(ξ(t), ψ(t))

√

(

dξ(t)

dt

)2

+

(

dψ(t)

dt

)2

dt (8)

Jxy = Jyx = −

t2
∫

t1

ξ(t)ψ(t)ρ(ξ(t), ψ(t))

√

(

dξ(t)

dt

)2

+

(

dψ(t)

dt

)2

dt (9)

Jxz = Jzx = Jzy = Jyz = 0 (10)

Křivka zadaná jako graf funkce

Křivku zadanou jako graf funkce lze chápat jako křivku zadanou parametrizaćı

x = t (11)

y = f(t) (12)

z = 0. (13)

2Hustota ρ je nyńı lineárńı hustota, jej́ı jednotka je tedy kg

m
.

3Povšimněte si prośım, že Jxx + Jyy = Jzz .
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V tomto speciálńım př́ıpadě parametrizace se pak obecné vzorce redukuj́ı na

Jxx =

t2
∫

t1

f(t)2ρ(t)

√

1 +

(

df(t)

dt

)2

dt (14)

Jyy =

t2
∫

t1

t2ρ(t)

√

1 +

(

df(t)

dt

)2

dt (15)

Jzz =

t2
∫

t1

(

t2 + f(t)2
)

ρ(t)

√

1 +

(

df(t)

dt

)2

dt (16)

Jxy = Jyx = −

t2
∫

t1

tf(t)ρ(t)

√

1 +

(

df(t)

dt

)2

dt (17)

Jxz = Jzx = Jzy = Jyz = 0 (18)

Křivka zadaná v polárńıch souřadnićıch

Křivka zadaná v polárńıch souřadnićıch je opět př́ıpadem speciálńı parametri-
zace

x = r(ϕ) cosϕ (19)

y = r(ϕ) sinϕ (20)

z = 0. (21)

V tomto speciálńım př́ıpadě parametrizace se pak obecné vzorce redukuj́ı na

Jxx =

ϕ2
∫

ϕ1

(r(ϕ) sin(ϕ))
2
ρ(ϕ)

√

(r(ϕ))
2

+

(

dr(ϕ)

dϕ

)2

dϕ (22)

Jyy =

ϕ2
∫

ϕ1

(r(ϕ) cos(ϕ))
2
ρ(ϕ)

√

(r(ϕ))
2

+

(

dr(ϕ)

dϕ

)2

dϕ (23)

Jzz =

ϕ2
∫

ϕ1

r(ϕ)2ρ(ϕ)

√

(r(ϕ))
2

+

(

dr(ϕ)

dϕ

)2

dϕ (24)

Jxy = Jyx = −

ϕ2
∫

ϕ1

r(ϕ)2 cos(ϕ) sin(ϕ)ρ(ϕ)

√

(r(ϕ))
2

+

(

dr(ϕ)

dϕ

)2

dϕ (25)

Jxz = Jzx = Jzy = Jyz = 0 (26)
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