
5. Komplexńı analýza.

Definice.

C =
{

z = x + iy : x, y ∈ R
}

kde i2 = −1 (imaginárńı jednotka), Re(z) = x (reálná část), Im(z) = y
(imaginárńı část), |z| =

√

x2 + y2 (absolutńı hodnota), z = x − iy (č́ıslo
komplexně sdružené).
Poznámka. Ztotožněńı: C = R2, z = x + iy ↔ (x, y). Shoduje se i
|z| = ‖(x, y)‖2.
Definice. S = C ∪ {∞}. Terminologie: C...otevřená Gaussova rovina,
S...uzavřená Gaussova rovina, ∞...komplexńı nekonečno.
Početńı pravidla:
• a±∞ = ∞ pro ∀a ∈ C

• a · ∞ = ∞ pro ∀a ∈ S \ {0}
• a/∞ = ∞ pro ∀a ∈ C

• a/0 = ∞ pro ∀a ∈ S \ {0}
Nedefinováno z̊ustává: 0 · ∞, 0/0, ∞/∞, ∞±∞.

Př́ıklady. [Komplexńı funkce.]
• polynomy, racionálńı funkce. Pozn.: dodefinováńım p(∞)∞ je polynom
spojitá funkce v S.
• ez, sin z, cos z - definovány mocinnou řadou, která (absolutně) konverguje
pro ∀z ∈ C. Kĺıčový vztah:

exp(a+ ib) = exp(a)[cos b + i sin b]

Definice. Pro z ∈ C \ {0} definujeme

log z =
{

ζ ∈ C : exp ζ = z
}

arg z =
{

β ∈ R : z = |z| exp(iβ)
}

Log z =
{

ζ ∈ log z : Im(ζ) ∈ (−π, π]
}

Arg z =
{

β ∈ arg z : β ∈ (−π, π]
}

Poznámky.

• log, arg nejsou to funkce v klasickém smyslu: č́ıslu je přǐrazena množina.
Např.: log 1 = {2kπi : k ∈ Z}.
• Log, Arg funkce jsou: č́ıslu je přǐrazeno právě jedno č́ıslo.
• plat́ı vztahy (ln je klasický reálný logaritmus):

ζ ∈ log z ⇐⇒ Reζ = ln |z| & Imζ ∈ arg z

Log z = ln |z| + iArg z
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Definice. [Komplexńı mocnina.] Pro z ∈ C \ {0}, a ∈ C definujeme

ma(z) =
{

exp(aζ) : ζ ∈ log z
}

Definice. Pro z0 ∈ C, f(z) : U(z0) → C definujeme

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0

.

Limitu chápu v C a muśı být vlastńı. Ekvivalentńı definice: f ′(z0) = A právě
když

f(z0 + h) = f(z0) + Ah + r(h)

kde r(h) = o(|h|) pro h→ 0.
Znač́ım f (1)(z) = f ′(z) a indukćı f (n+1)(z) = [f (n)(z)]′.

Věta 5.1. Plat́ı:
(1) (f ± g)′(z) = f ′(z) ± g′(z)
(2) (fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z)

(3) (f/g)′(z) = f ′(z)g(z)−f(z)g′(z)
g2(z)

pokud g(z) 6= 0

(4) (f−1)
′(w) = 1/f ′(f−1(w)), je-li f(z) prostá a f ′(z) 6= 0

(5) (f ◦ g)′(z) = f ′(g(z))g′(z)

Úmluva. Ω je otevřená část C.

Definice. Funkce f(z) : Ω → C se nazve holomorfńı v Ω, pokud f ′(z)
existuje všude v Ω. Znač́ıme f ∈ H(Ω).

Př́ıklady.

• polynom P (z) ∈ H(C)
• racionálńı funkce R(z) = P (z)/Q(z) ∈ H(C \ {z : Q(z) = 0})
• ez, sin z, cos z ∈ H(C) (lze derivovat člen po členu.)
• Věta 5.1. =⇒ sč́ıtáńım, odč́ıtáńım, násobeńım, děleńım, invertováńım
a skládáńım holomorfńıch funkćı vzniká funkce holomorfńı (všude, kde má
smysl)

Poznámka. Ztotožněńı C = R2 ... ztotožněńı f : C → C s funkćı f̃(x, y) :
R2 → R2, kde z = x + iy a f̃ = (f1, f2) = (Ref, Imf).

Př́ıklad. f(z) = z2 odpov́ıdá f̃(x, y) = (x2 − y2, 2xy).

Věta 5.2. [Cauchy-Riemannovy podmı́nky.] Nechť f(z) : U(z0) → C, kde
z0 ∈ C je dána. Nechť f̃ = (f1, f2)(x, y) : U((x0, y0)) → R2 j́ı odpov́ıdá
dle ztotožněńı C s R2, kde z0 = x0 + iy0. Potom následuj́ıćı výroky jsou
ekvivalentńı:
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(1) existuje f ′(z) v bodě z0

(2) funkce f̃ má v bodě (x0, y0) totálńı diferenciál a nav́ıc v (x0, y0) plat́ı tzv.
Cauchy-Riemannovy podmı́nky:

∂f1

∂x
=
∂f2

∂y

∂f2

∂x
−
∂f1

∂y

Nav́ıc plat́ı:

f ′(z0) =

(

∂f1

∂x
− i

∂f1

∂y

)

(x0,y0)

=

(

∂f2

∂y
+ i

∂f2

∂x

)

(x0,y0)

Poznámka.

• holomorfnost (=existence f ′(z)) je mnohem restriktivněǰśı, než se zdá na
prvńı pohled.
• funkce f(z) = Rez neńı holomorfńı: nesplńı C.R. podmı́nky.

Věta 5.3. Nechť f(z) ∈ H(Ω) a f ′(z) 6= 0 v Ω. Potom systémy křivek
I = {Ref = c}c∈R a J = {Imf = d}d∈R jsou navzájem ortogonálńı. Tj.,
pokud křivka ϕ ∈ I prot́ıná křivku ψ ∈ J , tak jedině pod pravým úhlem.

Definice. Nechť Ω ⊂ C. Křivkou v Ω nazýváme funkci ϕ(t) : [a, b] → Ω,
která je spojitá, po částech C1 a ϕ′(t) 6= 0 až na konečně výjimek.
Geometrický obraz 〈ϕ〉, počátečńı bod p.b. ϕ, koncový bod k.b. ϕ, uzavřená,
jednoduchá a jednoduchá uzavřená křivka se definuj́ı analogicky jako u křivek
v Rn. Taktéž křivka opačná 	ϕ a součet křivek ϕ⊕ ψ.
Pro funkci f(z) : 〈ϕ〉 → C definuji křivkový integrál jako

∫

ϕ

f(z) dz =

∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

kde integrál vpravo chápu jako Lebesgue̊uv integrál komplexńı funkce.
Dále definuji délku křivky

L(ϕ) =

∫ b

a

|ϕ′(t)| dt .

Věta 5.4. [Základńı vlastnosti křivkového integrálu v C.]
(1)

∫

ϕ

[f(z) + g(z)] dz =

∫

ϕ

f(z) dz +

∫

ϕ

g(z) dz
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(2)
∫

	ϕ

f(z) dz = −

∫

ϕ

f(z) dz ,

∫

ϕ⊕ψ

f(z) dz =

∫

ϕ

f(z) dz +

∫

ψ

f(z) dz

(3) Jestliže F ′(z) = f(z) na Ω ⊃ 〈ϕ〉, pak
∫

ϕ

f(z) dz = F (k.b.ϕ) − F (p.b.ϕ) , speciálně

∫

ϕ

dz = k.b.ϕ− p.b.ϕ

(4)

|

∫

ϕ

f(z) dz| ≤ L(ϕ) sup
z∈〈ϕ〉

|f(z)|

Př́ıklad. Pro n ∈ Z, ζ ∈ C a křivku C = ζ + reit, t ∈ [0, 2π] je

∫

C

(z − ζ)n dz =

{

0 n 6= −1

2πi n = −1

Definice. Jednoduchá uzavřená křivka ϕ v C se nazývá Jordanova. Lze
psát C = int ϕ ∪ 〈ϕ〉 ∪ ext ϕ, kde int ϕ je oblast uvnitř a ext ϕ oblast vně
křivky.
Jordanova křivka je kladně (záporně) orientovaná, pokud ob́ıhá kolem int ϕ
proti směru (ve směru) hodinových ručiček.
Množina Ω ⊂ C se nazve jednoduše souvislá, pokud (i) je souvislá a (ii) je-li
ϕ Jordanova křivka v Ω, je int ϕ ⊂ Ω.
(Srovnejte s definicemi v R2.)

Věta 5.5. [Cauchyho věta.] Nechť f(z) ∈ H(Ω) a ϕ je Jordanova křivka v
Ω taková, že int ϕ ⊂ Ω. Potom

∫

ϕ

f(z) dz = 0 .

Poznámky.

• předpoklad int ϕ ⊂ Ω (zaručuj́ıćı f(z) ∈ H(int ϕ)) je podstatný: viz inte-
graci 1/z kolem počátku.
• v jednoduše souvislé Ω je z definice splněn.

Lemma 5.1. [O velké p̊ulkružnici.] Nechť f(z) je spojitá v Ω = {z ∈ C :
Im (z) > 0} a splňuje zde pro |z| ≥ R0 odhad |f(z)| ≤ K/|z|. Nechť CR je
křivka ϕ(t) = Reit, t ∈ [0, π]. Potom

∫

CR

f(z)eiz dz → 0 pro R → +∞ .
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Poznámka. Předpoklad |f(z)| ≤ K/|z| pro |z| ≥ R0 je splněn např. pokud
f(z) = P (z)/Q(z), kde P , Q jsou polynomy a stQ > st P .

Lemma 5.2. [O malé p̊ulkružnici.] Nechť f(z) je spojitá v P (z0) a nechť
f(z)(z − z0) → A ∈ C pro z → z0. Nechť Cr je křivka ϕ(t) = reit, t ∈ [α, β].
Potom

∫

Cr

f(z) dz → iA(β − α) pro r → 0 + .

Poznámka. Předpoklad f(z)(z − z0) → A ∈ C pro z → z0 je splněn např.
pokud f(z) = g(z)/(z − z0), kde g(z) je spojitá v z0 a g(z0) = A.

Lemma 5.3. Nechť Ω ⊂ C je oblast (tj. otevřená, souvislá množina), nechť
F (z) : Ω → C splňuje F ′(z) = 0 v Ω. Potom F (z) je konstantńı v Ω.

Poznámky.

• Srovnej s tvrzeńım: f(x) : I → R, kde I ⊂ R je interval, a f ′(x) = 0 v I
=⇒ f(x) je konstantńı v I.
• zobecněńı: F (n+1)(z) = 0 =⇒ F (z) je polynom stupně ≤ n.

Věta 5.6. [Cauchyho vzorec.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), nechť ϕ je kladně orien-
tovaná Jordanova křivka v Ω a int ϕ ⊂ Ω. Potom
(1) Pro ∀ζ ∈ int ϕ plat́ı

f(ζ) =
1

2πi

∫

ϕ

f(z)

z − ζ
dz .

(2) f(z) je v int ϕ nekonečně krát derivovatelná a pro ∀ζ ∈ int ϕ plat́ı

f (n)(ζ) =
n!

2πi

∫

ϕ

f(z)

(z − ζ)n+1
dz .

Důsledky.

• holomorfńı funkce je v int ϕ jednoznačně určena hodnotami na 〈ϕ〉.
• holomorfńı funkce je nekonečně diferencovatelná.

Věta 5.7. [Charakterizace polynomů v C.] Nechť f(z) ∈ H(C). Potom f(z)
je polynom stupně ≤ n právě když

f(z)

zn+1
→ 0 pro z → ∞ .

Důsledky.

• funkce holomorfńı v C, která neńı polynom (např. ez, sin z), roste do
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nekonečna (pro vhodnou podposloupnost) velmi rychle
• tzv. Liouvilleova věta: funkce holomorfńı a omezená v C je konstatńı.

Věta 5.8. [Základńı věta algebry.] Polynom stupně ≥ 1 má v C alespoň
jeden nulový bod.

Opakováńı. Řada

∞
∑

k=0

ak(z − z0)
k (∗)

(kde z, z0, ak ∈ C) se nazývá mocninná řada o středu z0. Věta A (minulý
rok): existuje (jednoznačně určené) č́ıslo R ∈ [0,+∞] tak, že řada (*)
konverguje pro každé z ∈ U(z0, R) a diverguje pro |z − z0| > R. Na
množině U(z0, R) lze řadu libovolně krát derivovat/integrovat (dle komplexńı
proměnné.) Speciálně, jej́ı součet je zde holomorfńı.
Dále: řada (*) konverguje lokálně stejnoměrně v U(z0, R), tj. stejnoměrně
na kompaktńıch podmnožinách

Definice. Nechť z0, ak ∈ C. Řada

∞
∑

k=−∞

ak(z − z0)
k (1)

se nazývá Laurentova řada o středu z0. Řady

(2)

∞
∑

k=0

ak(z − z0)
k resp. (3)

−∞
∑

k=−1

ak(z − z0)
k :=

∞
∑

l=1

a−l(z − z0)
−l

se nazývaj́ı regulárńı resp. hlavńı část řady (1). Řada (1) konverguje (ste-
jnoměrně, absolutně atd.), pokud (2) a (3) maj́ı tuto vlastnost.

Poznámky.

• jde o zobecněńı pojmu mocninné řady (*)
• úmluva: a0 = 1 pro ∀a ∈ C

• (3) a potažmo (1) nemá smysl pro z = z0

Značeńı. Pro z0 ∈ C, 0 ≤ r < R ≤ +∞ definuji mezikruž́ı

P (z0; r, R) =
{

z ∈ C : r < |z − z0| < R
}

.

Věta 5.9. [Konvergence Laurentovy řady.] Je dána Laurentova řada. Potom
existuj́ı jednoznačně určená č́ısla r, R ∈ [0,+∞] tak, že
(i) R je poloměr konvegence regulárńı části
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(ii) hlavńı část konveguje pokud |z − z0| > r a diverguje pokud |z − z0| < r.
Je-li r < R, pak Laurentova řada konverguje lokálně stejnoměrně v P (z0; r, R)
a jej́ı součet je zde holomorfńı.
Terminologie: P (z0; r, R) se nazve mezikruž́ı konvergence Laurentovy řady.

Poznámka.

• předchoźı věta: Laurentova řada určuje v mezikruž́ı konvergence holomorfńı
funkci
• následuj́ıćı věta: obrácené tvrzeńı - funkce holomorfńı v mezikruž́ı je vždy
součtem Laurentovy řady

Věta 5.10. [Existence Laurentova rozvoje.] Nechť z0 ∈ C, 0 ≤ r < R ≤
+∞. Nechť f(z) ∈ H(P (z0; r, R)). Potom f(z) je v P (z0; r, R) součtem
jednoznačně určené Laurentovy řady o středu z0. Pro jej́ı koeficienty plat́ı

an =
1

2πi

∫

ϕ

f(z)

(z − z0)n+1
dz ,

kde ϕ je kružnice z0 + ρeit, t ∈ [0, 2π] a ρ ∈ (r, R) je libovolné.
Terminologie: tato řada se nazývá Laurent̊uv rozvoj funkce o středu z0.

Poznámka. Vesměs budeme už́ıvat pro speciálńı př́ıpad r = 0, tj. P (z0; 0, R) =
P (z0, R).

Věta 5.11. [Taylor̊uv rozvoj.] Nechť f(z) : Ω → C. Rovnost

f(z) =

∞
∑

k=0

ak(z − z0)
k , kde ak =

f (k)(z0)

k!
,

plat́ı v každém kruhu U(z0, R), v němž je f(z) holomorfńı.

Definice. Nechť f(z) ∈ H(P (z0)). Koeficient a−1 v Laurentově rozvoji
funkce f(z) o středu z0 nazýváme reziduum funkce f(z) v bodě z0. Znač́ıme
resz0 f(z).

Věta 5.12. [Reziduová věta.] Nechť f(z) ∈ H(Ω \K), kde Ω je jednoduše
souvislá a K je konečná. Nechť ϕ je kladně orientová Jordanova křivka v Ω
a K ∩ 〈ϕ〉 = ∅. Potom

∫

ϕ

f(z) dz = 2πi
∑

ζ∈K∩intϕ

resζ f(z) .

Věta 5.13. [Výpočet rezidua.] 1. Nechť f(z) = g(z)/(z − z0), kde g(z) ∈
H(U(z0)). Potom

resz0 f(z) = g(z0) .
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2. Nechť f(z) = g(z)/h(z), kde g(z), h(z) ∈ H(U(z0)) a h(z0) = 0, h′(z0) 6=
0. Potom

resz0 f(z) =
g(z0)

h′(z0)
.

3. Nechť f(z) = g(z)/h(z), kde g(z), h(z) ∈ H(U(z0)) a h(z0) = h′(z0) =
· · · = h(p−1)(z0), avšak h(p)(z0) 6= 0. Potom

resz0 f(z) =
1

(p− 1)!
lim
z→z0

[(z − z0)
pf(z)]](p−1) .

Poznámky.

• O funkci h(z) v situaci 3 ř́ıkáme, že má v bodě z0 kořen násobnosti p.
• V aplikaćıch lze obvykle limitu uvedenou v bodě 3 poč́ıtat rovnou dosazeńım
z = z0.

Definice. Nechť z0 ∈ C. Ř́ıkáme, že funkce f(z) má v bodě izolovanou
singularitu, je-li f(z) holomorfńı na jistém P (z0).
Na základě Laurentova rozvoje v daném bodě se rozlǐsuje:
(i) odstranitelná singularita, je-li ak = 0 pro ∀k < 0
(ii) pól násobnosti p ∈ N, je-li a−p 6= 0 a ak = 0 pro ∀k < −p
(iii) podstatná singularita, je-li ak 6= 0 pro nekonečně k < 0

Př́ıklady.

• sin z
z

, 1−cos z
z2

... v bodě 0 odstranitelné singularity
• ez

z3
... v bodě 0 pól násobnosti 3

• cosh(1/z) ... v bodě 0 podstatná singularita

Věta 5.14. [Charakterizace odstranitelné singularity.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0)).
Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:
(1) f(z) má v bodě z0 odstranitelnou singularitu
(2) existuje g(z) ∈ H(U(z0)) tak, že f(z) = g(z) na P (z0)
(3) f(z) má v bodě z0 vlastńı limitu
(4) f(z) je omezená na jistém P (z0)

Věta 5.15. [Charakterizace pólu.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0)). Potom je ekvi-
valentńı:
(1) existuje p ∈ N tak, že f(z) má v z0 pól násobnosti p
(2) f(z) → ∞ pro z → z0

Věta 5.16. [Charakterizace podstatné singularity.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0)).
Potom je ekvivalentńı:
(1) f(z) má v z0 podstatnou singularitu
(2) pro ∀δ > 0 je množina f(P (z0, δ)) hustá v S
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Poznámka. Množina M je hustá v prostoru X, pokud

(

∀x ∈ X
)(

∀ε > 0
)[

M ∩ U(x, ε) 6= ∅
]

.

Definice. Bod z0 nazveme hromadným bodem množiny M , jestliže P (z0, δ)∩
M 6= ∅ pro ∀δ > 0.

Př́ıklady.

• hromadné body Q ... R

• konečná množina nemá hromadné body
• množina {1/n : n ∈ N} má jediný hromadný bod: 0

Lemma 5.4. Nechť f(z) ∈ H(U(z0, R)) a nechť z0 je hromadný bod N =
{ζ : f(ζ) = 0}. Potom f(z) = 0 v U(z0, R).

Věta 5.17. [O jednoznačnosti.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), kde Ω je souvislá.
Nechť N = {ζ : f(ζ) = 0} má v Ω hromadný bod. Potom f(z) = 0 v Ω.

Důsledek. f(z) ∈ H(C) a f(z) = 0 v R =⇒ f(z) = 0 v C.

Poznámka. V.5.17 jinak: pokud f(z) 6≡ 0, pak N nemá v Ω hromadný
bod. – Může ho však mı́t na ∂Ω: polož f(z) = sin(1/z), Ω = C\{0}. Potom
N = {1/(kπ) : 0 6= k ∈ Z} má hromadný bod 0 /∈ Ω.
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