
3. Fourierovy řady.

Definice. Řada funkćı

a0

2
+

∞
∑

k=1

[ak cos kx + bk sin kx]

kde ak, bk ∈ R jsou konstanty, se nazývá trigonometrická řada.

Poznámka. Pokud trigonometrická řada konveguje, je jej́ı součet 2π-periodická
funkce. Hlavńı otázka této kapitoly: lze naopak každou 2π-periodickou funkci
napsat jako součet nějaké trigonometrické řady?

Lemma 3.1.

(1)
∫

2π

0
sin nx =

∫

2π

0
cos nx = 0 pro ∀n 6= 0 celé,

(2)
∫

2π

0
sin nx cos mx = 0 pro ∀m, n ≥ 1 celá,

(3)
∫

2π

0
sin nx sin mx =

∫

2π

0
cos nx cos mx = πδmn, (δmn je Kroneckerovo

delta).

Poznámka. Předchoźı lemma: funkce {1, sinx, cos x, sin 2x, cos 2x, ...} tvoř́ı

ortogonálńı systém v̊uči skalárńımu součinu 〈f, g〉 =
∫

2π

0
f(x)g(x).

Definice. Nechť f ∈ L(0, 2π). Trigonometrická řada s koeficienty

a0 =
1

π

∫

2π

0

f(x)

ak =
1

π

∫

2π

0

f(x) cos kx k ≥ 1

bk =
1

π

∫

2π

0

f(x) sin kx k ≥ 1

se nazývá Fourierova řada funkce f . Znač́ı se Ff . Č́ısla ak, bk se nazývaj́ı
Fourierovy koeficienty funkce f .

Poznámky.

• je Ff(x) = f(x) ? Jistě ne vždy ve všech bodech, neboť ak, bk a tud́ıž Ff

nevid́ı změny f na množině mı́ry 0.
• Ff je vždy 2π-periodická, zkoumanou f tedy také rozš́ı̌ŕıme 2π-periodicky.

• je-li f funkce 2π-periodická, potom
∫

2π

0
f =

∫ π

−π
f =

∫ a+2π

a
f pro ∀a ∈ R

• obecněji, pro f funkci l-periodickou definujeme

Ff(x) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

[

ak cos

(

2π

l
kx

)

+ bk sin

(

2π

l
kx

)]
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kde

a0 =
2

l

∫ l

0

f(x), ak =
2

l

∫ l

0

f(x) cos

(

2π

l
kx

)

, bk =
2

l

∫ l

0

f(x) sin

(

2π

l
kx

)

.

(Plat́ı př́ıslušné analogie výsledk̊u této kapitoly.)
• f sudá =⇒ bk = 0; f lichá =⇒ ak = 0.
• sinová řada: f definována na (0, π) - rozš́ı̌ŕıme lǐse.
cosinová řada: f definována na (0, π) - rozš́ı̌ŕıme sudě.

Věta 3.1. Nechť trigonometrická řada konverguje stejnoměrně v [0, 2π]. Pak
je Fourierovou řadou svého vlastńıho součtu.

Definice. Funkci f nazveme po částech spojitou v (a, b), pokud existuj́ı
body x0 = a < x1 < x2 · · · < xn = b takové, že f je spojitá v intervalech
(xj−1, xj) a nav́ıc má v bodech xj jednostranné vlastńı limity.
Funkci nazveme po částech C1, jestliže nav́ıc f ′(x) je spojitá v (xj−1, xj) a
f ′(x) nav́ıc má v bodech xj jednostranné vlastńı limity.

Poznámka. Na rozd́ıl od kapitoly 1 neńı po částech C1 funkce nutně spojitá.

Věta 3.2. [O konvergenci Fourierovy řady.] Nechť f ∈ L(0, 2π) je 2π-
periodická a nav́ıc po částech C1 v (a, b). Potom pro ∀x ∈ (a, b) je

Ff(x) =
1

2
[f(x−) + f(x+)]

Speciálně Ff(x) = f(x) v bodech spojitosti.

Lemma 3.2. [Komplexńı tvar Fourierovy řady.] Nechť f ∈ L(0, 2π) je
2π-periodická. Označme

ck =
1

2π

∫

2π

0

f(x) exp(−ikx) dx .

Potom (formálně)

Ff(x) =
∑

k∈Z

ck exp(ikx)

Nav́ıc plat́ı vztahy

c0 =
a0

2

ck =
1

2
(ak − ibk) k ≥ 1

c−k =
1

2
(ak + ibk) k ≥ 1
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respektive

a0 = 2c0

ak = ck + c−k k ≥ 1

bk = i(ck − c−k) k ≥ 1

kde ak, bk jsou Fourierovy koeficienty f .
Pro n-tý částečný součet Fourierovy řady Ff,n(x) plat́ı

Ff,n(x) =
n

∑

k=−n

ck exp(ikx) .

Lemma 3.3. [Integrálńı tvar F.̌r.] f ∈ L(0, 2π) je 2π-periodická. Potom
n-tý částečný součet F.̌r. funkce f je

Ff,n(x) =

∫ π

−π

Dn(z)f(x + z) dz

kde

Dn(z) =
sin

[(

n + 1

2

)

z
]

2π sin
(

z
2

)

se nazývá Dirichletovo integračńı jádro.

Poznámky.

• Dn(z) = Dn(−z)
• f ≡ 1 ... Ff(x) ≡ 1 ... 1 = 1

π

∫ π

−π
Dn(z) = 1.

Lemma 3.4. [Riemann-Lebesgueovo.] Necht’ f ∈ L(a, b). Potom

lim
t→∞

∫ β

α

f(x) sin(tx) dx = 0 lim
t→∞

∫ β

α

f(x) cos(tx) dx = 0 .

kde (α, β) ⊂ (a, b) je libovolný.

Věta 3.3. [Riemannova věta o lokalizaci.] Nechť f ∈ L(0, 2π) je 2π-
periodická funkce, nechť A ∈ R. Potom

Ff(x) → A pro n → A

právě když

∫ δ

0

[

f(x + z) + f(x − z)] − 2A
] sin

[(

n + 1

2

)

z
]

sin
(

z
2

) dz → 0 pro n → ∞ ,
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kde δ ∈ (0, π) je libovolné, pevné.

Poznámky. Za jakých okolnost́ı plat́ı výrok (*) Ff(x) = f(x)? (Předpokládáme,
že f je 2π-periodická.)
• f ∈ L1(0, 2π): (*) nemuśı platit pro žádné x
• f ∈ L2(0, 2π): (*) plat́ı skoro všude
• f ∈ C(R): (*) nemuśı platit všude (plat́ı skoro všude podle předchoźıho,
neboť f je omezená a tud́ıž v L2(0, 2π).)
• f spojitá a nav́ıc po částech C1: (*) plat́ı pro všechna x. (Toto jediné jsme
dokázali.)

Definice. Pro (a, b) ⊂ R a p ∈ [1,∞) definuji

Lp(a, b) = {f(x) : (a, b) → R : f je měřitelná,

∫ b

a

|f(x)|p < ∞}

Poznámky.

• L1(a, b) = L(a, b)
• (a, b) ⊂ R omezený =⇒ L2(a, b) ⊂ L1(a, b)

Věta 3.4. [Besselova nerovnost.] Nechť f ∈ L2(0, 2π) je 2π-periodická a ak,
bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty. Potom

a2
0

2
+

∞
∑

k=1

(

a2

k + b2

k

)

≤
1

π

∫

2π

0

|f(x)|2 .

Speciálně: řady
∑

a2
k,

∑

b2
k konverguj́ı.

Věta 3.5. [Parsevalova rovnost.] Nechť f ∈ L2(0, 2π) je 2π-periodická a ak,
bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty. Potom je ekvivalentńı:
(1)

∫

2π

0

|f(x) − Ff,n(x)|2 → 0 pro n → ∞

(2)

a2
0

2
+

∞
∑

k=1

(

a2

k + b2

k

)

=
1

π

∫

2π

0

|f(x)|2 .

Poznámka. Tyto výroky nejsou jen ekvivalentńı - za předpokladu f ∈
L2(0, 2π) oba vždy plat́ı.
(2) ... se nazývá Parsevalova rovnost
(1) ... ř́ıká, že Ff,n → f v prostoru L2(0, π).
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Pro obecně l-periodickou funkci má Parsevalova rovnost tvar

a2
0

2
+

∞
∑

k=1

(

a2

k + b2

k

)

=
2

l

∫

2π

0

|f(x)|2 .

Poznámka. Při poč́ıtáńı př́ıklad̊u lze pozorovat (f po částech C1):
f nespojitá ... ak, bk ∼ 1/k
f spojitá, ale ne C1 ... ak, bk ∼ 1/k2

f je C1 ... ak, bk ∼ 1/k3 etc.
Hypotéza: souvislost mezi hladkost́ı f a t́ım, jak rychle ak, bk → 0.

Opakováńı.

[Weierstrassova věta.] Nechť |fk(x)| ≤ ak v I a řada
∑

k ak konverguje.
Potom řada funkćı

∑

k fk(x) konverguje absolutně stejnoměrně v I.
[Derivováńı řady člen po členu.] Nechť řada

∑

k fk(x) konverguje alespoň v
jednom bodě x0 ∈ I a nechť řada

∑

k f ′

k(x) konverguje lokálně stejnoměrně
v I. Potom řada

∑

fk(x) též konverguje lokálně stejnoměrně v I. Nav́ıc, jej́ı
součet je diferencovatelná funkce a

{

∑

k

fk(x)

}

′

=
∑

k

f ′

k(x)

všude v I.

Věta 3.6. [Derivováńı trigonometrické řady člen po členu.] Nechť ak, bk

jsou libovolná č́ısla taková, že řada

∞
∑

k=1

k
(

|ak| + |bk|
)

konverguje. Potom řada

a0

2
+

∞
∑

k=1

[

ak cos kx + bk sin kx
]

konverguje absolutně stejnoměrně v R. Nav́ıc: jej́ı součet f(x) je C1(R) a
zderivovaná řada

∞
∑

k=1

[

− kak sin kx + kbk cos kx
]

konverguje též absolutně stejnoměrně v R a jej́ı součet je f ′(x).
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Věta 3.7. Nechť f(x) ∈ C2(R) je 2π periodická. Potom pro jej́ı Fourierovy
koeficienty ak, bk plat́ı, že řada

∞
∑

k=1

k
(

|ak| + |bk|
)

konverguje.

Věta 3.8. [Integrováńı Fourierovy řady člen po členu.] Nechť f(x) ∈
L1(0, 2π) je 2π-periodická, nechť ak, bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty. Po-
tom

∫ x

0

f(t) dt −
a0

2
x =

A0

2
+

∞
∑

k=1

[−bk

k
cos kx +

ak

k
sin kx

]

plat́ı pro ∀x ∈ R. Nav́ıc A0 = 2
∑

∞

k=1

bk

k
.

Poznámky.

• vznikne ”formálně” integrováńım rovnosti

f(t) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

[

ak cos kt + bk sin kt
]

- ta však za předpoklad̊u věty obecně nemuśı platit.
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