1. KRIVKOVY INTEGRAL

Poznédmka. Funkce (t) : [a,b] — R" je C' v [a,}] prave kdyz existuje
¢(t) : R — R t¥idy C' v R tak, e @|ny = ¢-

Lemma 1.1 Necht o(t) : [a,b] — R™. Pak je ekvivalentni:
(1) ¢(t) je C* v [a,b]
(2) ¢(t) € C([a,b]) NC*((a,b)), existuji vlastni jednostranné derivace ¢/, (a),

¢" (b) a navic

¢! (a) = lim ¢'(t) Pl (b) = lim ¢'(t).

t—a+ t—b—

Definice. Nechf ¢(t) : [a,b] — R™ je C! funkce takova, ze ¢'(t) # 0 vSude
v [a,b]. Potom ¢ (podrobnéji dvojici (¢(t), [a, b]) nazvu C'-kiivkou v R™.
Necht ¢(t) : [a,b] — R™ je spojitd funkce. Necht existuji body zp = a <
xy < -+ <@, =btakové, ze Vi =1,...nje ¢|, ., C'-kiivka v R". Potom
¢ (podrobnéji dvojici (¢(t), [a, b]) nazvu po ¢dstech C'-kiivkou v R™.
Mnozina

(0) = o(la,b]) = {e(t) : £ €a,b]}
se nazyva geometricky obraz kiivky .
Alternativni terminologie: (y)...kfivka, (©(t), [a,b])...parametrizace kiivky.
Umluva. Kiivka = po éastech C! kiivka.

Terminologie. Pro kiivku (¢(t), [a, b]) zavadim:

e /(t) ... tecny vektor kiivky (existuje nejvyse kone¢né vyjimeénych bodu,
kde neexistuje ¢'(t), ale existuji (obecné ruzné) ¢’ (t), ¢’ (t).)

e ' ()| ()] ... jednotkovy teény vektor. Norma je eukleidovska:

l' @)1 =

Téz definovan az na konecné vyjimek.
e ¢(a) ... pocatecni bod ¢, zkratka p. b. ¢.
e ©(b) ... koncovy bod ¢, zkratka k. b. .

Definice. Kiivka (¢(t), [a, b]) se nazve jednoduchd, je-li ¢(t) prosté v [a, b].
Kfivka se nazve uzaviena, jestlize p. b. ¢ = k. b. ¢. Uzaviena kiivka se nazve
jednoduchd, pokud ¢ je prosté v [a, b).

Piiklady.

o p(t) = (cos(2* mxt),sin(2xmxt)), t €[0,1] je jednoduchd uzaviend, C'!



kiivka, (p) je jednotkova kruznice.
e ctverec je geometricky obraz jednoduché uzaviené kiivky, kterd nenf C*.
e “8” je uzaviena ktivka, ktera neni jednoducha

Definice. Necht (p(t), [a,b]) je kiivka. Kfivku

X(t) :=p(=t),  tel[=b—d

nazvu kiivkou opacnou k ¢ a znacim Sp.
Necht (p(t), [a,b]), (¥(t),[c, d]) jsou kiivky a k. b. ¢ = p. b. 1. Potom k¥ivku
(X(t)a [CL, b+d— C])

) e(t), t€la,b]
x(t) = {w(t+c—b), tebb+d—

nazvu souctem kiivek ¢, 1 a znac¢im ¢ @ .

Poznamky.

o (p) = (By), p.b. p =k b. ©¢p, k. b. ¢ = p. b. Sp. V alternativni
terminologii: jde o tytéz kiivky s opacnou orientaci.

e kazda po ¢astech C! kiivka je souc¢tem koneéné mnoha C' kiivek: ¢ =
PO BB ", kde ¢ = @i,z (body z; z definice po Edstech C!
kiivky.)

Definice. Necht (o, I) je kiivka v R™.
1. Necht f(z) : (p) — R. Kiivkovy integral prvnfho druhu funkce f po
ktivce ¢ definuji jako

/ fds = / Fe) @] dt

2. Necht F(z) : (¢) — R™. Krivkovy integral druhého druhu funkce F po
ktivce ¢ definuji jako

L Fdoi= [ Fle(®) - #16)dr

I
Integraly vpravo chapu jako Lebesgueovy a pozaduji, aby byly konecné.

Poznamky.

e Lebesgueovu integralu nevadi, ¢'(t) neni definovéano v koneéné bodech

e v konkrétnich piikladech je obvykle integrand spojity a integral pocitam
jako Newtonuv



Véta 1.1[Zdkladn{ vlastnosti kiivkového integralu.] 1. Necht ¢ je kiivka v
R™, f(z), g(z) : (¢) — R, a € R. Potom

[O(f+g)ds=[0fds+[09ds, Lafds:a[ofds.

2. Necht ¢, 1 jsou kiivky, k. b. ¢ = p. b. ¥ a f(z) : {(¢) U (¢) — R. Potom

[D®¢fds:[ofds+[pfds.

Analogicka tvrzeni plati pro integral druhého druhu.

Lemma 1.2. Necht (¢(t),[a,b]), (¥(7), [a, B]) jsou kiivky. Necht existuje
X(7) @ o, 8] — [a,b] vzdjemné jednozacné funkce takovd, ze (1) = ¢(x(7))
pro V7 € [a, 5] a x'(7) je spojita, nenulova v (a, 3).

Potom pro kazdé f(z) : () — R, F(x) : () — R" plati

/wfds:/wfds, /@ngo:i/d}ms,

kde £ je podle toho, zda x roste/klesa.
Disledek. Necht ¢ je kiivka a f(z) : (p) — R, F(z) : {¢) — R™. Potom

@@fds:Lfds /@@Fd(@go):—/des,

Véta 1.2. Necht (¢(t), [a,b]), (v(7), [a, B]) jsou jednoduché C*-kiivky takové,
7e (p) = (). Necht f(x): (p) — R, F(x): (¢) — R". Potom

/wfds:/wfds, /@ngo:i/d}ms,

kde =+ je podle toho, zda ¢(t), ¥ (t) probihaji mnozinu (p) = () ve stejném/opaéném
smyslu.

Poznamka.

e kiivkovy integral zavisi pouze na obrazu kiivky, ne na parametrizaci -
integral druhého druhu zavisi navic na sméru probihani.

e plati i pro po ¢astech C! kiivky.

e piedpoklad jednoduchosti je podstatny.

Definice. Necht M C R". Kfivka ¢ se nazve kiivkou v M, pokud (¢) C M.
Mnozina M C R"™ se nazve kiivkové souvisla, pokud pro libovolné body =,
y € M existuje ¢ kiivka v M takova, ze p. b. ¢ =z, k. b. p = y.
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Piiklady.

e R" je kiivkové souvisla

e konvexni mnozina je kfivkové souvisla

e mnozina M = R?\ {(¢,0) : t € R} neni kiivkové souvisld

Definice. Necht F(z): Q — R", kde Q C R". Rikdme, ze kiivkovy integral
z F () nezavisi v ) na cesté, pokud

LFW:AFW

pro libovolné kiivky ¢, ¢ v € takové, ze p. b. o = p. b. ¢, k. b. ¢ = k. b. 1.
Necht 2 C R" je oteviend mnozina, F(z) : & — R" je spojitd. Funkce
U(x) : © — R se nazve potencial F', pokud VU(z) = F(z) pro Yz € .

Véta 1.3.]0 existenci potencidlu.] Necht  C R" je oteviend, kiivkové
souvisld mnozina, F(z) : Q — R™ je spojita funkce. Potom je ekvivalentni:
(1) existuje U potencidl k F' v

(2) kiivkovy integral z F'(x) nezdvisi v {2 na cesté

2. PLOSNY INTEGRAL.

Poznamka. Obecné: integrovani pies k-rozmérné utvary (k-plochy) v R™.
Omezime se na piipad k = 2, n = 3.

Definice. Mnozina S C R? se nazve plocha, pokud S = p(Q), kde Q C R?
je oteviend mnozina a ¢ : R? — R? splituje:

(1) pje C!

(2) h(Vp) =2 viude v Q

Dvojice (¢, ) se nazyva parametrizace plochy S.

Plocha je jednoduchd, pokud ¢ je prosté a ¢~! je spojité na S.

Poznamky.

e pozadavek (1) ... plocha je hladkd

e pozadavek (2) ... plocha nedegeneruje napt. v kiivku

e pozadavek ¢! spojité: plocha se nazavinuje - vyluéuje situaci, kdy kraj se
dotyka vnitiku plochy

e terminologie predchozi kapitoly: (¢,€)) - plocha, S - geometricky obraz
plochy

Priklady.

(1) ¢: & = cosucosv, y = sinucosv, z = sinv, kde (u,v) € = (0,27) X
(—m/2,7/2) parametrizuje S... jednotkovou sféru s vyjimkou jednoho ”poledniku”

(2)90 Yy=Yy,2=22= V1—y2—22,kde(y,z)GQZ{(y,z): y2+22<1}

... horni pulka téze sféry



Véta 2.1. [Zadani plochy.]
(1) Necht Q C R? je otevienad mnozina a f(x,y) : Q@ — R je C! funkce.
Potom

graf f = {(v,y,2): (v,y) €Q, z= f(z,y)}

je jednoducha plocha.
(2) Necht F(z,y,2) : B> — R je C! funkce. Necht a € R? je bod takovy, 7e
F(a) =0a VF(a) # 0. Pak existuje £ > 0 takové, ze mnozina

Ula,e) N{F =0}

je jednoducha plocha.

Poznamka. [Vnéjsi soucin.] Pro u = (uy, us, us), v = (v1,ve, v3) vektory v
R3 definuji u x v jako vektor (ugvs — Uzva, Usv — ULV3, U1V — Uy ).
Vlastnosti:

o (utw)xv=uxv+wxwv, (au) xv="1u X (av) = a(u x v) (bilinearita)
e uxv=—(vxu) (antisymetrie)

Geometricky vyznam:

e jsou-li u, v linedrné zavislé, je u x v = 0 (a naopak)

e jsou-li u,v linedrné nezdvislé, je w = u x v (jednozna¢né uréeny) vektor s
témito vlastnostmi: (1) w je kolmy na rovinu, uréenou vektory u, v (2) délka
w je rovna plose rovnobézniku, urceného vektory u, v (3) vektory u, v a w
(v tomto poradi) tvoii kladné orientovanou bazi, tj. determinant matice se
sloupci u, v, w je kladny.

Vzorce:

o u, v, w € R w- (uxv) = det((u)(v)(w)) (zde - je skaldrni soucin,
((u)(v)(w)) matice se sloupci u, v a w.)

eu, v, U vE R kde 4 = au + bv, v = cu + dv. Potom

R _[a b
|la x 0] = |det A [Ju x v|| A_(c d)

Definice. [Plogny integral 1. druhu] Necht S je jednoduchd plocha, f(z) :
S — R. Plosny integrédl 1. druhu funkce f pfes plochu S definujeme jako

/de: /[fogo] lpu X @ol| dudv .
S Q
Integral vpravo chapeme jako Lebesgueuv a (¢, §2) je libovolnd parametrizace

S

Ve specidlnim ptipadé f = 1 dostaneme plosny obsah S.
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Véta 2.2 [Korektnost definice.] Integral 1. druhu nezdvisi na parametrizaci.

Definice. Rekneme, Ze plocha S je orientovand, pokud existuje spojité
funkce v(z) : S — R® tak, ze pro Vx € S je v(x) normdlovy vektor k
S.

Dvojice (S, v) se nazyva orientovana plocha.

Poznamky.

e normalovy vektor: kolmy na teénou rovinu (ta je uréena vektory ¢, ¢,)
e nizorné: rozlisuji "lic” plochy (ve sméru v) a "rub” plochy

e ne vzdy existuje orientace - sféra, torus: ano, Mobiuv list: ne.

e (S,v) je orientovand plocha ... (S, —v) je opacéné orientovand plocha.

e jednoducha plocha méa vzdy orientaci:

L Pu X Py -1
|7

— _rurv 4 na S
| u X @0

Ve smyslu nésledujici definice je to orientace souhlasna s parametrizaci.

Definice. Necht (S,v) je orientovana plocha. Rekneme, ze parametrizace
(i, Q) souhlasi s orientaci, pokud

Pu X Puy

- T v Q.
[0u X @l

Vo=

Definice. [Plosny integrdl 2. druhu.] Necht (S, v) je jednoduchd orientovand
plocha, F(z) : S — R3. Plosny integral 2. druhu funkce F' ptes plochu S

definujeme jako
/ F-d§:/(F-u)dS,
S,v S

kde integrél napravo chépu jako integral 1. druhu (skaldrni) funkce f(z) =

Poznamky.
e nazorny vyznam: tok pole F' plochou §S.
e starsi znaceni: dS = (dydz,dzdx,dxdy).

Lemma 2.1. [Vypocet int. 2. druhu.] Necht (S,v), F jsou jako vyse.
Potom

/ F-dS = /[Fogo] (X y) dudv = / det(F o, @y, ,) dudv,
Sw Q Q

kde (¢, ) je libovolné parametrizace S souhlasna s orientaci v a (Fop, v, ©,)
je matice se sloupci F' o @, ¢, a p,.



Definice. Mnozina S C R? se nazve zobecnéna plocha, pokud S = J i SIUT,
kde S7 jsou jednoduché plochy a I' 1ze pokryt koneéné mnoha kiivkami. Navic
pozaduji

kNl Jsi#0 (%)

i#k

Piiklady.

(1) S, = {z € R*: |z|| = 1} je zobecnéna plocha: Sy = S' U S*UT,
kde S! (severni polokoule) je graf funkce f(x,y) = /1 — (22 +92) na Q =
{z* +y* < 1}, S? (jizni polokoule) je graf funkce — f(z,y) na Q a T’ (rovnik)
je geometricky obraz x(t) = (cost,sint,0), t € [0, 27].

(2) povrch krychle S = 0{[0,1] x [0,1] x [0,1]} je zobecnéna plocha: S =
US_1S7 UT, kde S7 jsou stény a I' sjednocent hran.

Definice. Necht S je zobecnénd plocha, f: S — R, F : S — R3? funkce a
v : S — R? orientace (tj. spojité pole normal). Plosny integral 1. resp. 2.
druhu definuji jako

fdsS = fds, resp. / F.-§= / F-dS.
/s ; 83 (Sv) ; (59,v)

Siv

Poznamky.
e definice je korektni: nezavisi na zpusobu, jimz S rozlozim na S? a I’
e orientace S nemusi existovat: krychle nema normalu na hranach.

Lemma 2.2. Necht a, b jsou vektory v R®. Potom

a-a, a-b
det< a-b. b_b):||a><b||2.

Véta 2.2. [Grammuv determinant.] Necht S je jednoduché plocha, (i, )
jeji parametrizace a f : S — R. Potom

[ ris= [ roovadutn,
kde

g:det<¢u'(pv> qu(pv>
Pu * Puv, Po - Po

je tzv. Grammuv determinant.



Definice. [Diferencidlni operétory.]
1. (laplacién)

n_ g2
Au = 8—2 u:R"— R
i=1 Oz;
2. (divergence)
divu = Ou, u:R"— R"
= Omi
3. (rotace pro n=2)
tu =— — — R — R
ro 851?1 8:62 b -

4. (rotace pro n=3)

Ous Ous Oup  Ous Ous  Ouy p3 3
Oxy  Ox3 Oxg Oxy Oxy 3@) ui iR

rotu = (

Véta 2.3. Plati:

(1) divu = tr (Vu) (pro u : R® — R", tr A je stopa matice)
(2) Au=divVu (pro u: R" — R)

(3) rotu =V x u (pro u : R> — R3)

(4) divrotu =0 (pro u : R* — R?)

Definice. Oteviend, kiivkové souvisla mnozina {2 C R"™ se nazyva oblast.
Je-li M C R™ (ne nutné oteviend), fekneme, ze u € C''(M), pokud existuje

Q2 D M oteviena takovd, ze u € C*().

Necht Q C R? je oblast, necht 99 je zobecnéna plocha. Funkci n(z) : S — R3
nazveme vnéjsi normalou k 02, pokud pro Vx € S je n(x) jednotkovy vektor,

kolmy na 0f2, a navic

(35 > 0)(Vt € (0,6))[z + tn(z) ¢ Q]

Zobecnéni: pripoustime, ze n(x) je definovana pouze v 02 \ I', kde T" lze

pokryt krivkami.

Véta 2.4. [Gauss-Ostrogradského.] Necht Q C R? je omezend oblast, 99 je
zobecnénd plocha a n = (ny,n9,n3) je vnéjsi normala. Necht u, g—; e C(Q)

pro i =1, 2, 3. Potom
ou

o 0z;

d)\g,:/ un; dS 1=1,2,3.
o0
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Véta 2.5. [O divergenci.] Necht Q C R? je omezena oblast, 0f2 je zobecnéna
plocha a n je vnéjsi normdla. Necht u : R — R3 je C*(2). Potom

/divud)\gz/ u-ndS.
Q a0

Definice. Necht  C R? je oblast, necht 9Q = (¢), kde ¢ je kiivka. Funkce
n(z) : 90 :— R? se nazve vnéjsi normdla k 99, pokud pro Vz € 99 je n(x)
jednotkovy vektor, kolmy na 02 (presnéji na teénu ). Navic n(x) sméfuje
ven z ().

Zobecnéni: dovolime, ze n(zx) je definovana v 92 az na konecné vyjimek.

Véta 2.6. [O divergenci v roviné.] Necht Q C R? je omezend oblast, necht
0Q = (), kde ¢ je kiivka, a n je vnéjsf norméla k dw. Necht u : R? — R?

je C1(Q). Potom
/divudA2:/u~nds.
Q ®

Definice. Kiivka ¢ obihd mnozinu 2 C R" v kladném smyslu, pokud ji
obtha proti sméru hodinovych rucicek. Alternativné: plati pravidlo pravé
ruky.

Véta 2.7. [Greenova.] Necht Q C R? je omezend oblast, necht 99 = (y),
kde ¢ je kiivka, kterd obihd Q v kladném smyslu. Necht u : B2 — R? je

C*(Q). Potom
/rotud)\ngu-dgo.
Q ®

Lemma 2.7. [Vypocet divergence integralnimi priméry.] Necht Q C R? je
oteviend, u : R* — R® je C1(Q). Potom
1
di = lim —————— -ndS  Vzg € Q.
[div u)(zo) Jim B ) / u-n g
0B (zo,p)

Definice. Jednoduchd plocha S C R? se nazve plocha s okrajem, pokud
existuje parametrizace (¢, Q) takova, ze ¢ je C!, prostd a h(Vy) = 2 dokonce
na ; O Q. Navic 90 = (1), kde 9 je jednoduchd uzaviend kiivka.
Mnozina I' = ¢(0f2) se nazyva okraj plochy S.

Je-1i S navic orientovand a I' = (x), fekneme, ze kiivka x obihd plochu S ve
shodé s orientaci v, pokud (nézorné feceno): jdeme-li po okraji I' ve smyslu
X s hlavou ve sméru v, mame S po levé ruce.
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Véta 2.8. [Stokesova.] Necht (S,v) je jednoduchd orientovand plocha s
okrajem I'. Necht I' = (x), kde x obfhd S ve shodé s orientaci v. Nechf
F:R*— R3je CY(SUT). Potom

/ [rotF}-dS:/F-dx.
(Sw) X

Lemma 2.4. Necht Q C R" je oblast, F' : Q — R" je spojitd. Potom je
ekvivalentni:

(1) kiivkovy integral z F' nezavisi v {2 na cesté.

(2) pro kazdou uzavienou kiivku x v €2 je

/F-dX:().
X

Disledek. F : Q — R" ma v Q potencidl, pravé kdyz fXF ~dxy = 0 pro
kazdou uzavienou ktivku y v 2.

Definice. Oblast Q) C R? se nazve jednoduse souvisld, pokud plati: je-li y
jednoducha uzaviena ktivka v 2, je mnozina, kterou y ohranicuje, ¢asti (2.
Ekvivalentné: kazdou jednoduchou uzavienou kiivku lze v €2 spojité stahnout
do bodu.

Véta 2.9. [Existence potencidlu v R%.] Necht Q C R? je jednoduse souvisla
oblast, F/': Q — R?je Ct arot F =0 v Q). Potom F mé v ) potencial.

Véta 2.10. [Existence potencidlu v R3.] Necht 2 C R? je oblast, F: Q —
R?je Ct atot ' = 0 v Q. Necht navic Q m4 nésledujici vlastnost [*]: je-li x
libovolnd jednoduché uzaviend kiivka v €, pak existuje S C 2 jednoducha
plocha takova, ze (x) je okraj S.

Potom F' ma v () potencial.

Poznamky.

e predpoklad jednoduché souvislosti €2 pro n=2 resp. [*] pro n=3 je pod-
statny

e bez téchto predpokladu podminka rot ' = 0 zaruci existenci potencidlu
pouze lokalné

e piedpoklad [*] neni totéz co jednoduchd souvislost v R? (ta se obecné
definuje jinak)

Definice. [k-plocha] Mnozina M C R"™ se nazve k-plocha (0 < k < n),
pokud M = (), kde Q C R* je oteviend,  je C! a navic h(Vy) = k viude
v Q.
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Doplnéni definice: jednobodova mnozina je O-plocha, oteviend c¢ast R™ je
n-plocha.
Zobecnény Jakobidn (¢ : R¥ — R", 1 <k <n)

Jo = /det[(Ve)T - V.

Pro f: M — R definuji plosny integral 1. druhu jako
[ rasi= [ ropse.
M Q
Poznamky.

e posledni definice zobecnuje fadu ptredchozich vzorcu/definic (kiivkovy a
plodny integral, véta o substituci, atd.)
e lze vytvofit obecnou teorii, v niz se dokaze “obecnd” Stokesova véta:

/dw:/ w
M oM

kde M je k-plocha, OM je okraj M (typicky (k — 1)-plocha), w je tzv. difer-
encialni forma, d je diferencial.

Gaussovu, Greenovu nebo ndmi dokdzanou Stokesovu vétu v R? lze chapat
jako specialni ptripady této obecné Stokesovy véty.

3. FOURIEROVY RADY.
Definice. Rada funkci

a :
?0 + Z lay, cos kx + by, sin kx|

00
k=1

kde ay, b € R jsou konstanty, se nazyva trigonometricka rada.

Poznamka. Pokud trigonometricka rada konveguje, je jeji soucet 2m-periodickd
funkce. Hlavni otazka této kapitoly: 1ze naopak kazdou 27-periodickou funkci
napsat jako soucet néjaké trigonometrické rady?

Lemma 3.1.
(1) fozw sinnz = fo% cosnz = 0 pro Vn # 0 celé,

2) [ sinnz cosmz = 0 pro Vm, n > 1 cel,
0

(3) fozw sinnrsinmr = fozw COSNT COSMT = TOmn, (Omn je Kroneckerovo
delta).

Poznamka. Predchozi lemma: funkce {1,sinx, cos x,sin 2x, cos 2z, ...} tvori
ortogonalni systém vudi skalarnimu souéinu (f, g) = 027r f(x)g(x).
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Definice. Necht f € £(0,27). Trigonometrickd fada s koeficienty

aozl/%f(f)

T Jo
1 21
ak:—/ f(z)cos kx kE>1
T Jo
1 2

by = — f(x)sinkx k>1
T Jo

se nazyva Fourierova fada funkce f. Znaci se F. Cisla ag, by se nazyvaji
Fourierovy koeficienty funkce f.

Poznamky.

o je F(z) = f(z) ? Jisté ne vzdy ve vSech bodech, nebot ay, by, a tudiz F;
nevidi zmény f na mnoziné miry 0.

o F; je vzdy 2m-periodickd, zkoumanou f tedy také rozsiiime 27-periodicky.
e je-li f funkce 2m-periodickd, potom fozw f="f= f;”ﬂ f proVa e R
e obecnéji, pro f funkci [-periodickou definujeme

S 2 2
Fi(z) = % + Z [ak cos (%kx) + by sin <Tﬁkx)}
k=1

kd

e
! ! !
ag = %/o flz), ar= %/0 f(z) cos <277rkx) , b= %/o f(z)sin (277%3:) :

(Plati ptislusné analogie vysledku této kapitoly.)

o fsudd = b, =0; f lichi — a; =0.

e sinovd fada: f definovdna na (0, ) - rozsitime lise.

cosinova fada: f definovdna na (0, 7) - rozsifime sude.

Véta 3.1. Nechf trigonometrickd fada konverguje stejnomérné v [0, 2xr]. Pak

je Fourierovou radou svého vlastniho souctu.

Definice. Funkci f nazveme po ¢astech spojitou v (a,b), pokud existuji
body zp = a < 21 < z3--- < x, = b takové, ze f je spojita v intervalech
(j_1,2;) a navic ma v bodech z; jednostranné vlastni limity.

Funkei nazveme po ¢dstech C*| jestlize navic f'(x) je spojitd v (zj_1,z;) a
f'(x) navic ma v bodech z; jednostranné vlastni limity.

Pozniamka. Na rozdil od kapitoly 1 nenf po ¢dstech C'! funkce nutné spojita.
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Véta 3.2. [O konvergenci Fourierovy fady.] Necht f € £(0,27) je 2n-
periodickd a navic po ¢dstech C! v (a,b). Potom pro Vx € (a,b) je

Fy(a) = 57 (=) + f(a+)]

Specialné Fy(x) = f(z) v bodech spojitosti.

Lemma 3.2. [Komplexn{ tvar Fourierovy fady.] Necht f € L£(0,27) je
2m-periodicka. Oznac¢me

2T
k= L f(x) exp(—ikx) dx .
21 Jo
Potom (formélné)
Fi(z) = Z cr exp(ikx)

keZ

Navic plati vztahy

Qo
C(]:E
1 .
Cp = §(ak—zbk) k Z 1

1
C_ = §(CLk —|—Zbk) k Z 1

respektive

a0:200
ar = Cx + C_g k>1
bk = ’L(Ck — C_k) k Z 1

kde ay, by jsou Fourierovy koeficienty f.
Pro n-ty ¢astecny soucet Fourierovy fady Fy,(x) plati

Fin(z) = Z cx exp(ikz) .

k=—n

Lemma 3.3. [Integralni tvar F.i.] f € £(0,27) je 2m-periodickd. Potom
n-ty castecny soucet F.7. funkce f je

]:fm(x) = /_ﬂ D, (2)f(x+ 2)dz
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kde

sin [(n + l) }
27 sin (5)

Dy(2) =

se nazyva Dirichletovo integra¢ni jadro.

Poznamky.
L4 Dn(z) = Dn(—Z>
ef=1..Fpx)=1..1=21[" D,(2)=1.

Lemma 3.4. [Riemann-Lebesgueovo.] Necht f € L(a,b). Potom

B
lim/ f(x)sin(tz)de =0 lim/ f(x) cos(tx)de = 0.

t—o00 t—o0
kde (o, B) C (a,b) je libovolny.

Véta 3.3. [Riemannova véta o lokalizaci.] Necht f € L£(0,27) je 2n-
periodick4 funkce, necht A € R. Potom

Fi(r) = A pron— A
pravé kdyz

sin [(n + %) z]

sin (3

dz — 0 pron — oo,

5
/0 [f(x+z) + f(z — 2)] —ZA]

kde 0 € (0,7) je libovolné, pevné.

Poznamky. Za jakych okolnosti plati vyrok (*) Fr(z) = f(x)? (Pfedpoklddame,
ze [ je 2m-periodické.)

e f € L'0,27): (*) nemusi platit pro zddné x

o f € L?0,27): (*) plati skoro vsude

e f € C(R): (*) nemusi platit vSude (plati skoro vsude podle predchoziho,
nebot f je omezend a tudiz v L%(0,2m).)

e f spojitd a navic po ¢astech C: (*) plati pro vSechna x. (Toto jediné jsme
dokazali.)

Definice. Pro (a,b) C R a p € [1,00) definuji
b
[P(a,b) = {f(z): (a,b) — R: f je mefitelnd, / F(2)P < oo}

Poznamky.
o L'(a,b) = L(a,b)
e (a,b) C R omezeny = L*(a,b) C L'(a,b)
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Véta 3.4. [Besselova nerovnost.] Necht f € L2(0,27) je 27r-periodicka a ay,
bi. jsou jeji Fourierovy koeficienty. Potom

G S (a2 4 82) < /%|f<>|2
> T (az z)|*.

Specidlné: fady > ai, > b2 konverguji.

Véta 3.5. [Parsevalova rovnost.] Necht f € L?(0,27) je 2r-periodickd a ay,
bi. jsou jeji Fourierovy koeficienty. Potom je ekvivalentni:

(1)

27
/ |f(x)_~7:f,n(l')|2—>0 pro n — oo
0

00 1 27
+Z (a2 + b) —W/O |f(2)]?.
k=1

Poznamka. Tyto vyroky nejsou jen ekvivalentni - za ptredpokladu f €
L*(0,2) oba vzdy plati.

(2) ... se nazyva Parsevalova rovnost

(1) ... tikd, ze Fy,, — f v prostoru L*(0, ).

Pro obecné [-periodickou funkci ma Parsevalova rovnost tvar

a N 2 2 o 2
o5t (ak+07) = @)
k=1

Poznamka. Pii pocitani prikladi lze pozorovat (f po ¢astech C1):
f nespojité ... ag, by ~ 1/k

f spojita, ale ne C* ... ay, by ~ 1/k?

fieC ... ay, by ~ 1/K3 etc.

Hypotéza: souvislost mezi hladkosti f a tim, jak rychle ay, by — 0.

Opakovani.

[Weierstrassova véta.] Necht |fi(z)] < ax v I a fada Y, a; konverguje.
Potom fada funkei ), fi(z) konverguje absolutné stejnomérné v I.
[Derivovani fady ¢len po ¢lenu.] Necht fada Y, fx(z) konverguje alespoii v
jednom bodé z¢ € I a necht fada Y, f/(z) konverguje lokdlné stejnomérné
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v I. Potom fada ) fp(z) téz konverguje lokdlné stejnomeérné v I. Navic, jeji
soucet je diferencovatelna funkce a

{Z fk(x)} = filx)

vSude v I.

Véta 3.6. [Derivovén{ trigonometrické fady ¢len po clenu.] Necht ay, by
jsou libovolna cisla takova, ze fada

> " k(lax| + |bk])
k=1

konverguje. Potom fada
50 + ; ay, cos kx + by, sin kx]

konverguje absolutné stejnomérné v R. Navic: jeji soucet f(z) je C*(R) a
zderivovana fada

NE

[ — kay, sin kx + kb, cos kx]

e
Il

1
konverguje téz absolutné stejnomérné v R a jeji soucet je f'(z).

Véta 3.7. Necht f(x) € C%(R) je 27 periodicka. Potom pro jeji Fourierovy
koeficienty ay, by plati, ze fada

> k(|ag| + |bk])
k=1

konverguje.

Véta 3.8. [Integrovdni Fourierovy fady ¢len po ¢lenu.] Necht f(x) €
LY(0,27) je 2m-periodickd, necht ay, by jsou jeji Fourierovy koeficienty. Po-
tom

+Z —cosk:x%—?smkx}

plati pro Vz € R. Navic Ay =27, %
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Poznamky.
e vznikne ”formalné” integrovanim rovnosti

Qo

f(t) = 5 + Z [ax cos kt + by, sin kt |

k=1
- ta v8ak za predpokladu véty obecné nemusi platit.
4. ABSTRAKTNI FOURIEROVY RADY.

Definice. Necht Q € R" a 1 < p < oo. Definujeme pro 1 < p < 0o
L) ={f:Q—C: [ jeméfitelna, / |f(@)|P dz < oo}
Q

respektive pro p = oo
L¥Q)={f:Q— C: fjeméefitelnd a 3C tak, ze |f(z)] < Csv. vQ }

Terminologie: funkce LP integrovatelné resp. esencidlné omezené.
Norma na prostoru LP(£2) se definuje pro p < oo jako

i, ={ \f(x)\pdx}l/p

respektive pro p = oo jako

Il =inf {C>0: |f(z)| < Csv. vQ}

Pozndmka. Obecné [|f[|, = 0 implikuje jen f = 0 s.v. a nikoliv f = 0.
Reseni: v prostorech LP povazuji funkce, které se rovnaji skoro vsude, za
totozné. (Napiiklad Dirichletovu funkei a funkci nulovou.)

Dusledek: neméd smysl hovorit o takovych vlastnostech funkce z L?, které se
zméni, zménim-li funkci na mnoziné miry nula (napiiklad hodnota v jednom
bodé.) M4 smysl hovofit jen o takovych vlastnostech, které na takové zméné
nezélezi (napiiklad integral pres néjakou mnozinu.)

Lemma 4.1. [Youngova nerovnost.] Nechf a, b > 0 a necht 1 < p, ¢ < oo
spliuji 1—1) + % = 1. Potom ab < %,, + %.
Poznamka. Specialné pro p = q = 2: ab < a?/2 + b*/2.

Lemma 4.2. [Holderova nerovnost.] Necht u(z) € LP(Q2), v(z) € LY(9), kde
1 < p, ¢ < oo spliuji % + % =1 (s umluvou 1/0c0 = 0). Potom u(z)v(z) €
L' () a

[wolly < lull,lll, -
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Lemma 4.3. [Minkowského nerovnost.] Pro p € (1,00) je

lu + ], < [lull, + [v]],-

Daisledek. Trojuhelnikova nerovnost pro normu v LP(2).

Poznamky.
e V normovaném prostoru X lze hovofit o souctu rady: jsou-li x;, € X,
potom x = Y~ xy, pokud s, — x pro n — oo, kde konvergenci chépu dle
normy X, tj.

(Ve >0)(3no € N)[n>ng = s, —zl|x <e]

kde s, = > 7_, o jsou ¢dstecné soucty.
e Je-li X uplny, pak posloupnost ma limitu <= pravé kdyz je cauchyovska.
Pfepsano pro fadu: Y -, zy konverguje, pravé kdyz
- ]
X

(B.C. podminka konvergence fady v obecném normovaném prostoru.)

e Prostory LP(2) jsou tplné, viz V. Jarnik, Integralni pocet II, Véta 199, s.
545. Dusledky: plati v nich Banachova véta o kontrakci, 1ze pouzivat B.C.
podminku k ovéreni konvergence.

e prostor L?(2) m4 dalsi vyhodu: skaldrni soucin.

n—+p

> =

(Ve > 0)(3no € N) (Vn > no) (Vp € N) [ P

Definice. Necht X je linedrni vektorovy prostor nad C. Zobrazeni z, y —
(r,y) z X x X do C se nazve skaldrni soucin, pokud

(i) je bilinedrni,

(i) (y,2) = (z,y),

(iii) (z,z) >0 a (z,2) =0 <= x=0.

Skalarni soucin pfirozené urc¢uje normu ||z|| = /(z, x).

Plati tzv. Cauchy-Schwartzova nerovnost

(@, y)] < (2, 2)\/(y, )

Dulezity priklad. Na prostoru L?(Q) lze definovat skaldrni soucin jako

Poznamky.
e definice je korektni: nevadi neurcenost u, v na mnoziné miry 0.
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e integral konverguje diky Holderové nerovnosti (p = ¢ = 2).
e norma uréend timto skaldrnfm souc¢inem je ptivodnf norma v L?(€2).

Definice. Prostor se skalarnim soucinem, ktery je uplny vzhledem normé
timto skaldrnim soucinem urcené, se nazyva Hilbertuv prostor.

Poznamky.

e R" C™ jsou Hilbertovy prostory (kone¢né-dimenzionélni.)

e L2() je Hilbertuv prostor (nekoneéné-dimenzionélni.)

e skalarni sou¢in umozni hovotit o kolmosti, thlech. Hilbertuv prostor je
proto "podobny” prostoru R", i kdyz je obecné nekonec¢né-dimenzionalni.

Umluva. V dalsim textu H znaéi Hilbertiv prostor, (+,-) odpovidajici
skaldrni souéin a ||| normu.

Definice. Mnozina {z,} C H se nazve ortogonalni (OG) systém, pokud
zn, # 0 a (z,,x,) = 0 pro m # n. Pokud navic (x,,x,) =1 (tj. ||z.]] = 1),
nazveme systém ortonormélni (ON).

Poznamky.

e (1,1), (2,-2) je OG, neni ON v R?

e (1,0), (0,1) je ON v R?

e trigonometricky systém {1, sin z, cos z, sin 2z, cos 2z, . .. } je OG v L*(0, 27)
(Lemma 3.1.)

o {z,}je OG ... y, = z,/||z,|| je ON, napf. {\/%, s -}

Definice. Necht X je vektorovy prostor. Mnozina {,}eca se nazve (al-
gebraickd) baze X, pokud kazdé x € X lze jedinym zpusobem napsat jako
T =31, Ckay, kde ¢, € R (C).
Necht X je navic prostor s normou. Spocetnd mnoZina {z, }.en se nazve
Schauderova baze X, pokud kazdé x € X lze jedinym zpusobem napsat jako
T =00 Cria,, kde ¢ € R (C).

Poznamky.
e dim X < oo ...obé baze existuji konecné.
e dim X = oo ... algebraickd baze muze byt nespocetnd, pohodlnéjsi je

spocetna Schauderova baze - misto konecnych lin. kombinaci ale potiebuji
sumu (= spoc¢etna lin. kombinace.)
e klicova otazka kapitoly: je OG systém Schauderovou bazi?

Véta 4.1. Necht {z,} je OG systém v H, necht z € H je takové, Ze

=77, iy, kde ¢, € C. Potom ¢, = %

Definice. [Abstraktni Fourierova fada.] Necht {z,} C H je OG systém,

necht z € H je libovolné. Radu (formdlni) >°3° cpas, kde ¢ = %,
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nazvu Fourierovou fadou prvku z vuci systému x,. Znacim F,. Cisla ¢
nazyvam Fourierovy koeficienty.

Poznamka.

e Fourierova tada f(z) € L?*(0,27) vzhledem k trigonometrickému systému
(dle predchozi definice) = Fouerierova fada funkce f(z) ve smyslu predchozi
kapitoly.

e je vzdy F, = x?7 ... klicova otazka.

Véta 4.2. [Besselova nerovnost, Parsevalova rovnost - abstraktni tvar.]
Necht {z,} C H je OG systém, necht x € H je libovolné a ¢, jsou Fourierovy
koeficienty. Potom

o0

2 2
D lalllal* < lel* (1)
k=1

Specidlné, tada vlevo konverguje. Déle, Fourierova tada F, vzdy konverguje
v H (jeji soucet viak neni nutné x.)
(2) Situace F, = x nastavd pravée kdyz plati

e}

S lelPllal? = 2. ()

k=1
Poznamky.
e (1) ... Besselova nerovnost, (2) ... Parsevalova rovnost.

e srovnejte s Vétami 3.4., 3.5.
e co je F,, ne-li 7 Lze spocitat: jsou-li a;, € C' libovolna, pak

N N
E Al — X E CrTp — X
k=1 k=1

kde ¢, jsou F k. prvku x vuéi {z,}. Tedy: F, je nejlepsi mozna aproximace.

2 2 N
= + > lak — e[l
k=1

Definice. Systém {z,,} C H se nazve uplny, pokud plati: je-li z € H takové,
ze (x,x,) = pro Vn, pak nutné = 0.

Nézorné: nelze najit nenulové z, kolmé na vSechny x, ... nechybi zaddna
souradnd osa.

Véta 4.3. [Ekvivalentn{ vyjadieni tiplnosti.] Necht {z,} C H je OG systém.
Pak nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(1) {xn} je uplny.

(2) pro Vx € H plati Parsevalova rovnost.

(3) pro Vx € H plati F, = x.
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Dulezity priklad. Trigonometricky systém je tplny v L?(0, 27). Tj., pokud
f(x) € L*(0,27) je kolmé na vsechny jeho prvky ( <= f(z) ma vSechny
Four. koef. nulové), pak nutné f(z) = 0 ve smyslu L?(0,27), tj. f(z) =0
S.V.

Lemma 4.4. Necht f(z) je spojitd v R a 2m-periodickd. Jestlize vSechny
jeji F k. jsou nulové, je f(x) =0 vsude v R.

Poznamka.

e Srovnej s vétou: je-li f(z) € C([a,b]) f f(z = 0 pro Ve € C}([a, b)),
je f(z) =0V [a,b].

Opakovani. Mnozina A je spocetnd, existuje-li vzdjemné jednoznacné zo-
brazeni A na N (znaceni: A~ N.)

Nézorné: prvky A lze oc¢islovat prirozenymi ¢isly. Piiklady: N, Z, @ jsou
spocetné, R, C' nespocetné.

Definice. Necht X je prostor s normou. MnoZina M se nazve hustd v X,
pokud

(Vo € X) (Ve > 0)(3y € M) [||lz — y|lx <]

Nézorné: kazdy prvek X ma libovolné blizko prvek z M.
Prostor X se nazve separabilni, pokud existuje spocetnd M husta v X.

Piiklady.

e 1R je separabilni: M = Q).

e C je separabilni: M ={z€ C: z=a+ib, a,b € Q}.

e H je Hilbertuv prostor a existuje spocetny tplny OG systém {z,} C H
—> H je separabilni.

e specidlné: L?(0,27) je separabilni, obecnéji: LP(£2) je separabilni pro Vp €
[1,00), ale L*°(2) neni separabilni.

e pro f(x):(0,1) — C oznac¢ spt f = {z € (0,1) : f(x) # 0} (nosi¢ funkce).
Definuj

H = {f (0,1) = C: Z|f <oo}

z€spt f

Prostor H se skalarnim soué¢inem

(fg)i= > fla)glx)

xespt fNspt g

je Hilbertuv prostor, ktery neni separabilni. Mnozina {e®}qc(0,1), kde e?(z) =
1 pro x = a a 0 jinde v ném tvoii iplny, ale nepocetny OG systém.
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e mnozina {e®} z predchoziho bodu je nespocetnd algebraickd béze nikoliv
‘H, ale mensitho prostoru Hy funkci s koneénym nosicem. Nosi¢ funkci z H je
obecné nejvyse spocetny. Dimenze prostoru H (=pocet prvku alg. baze) je
striktné vétsi nez dimenze Hy, kterd je kontinuum (=pocet prvkia R.)

5. KOMPLEXNI ANALYZA.

Definice.
C:{z:x+iy: x,yER}

kde i> = —1 (imagindrni jednotka), Re(z) = x (redlnd cést), Im(z) = y
(imagindrni ¢ést), |z| = /2?4 y? (absolutni hodnota), Z = x — iy (¢islo
komplexné sdruzené).

Poznamka. Ztotoznéni: C = R? z = z + iy < (z,y). Shoduje se i
2] = 1z, )

Definice. S = C U {oo}. Terminologie: C...oteviend Gaussova rovina,
S...uzaviena Gaussova rovina, oo...komplexni nekonecno.

Pocetni pravidla:

® g+ 0o =o00proVaeC

e a-00=o00proVaeS\{0}

® a/0o0 = o0 pro Va € C

e a/0 =00 pro Va € S\ {0}

Nedefinovéano zustéava: 0 - oo, 0/0, co/o0, 0o £ 00.

Piiklady. [Komplexni funkce.]

e polynomy, racionélni funkce. Pozn.: dodefinovanim p(oco)oo je polynom
spojita funkce v S.

e ¢*, sin z, cos z - definovany mocinnou fadou, kterd (absolutné) konverguje
pro Vz € C. Klicovy vztah:

exp(a + ib) = exp(a)[cos b + i sin b

Definice. Pro z € C\ {0} definujeme

logz:{CGC: exp(zz}

argz = {B€R: z=|z]exp(if)}
Logz = {¢ €logz: Im(¢) € (—m,7]}
Argz={Bcargz: e (—mn|}

Poznamky.
e log, arg nejsou to funkce v klasickém smyslu: ¢islu je prifazena mnozina.
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Napi.: logl = {2kmi: k € Z}.
e Log, Arg funkce jsou: ¢islu je pfitazeno pravé jedno cislo.
e plati vztahy (In je klasicky realny logaritmus):

(€logz <= Re(=In|z| & Im( € argz
Logz=1In|z| +iArgz

Definice. [Komplexni mocnina.] Pro z € C\ {0}, a € C definujeme
ma(2) = {exp(ac) : ¢ € log2)

Definice. Pro zy € C, f(z) : U(z9) — C definujeme

S~ ()

220 Z— 20

Limitu chapu v C a musi byt vlastni. Ekvivalentni definice: f’(zy) = A prave
kdyz

f(z0+h) = f(z0) + Ah +r(h)

kde r(h) = o(|h|) pro h — 0.
Znacim f(2) = f'(2) a indukei f(2) = [f™(2)].

Véta 5.1. Plati:

(1) (f £9)/(z) = F'(z) £ 4(2)
2) (£9)'(2) = F(2)9(=) + F(2)g'(2)

3) (f/9)/() = LESEE ond g() £ 0

G (0) = U1 0) et S prostin 1) 0
5) (f 0 9)'(2) = [(9(=))g'(2)

Umluva. je oteviena cast C.

Definice. Funkce f(z) : € — C se nazve holomorfni v 2, pokud f’(2)
existuje vsude v €. Znacime f € H(Q).

Priklady.

e polynom P(z) € H(C)

e raciondlni funkce R(z) = P(z)/Q(z) € H(C\ {z: Q(z) = 0})

e ¢% sinz, cosz € H(C) (lze derivovat ¢len po ¢lenu.)

e Véta 5.1. = scéitanim, odéitanim, nasobenim, délenim, invertovanim
a sklddanim holomorfnich funkei vznika funkce holomorfni (vsude, kde ma
smysl)

Poznamka. Ztotoznéni C = R? ... ztotoznéni f : C — C s funkei f(x,y)
R?2 - R% kde z =x +iy a f = (f1, f2) = (Ref, Imf).

/\/\/‘\/‘\
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Piiklad. f(z) = 22 odpovida f(z,y) = (22 — 42, 2zy).

Véta 5.2. [Cauchy-Riemannovy podminky.] Necht f(z) : U(zy) — C, kde
z € C je dédna. Necht f = (f1, f2)(x,y) : U((z0,y0)) — R? ji odpovidd
dle ztotoznéni C s R2, kde 2y = z¢ + iyo. Potom néasledujici vyroky jsou
ekvivalentni:
(1) existuje f'(z) v bodé z
(2) funkce f ma v bodé (z9,yo) totélni diferencial a navic v (zq, yo) plati tzv.
Cauchy-Riemannovy podminky:

of 0 Oh Of

or Oy or 0Oy

Navic plati:
)

Poznamka.

e holomorfnost (=existence f’(z)) je mnohem restriktivnéjsi, nez se zda na
prvni pohled.

e funkce f(z) = Rez neni holomorfni: nesplni C.R. podminky.

Véta 5.3. Necht f(2) € H(Q) a f'(2) # 0 v Q. Potom systémy kiivek
Z =A{Ref = c}eer & J = {Imf = d}4er jsou navzijem ortogonalni. Tj.,
pokud ktivka ¢ € Z protina kiivku ¢ € J, tak jediné pod pravym thlem.
Definice. Necht Q C C. Kiivkou v  nazyvdme funkci () : [a,b] — €,
kterd je spojitd, po ¢dstech C1 a ¢'(t) # 0 aZ na konetné vyjimek.
Geometricky obraz (), po¢atecni bod p.b. ¢, koncovy bod k.b. ¢, uzaviend,
jednoduché a jednoducha uzaviend kiivka se definuji analogicky jako u kfivek
v R™. Taktéz krivka opacna Sp a soucet kiivek ¢ @ 1.

Pro funkci f(2) : (¢) — C definuji kiivkovy integrél jako

[ [ " Flolt) e (1) d

kde integral vpravo chapu jako Lebesgueuv integral komplexni funkce.
Daéle definuji délku kiivky

L(g) = / (1) dt.

Véta 5.4. [Zdkladni vlastnosti kiivkového integralu v C.]
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[O £() + 9(2)] dz = / F()dz+ / g(2) d=
—/f(z) d. /wwf(z) dzz/sof(z)der/wf(z)dz

) Jestlize F'(z) = f(2) na Q D (p), pak

/ f(z b.p) — F(p.b.p), specidlné / dz=Fk.b.p — p.b.p
)

\/f )21 < (g) sup I£C)

Priklad. Pron € Z, ¢ € C a kiivku C = ¢ +re', t € [0,27] je

n, )0 n# —1
/C(Z_C) dz_{Qm n=-—1

Definice. Jednoducha uzaviena kiivka ¢ v C se nazyva Jordanova. Lze
psat C = int o U (p) Uext p, kde int ¢ je oblast uvnitt a ext ¢ oblast vné
krivky.

Jordanova kiivka je kladné (zdporné) orientovand, pokud obiha kolem int ¢
proti sméru (ve sméru) hodinovych rucicek.

Mnozina © C C se nazve jednoduse souvisld, pokud (i) je souvisla a (ii) je-li
¢ Jordanova kiivka v €2, je int ¢ C €.

(Srovnejte s definicemi v R?.)

Véta 5.5. [Cauchyho véta.] Necht f(z) € H(Q2) a ¢ je Jordanova kiivka v
Q takovéd, ze int ¢ C ). Potom

JRCLS
%)
Poznamky.

e predpoklad int ¢ C Q (zarucujici f(z) € H(int ¢)) je podstatny: viz inte-
graci 1/z kolem pocétku.
e v jednoduse souvislé € je z definice splnén.
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Lemma 5.1. [O velké piilkruznici.] Necht f(z) je spojitd v Q = {z € C :
Im (z) > 0} a spliuje zde pro |z| > Ry odhad |f(z2)] < K/|z|. Necht Ck je
kiivka ¢(t) = Re", t € [0, 7]. Potom

(2)e*dz — 0 pro R — +o00.
Cr

Poznamka. Predpoklad |f(z)| < K/|z| pro |z| > Ro je splnén napf. pokud
f(z) = P(2)/Q(z), kde P, @ jsou polynomy a st ) > st P.
Lemma 5.2. [O malé pilkruznici.] Necht f(z) je spojitd v P(zg) a necht

f(2)(z = 2z) — A€ C pro z — 2. Necht C, je kiivka ¢(t) = re, t € [, 0]
Potom

f(z)dz — iA(B — a) pror — 0+ .
Cr

Poznamka. Predpoklad f(z)(z — 29) — A € C pro z — z je splnén napf.
pokud f(z) = g(2)/(z — z0), kde g(2) je spojitd v zy a g(z) = A.

Lemma 5.3. Necht 2 C C je oblast (tj. oteviend, souvisl4 mnozina), necht
F(z):Q — C splauje F'(z) =0 v Q. Potom F(z) je konstantni v .

Poznamky.

e Srovnej s tvrzenim: f(z) : [ — R, kde I C R je interval, a f'(z) =0v I
= f(z) je konstantni v I.

e zobecnéni: F"*)(2) =0 = F(z) je polynom stupné < n.

Véta 5.6. [Cauchyho vzorec.] Necht f(z) € H(2), necht ¢ je kladné orien-
tovana Jordanova kiivka v 2 a int ¢ C 2. Potom
(1) Pro Y( € int ¢ plati

10 =g [ 20

2w 02— G

(2) f(2) je v int ¢ nekonecné krat derivovatelnd a pro V¢ € int ¢ plati

0= [ A

Dausledky:.
e holomorfni funkce je v int ¢ jednozna¢éné urcena hodnotami na ().
e holomorfni funkce je nekonecné diferencovatelna.
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Véta 5.7. [Charakterizace polynomt v C.] Necht f(z) € H(C). Potom f(z)
je polynom stupné < n pravé kdyz

f(2)

Zn-i—l

—0 pro z—o0.

Dauasledky:.

e funkce holomorfni v C, kterd neni polynom (napt. e
nekone¢na (pro vhodnou podposloupnost) velmi rychle

e tzv. Liouvilleova véta: funkce holomorfni a omezena v C je konstatni.

# sin z), roste do

Véta 5.8. [Zakladni véta algebry.] Polynom stupné > 1 md v C alespon
jeden nulovy bod.

Opakovani. Rada
. k
Z ar(z — 2o) (%)
k=0

(kde z, zp, ar € C) se nazyva mocninnd fada o stiedu zy. Véta A (minuly
rok): existuje (jednoznacné urcené) ¢islo R € [0,4o00] tak, ze tada (*)
konverguje pro kazdé z € U(zp, R) a diverguje pro |z — 2| > R. Na
mnoziné U(zg, R) lze fadu libovolné krat derivovat/integrovat (dle komplexni
proménné.) Specidlné, jeji soucet je zde holomorfni.

Daéle: tada (*) konverguje lokélné stejnomérné v U(zg, R), tj. stejnomérné
na kompaktnich podmnozinach

Definice. Necht zj, a;, € C. Rada

o0

> ar(z—z2)f (1)

k=—o0

se nazyva Laurentova fada o stiedu zy. Rady

—00

(2) D ar(z—2)*  resp. (3) DY ar(z—z0)F =) ai(z—2z)"

k=—1

se nazyvaji reguldrn{ resp. hlavni ¢ést fady (1). Rada (1) konverguje (ste-
jnomeérné, absolutné atd.), pokud (2) a (3) maji tuto vlastnost.
Poznamky.

e jde o zobecnéni pojmu mocninné fady (*)

e tmluva: a = 1 pro Va € C

e (3) a potazmo (1) nemd smysl pro z = 2
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Znaceni. Pro zp € C, 0 < r < R < 400 definuji mezikruzi
P(zo;r,R)={2€C: r<|z—z| <R}.

Véta 5.9. [Konvergence Laurentovy fady.] Je ddna Laurentova fada. Potom
existuji jednoznacéné urcena ¢isla r, R € [0, +oo| tak, ze

(i) R je polomér konvegence reguldrni casti

(ii) hlavni ¢ast konveguje pokud |z — 29| > 7 a diverguje pokud |z — zo| < 7.
Je-lir < R, pak Laurentova fada konverguje lokdlné stejnomérné v P(zo; 7, R)
a jeji soucet je zde holomorfni.

Terminologie: P(zg;7, R) se nazve mezikruzi konvergence Laurentovy tady.

Poznamka.

e predchozi véta: Laurentova fada urcuje v mezikruzi konvergence holomorfni
funkci

e nasledujici véta: obracené tvrzeni - funkce holomorfni v mezikruzi je vzdy
souctem Laurentovy fady

Véta 5.10. [Existence Laurentova rozvoje.| Necht 2o € C,0 <r < R <
+00. Necht f(z) € H(P(zp;7, R)). Potom f(2) je v P(zp;r, R) souctem
jednoznacné urcené Laurentovy tady o stfedu zy. Pro jeji koeficienty plati

1
Ap = — % dZ s
2mi J, (2 — 20)
kde ¢ je kruznice zq + pe', t € [0,27] a p € (r, R) je libovolné.
Terminologie: tato fada se nazyva Laurentuv rozvoj funkce o stfedu z.
Poznamka. Vesmés budeme uzivat pro specidlni ptipad r = 0, tj. P(z0;0, R) =
P(Zo, R)
Véta 5.11. [Tayloruv rozvoj.] Necht f(z) : 2 — C. Rovnost
%) ()
k7

f(z) = iak(z - Zo)ka kde aj =
k=0

plati v kazdém kruhu U(zo, R), v némz je f(z) holomorfni.

Definice. Necht f(z) € H(P(z)). Koeficient a_; v Laurentové rozvoji
funkce f(z) o stfedu zg nazyvame reziduum funkce f(z) v bodé zy. Znacime

res,, f(2).

Véta 5.12. [Reziduova véta.] Necht f(z) € H(Q\ K), kde Q je jednoduse
souvisld a K je koneénd. Necht ¢ je kladné orientova Jordanova kiivka v
a KN {(p)=10. Potom

/f(z)dzsz’ Z res¢ f(2) .

CeKNint
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Véta 5.13. [Vypocet rezidua.] 1. Necht f(z) = g(2)/(z — 20), kde g(z) €
H(U(z0)). Potom

3gmeuwzm@mu»MMguxmwefuw%»ahmo:aM@@#
. Potom

3. Necht f(z) = g(2)/h(2), kde g(z), h(2) € H(U(z0)) a h(z) = W (z) =
o= hP7(z), avsak h(P)(z) # 0. Potom

res z :; im [(z — 2z)P f(2)]®~V
2 () = g B (= s r

Poznamky.

e O funkci h(z) v situaci 3 fikdme, ze méa v bodé z kofen nasobnosti p.

e V aplikacich 1ze obvykle limitu uvedenou v bodé 3 pocitat rovnou dosazenim
Z = Z2p.

Definice. Nechf z, € C. Rikdme, ze funkce f(z) méa v bodé izolovanou
singularitu, je-li f(z) holomorfni na jistém P(z).

Na zakladé Laurentova rozvoje v daném bodé se rozlisuje:

(1) odstranitelna singularita, je-li ax = 0 pro Vk < 0

(ii) pol nasobnosti p € N, je-li a_, # 0 a ap = 0 pro Vk < —p

(iii) podstatné singularita, je-li ax # 0 pro nekone¢né k < 0

Piiklady.

sinz 1l—cosz

72, =3 ... v bodé 0 odstranitelné singularity
62

e % ... v bodé 0 pdl ndsobnosti 3
e cosh(1/z) ... v bodé 0 podstatnd singularita

Véta 5.14. [Charakterizace odstranitelné singularity.] Necht f(z) € H(P(z)).
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) f(2) mé v bodé z, odstranitelnou singularitu

(2) existuje g(z) € H(U(29)) tak, ze f(z) = g(z) na P(z)

(3) f(2) mé v bodé zy vlastni limitu

(4) f(z) je omezend na jistém P(z)

Véta 5.15. [Charakterizace pélu.] Necht f(z) € H(P(z)). Potom je ekvi-
valentni:

(1) existuje p € N tak, ze f(z) mé v 2y pdl ndsobnosti p

(2) f(z) = oo pro z — 2z
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Véta 5.16. [Charakterizace podstatné singularity.] Necht f(z) € H(P(z0)).
Potom je ekvivalentni:

(1) f(2) mé v zy podstatnou singularitu
(2) pro V9§ > 0 je mnozina f(P(zp,0)) hustd v S

Poznamka. Mnozina M je husta v prostoru X, pokud

(V€ X) (Ve > 0)[M NU(x,€) #0].

Definice. Bod 2y nazveme hromadnym bodem mnoziny M, jestlize P(zg, )N
M # () pro Vo6 > 0.

Piiklady.

e hromadné body Q ... R

e konecnd mnozina nema hromadné body

e mnozina {1/n: n € N} m4 jediny hromadny bod: 0

Lemma 5.4. Necht f(z) € H(U(z, R)) a necht z je hromadny bod N =
{¢C: f(¢)=0}. Potom f(z) =0 v U(z, R).

Véta 5.17. [O jednoznacnosti.] Necht f(z) € H(Q), kde Q je souvisla.
Necht N'={¢: f(¢) = 0} md v Q hromadny bod. Potom f(z) =0 v .

Disledek. f(z) e H(C) a f(2) =0vR = f(2)=0vC.

Poznamka. V.5.17 jinak: pokud f(z) # 0, pak N nemd v  hromadny
bod. — Muze ho vsak mit na 9€: poloz f(z) = sin(1/z), 2 = C\ {0}. Potom
N ={1/(kn): 0+# k € Z} ma hromadny bod 0 ¢ €.

6. FOURIEROVA TRANSFORMACE.

Definice. Pro f(z) € L'(R") definujeme (dopfednou) Fourierovu transfor-
maci

F1(©) = fe) = / 2O f(o)de € € R

n

Déle definujeme inverzni (zpétnou) F. t.

Fuf](6) = F(6) = / O [()de € ERY.

n

Zde (z,€) je skalarni soucin x, £ € R™,

Poznamky.
e definice je korektni: |exp{£2mi(z,£)}| = 1, majoranta integralu |f(x)|
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e F prifazuje funkci f(z) : R” — C funkci f(€) : R — C
e jind varianta definice:

]E(f) _ W /n e—i(m,ﬁ)f(l’) dx JE(£> = (27T1)”/2 /n ei(w,f)f(gj) dx .

Znaceni. Prostory funkei f(x): R™ — C.

o LP(R") ... L'-integrovateln, ||f]| = [ f. |f(2)|7 da]"”
o Cy(R") ... spojité a omezend, | f[|s, = sup,epn | f(2)]
e Cy(R™) ... s nulou v nekonecnu:

Co(R") ={f € Go(R") : |f(z)| = 0 pro [z] — +o0}

e C.(R") ... s kompaktnim nosi¢em - nosi¢ f definuji
spt f ={x e R*: f(x)#0}.
Véta 6.1. F je spojité linedrn{ zobrazeni z L'(R™) do Cy(R™) a plati

.
L <17,

Véta 6.2. [Zachovan{ symetrie.] Necht f € L'(R") je sud4 (resp. lich4 resp.
radidlni.) Potom f m4d analogickou vlastnost.

Poznamka. Pro f(z) : R — R je

:/f(x)cos27r§xdx—i/f(:c)sin27r§:cdm.
R R

(Souvislost s Fourierovymi radami.)

Véta 6.3. Necht f € L'(R"). Pak plati:
(1) f(&) = f(=€)_

(2) (&) = J(€), f(&) = f(©)

(3) F(€ = m) = [exmit=n £ ()] ()

(4) flz = 2)(§) = e f(¢)

(5) F(e2)(€) = 2= f(¢/e) pro e € R\ {0}
[

Véta 6.4. [Vztah F.t. a derivace.]
(1) Necht f(x) € LY(R™) N Cy(R™) a —( ) € LY(R") N C(R"). Potom

—_

9 )
5£@>=2m&f@> VEER".
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(2) Necht f(z), z;f(z) € L*(R"). Potom

of . . —— )
5e O = [2mizif@](©)  veeR".

~

Poznamka. Nézorné: derivace f dle z; odpovidd nasobeni f (konstanta
krat) ;. A naopak: derivace f dle &; odpovida nédsobeni (konstanta krét)
;.

Definice. Multiindexem nazyvam n-tici ¢isel o = (aq,..., ), kde a; > 0
jsou celd. Cislo |a| = > i1 o] nazgvam vyska (stupeii) multiindexu. Pro
funkei f(z) : R® — R definuji

0l f(x)

= (e5] g °
0x{" 0xy? ... Oxon

D f(x)

Pro vektor x € R" definuji

o a1 02 (077
xr —:Cl .:C2 xn

Zobecnéni. [Véty 6.4.] (1) Necht D*f(x) € L'(R™) N Cy(R™) pro kazdy
multiindex || < k. Potom

o — ~

[Df1(&) = 2mi)* f(§)  V]a| <k.
(2) Necht zf(z) € L*(R") pro kazdy multiindex |a| < k. Potom

—

[D°f]() = [(—2miz) f(2)](€)  V]a| < k.
Znaceni.

CHR™) = {f(z): D*f(z) € C(R") pro V|a| < k}
CHR") = Co(R") N C*R™)
Zde k=1,...,00.
Véta 6.5.* [Hustota hladkych funkci v LP.] Pro libovolné p € [1,00) je
mnozina C2°(R™) hustd v LP(R™), tj.
(vf € P(®") (Ve > 0) (3p € C=®M)[If — ¢l <]

Poznamky.
e “hluboké” tvrzeni o Lebesgueové integralu.
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o dusledek (fakticky ekvivalentni): ke kazdé funkci f € LP(R") existuje
posloupnost funkei ¢,, € C*(R"™) tak, ze ¢, — f v normé LP(R™).

e pozor: neplati pro p = co.

Véta 6.6. [Nulovost F.t. v nekonecnu] Necht f(z) € L'(R"). Potom
f(&) = 0 pro [¢] — oc.

Definice. Pro f(z), g(z) : R® — C definuji konvoluci

frglx)= [ flz—y)gy)dy

R
pokud ma integral smysl.

Véta 6.7. [Vlastnosti konvoluce. |

(1) komutativita: [f * g](x) = [g * f](x)

(2) Necht f(x) € LP(R"), g(z) € LY(R™), kde 1/p+1/q = 1. Potom [f xg|(z)
ma smysl pro vSechna x € R" a plati odhad

|Fxgl@) < [IF1llglly, Vo eR™.

(3) Necht f(z), g(z) € LY(R"). Potom [f * g](z) m4 smysl pro skoro viechna
x € R™ a plati odhad

1F gl < 1A Nglly -

Véta 6.8. [Vztah F.t. a konvoluce.] Necht f(x), g(z) € LY(R"). Potom

—

[f*g](&) = f(&)a(e).

Poznamky.

e operdtor f(x) — [Af](z) (neformélné) nazveme “lokalni”, pokud Af(x¢)
1ze urcit z hodnoty f(z¢). Jinak ho nazveme ”nelokalni”.

e derivace, konvoluce ... nelokalni operatory, nasobeni funkci, konstantou ...
lokalni operatory

e vyhoda F.t.: preménuje nékteré nelokalni operatory (derivace, konvoluce)
na lokalni

e nevyhody F.t.: sama je zna¢né nelokalni. Také “rozmazava” nosic - viz
nasledujici véta.

Véta 6.9. Necht f(z) je spojitd funkce, kterd ma omezeny nosic. Potom:
ma-li f(f) omezeny nosic¢, je nutné f(z) = 0.

Dausledek. R
e Nelze docilit toho, aby jak f(x), tak f(£) mély obé omezeny nosi¢, kromeé
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trividlniho ptipadu f(z) = 0.

e obecnéji plati tzv. princip neurcitosti: ¢fm je nosic f () mensi, tim je nosic
f vétsi - a naopak.

Definice. Funkce exp(—m|z|?) se nazyvd gausidn.

Lemma 6.1. [F.t. gausidnu.] Plati

—

[exp(—nz[2)](§) = exp(—7[¢[*).

Lemma 6.2. [Integrace radidlnich funkci.| Necht 0 < r < R < 4+00. Potom

R
/ F(j2]) do = Koy / )" dp.
{z€R™: 0<|z|<R} r

kde k,_1 je (n — 1)-rozmérnd mira mnoziny S, = {x € R": |z| = 1}.
Poznamky.

e aplikace: f|x|>1 |x|* dx konverguje <= a < —n (jsme v R".)

e lze dopocitat, ze kn_; = na™?/T'(n/2 + 1); specidlné: x; = 27 (obvod
kruznice), ko = 4w (povrch sféry.)

Definice. Schwartziuv prostor (prostor rychle klesajicich funkei) definujeme
jako

S(R") = {f(z) € C*(R") : z*DP f(x) omezend pro V o, 3}

Ekvivalentné: p(x)D?f(x) je omezena pro vSechna 8 a vsechny polynomy
p(z) proménnych xy, ..., x,.

Véta 6.10. [Vlastnosti S.]

(1) C=(R") € S(R")

(2) S(R™) C LP(R™) pro Vp € [1, +o0]

(3) f(z) € S(R") = af(z), D f(x) € S(R")

(4) f(z) eR" = [(¢), [(§) € S(R)

Véta 6.11. [O inverzi F.t.] Necht f(z) € S(R"). Potom F_[Ff] =
FIFafl=f.

Poznamky. R

e uvedeny ditkaz projde za slabsich pfedpokladi: f € L* NGy, f € L .

e dusledek: F : S(R") — S(R") je vzajemné jednoznacné zobrazeni

Lemma 6.3. Necht f(z), g(z) € L'(R"). Potom

Rnf(l“)@(l“) dr = . f(2)g(z) dz, f@)g(z)de= | f(x)g(x)de.

R R
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Lemma 6.4.* Necht f(z) € LP(R"). Pokud
f@)e(z)de =0 Yo(r) € C5°(R"),
R?’L

potom f(z) =0s.v. v R™

Poznamky.

e "hluboké” tvrzeni o Lebesgueové integralu, piibuzné s Vétou 6.5.

e ckvivalentné: A\, {z € R": f(x) # 0} >0 = dp € C(R") tak, ze
fun F@)ol) #0.

e za silngjsiho predpokladu f(z) spojitd dokdzéno v minulém semestru:
Lemma 3.1.

Véta 6.12. [Inverze F.t. v L] Nechi f(z), f(¢) € L'(R"). Potom
[f (O] (x) = f(x) pro s.v. x € R™

Poznamky. )
e ditsledek: tzv. véta o jednoznacnosti: f € LY, f =0 = f=0s.v.
e specialné: F je prostd v L.

Véta 6.13. [Plancherelova rovnost.] Necht f(z), g(z) € S(R™). Potom

| J@g@de= | J©)3ae)de.

Jinymi slovy, F zachovava skaldrni soucin v L?(R"), specialné zachovava
normu.

Véta 6.14. [F.t. v L?]

(1) Fourierovu transformaci (chdpanou jako zobrazeni z S(R™) do S(R™)) lze
roz&iiit na zobrazeni z L?(R") do L*(R™).

(2) Toto rozsiieni je izomorfismus L?(R™) na sebe, tj. vzajemné jednoznacné
zobrazeni, zachovavajici normu.

Poznamky.

e véta nedava prakticky navod, jak f pro obecnou f pocitat
e pokud f € L? N L', lze pouzit standardni definici

e pro f € L?\ L! Ize pouzit zobecnénou definici

~

f(¢) = lim e~ 2@ f (1) da |

Poznamky.
e mira ) konecnda ... LP(Q) C L9(Q2) pro p > ¢q. Opacnd inkluze neplati:
x~12 ¢ LY0,1)\ L*(0,1).
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e mira ) nekoneénd ... neplati ani jedna inkluze: —— € L2(0,400) \

14z
LY(0, +00).
Véta 6.15. [Princip neurcitosti.] Necht f(z) € S(R™), f(x) # 0. Potom

X £, 1Df1, - 1

1Al Wflly — 2m

Poznamky.

e definujeme operdtory X : f(z) — f(z), D : f(z) — 5= f'(2)

o Véta 6.4. ... Df(€) = ££(€)

e operdtory X, D jsou samoadjungované v L?(R"), tj. (X f,g) = (f, Xg),
totéz pro D.

e plati [DX — XD|(f) = = f

o 271
e velicina:

me2:<&ﬁuuwmﬁ”2
1711, Jel (@) da
D1l

vyjadiuje miru rozptylenosti nosice f od 0. Totéz vyjadiuje T f .

e srovnej predchoz{ vétu s Vétou 6.9.: f(z) md omezeny nosic a f(x) # 0,
pak f(£) nemd omezeny nosi¢
e Ize ukazat, ze rovnost ve Vété 6.15. nastane pouze pro funkci typu e~

7. LAPLACEOVA TRANSFORMACE.

Definice. Definujeme prostor

Ll == {f(t): (0,400) — C méfitelnd a Ic inR, f(t)e™" € L'(0,400)}.

Poznamky.
o L} ¢ L'(0,+00)
e fe Ll = feL'0,K) pro VK < +o0o (tj. je lokdlné integrovatelnd)
« f(t)=e" g Ll
Znaceni. Pro f(t) € L} znacéime
cy=inf{ceR: f(t)e " € L'(0,400)}
Obecné f(t)e~¢rt ¢ L', ale pro libovolné ¢ > ¢y je f(t)e= € L',
Definice. Laplaceovu transformaci funkce f(t) € L) definujeme

“+oo

L{ft)} ] = Flp) = 0 ftye™dt  VpeC, Rep>cy.
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Poznamky.
e piitazuje funkei f(t) funkeci F'(p)
e definice je korektni: |f(t)]e” R°P! integrovatelnd majoranta
e souvislost s Fourierovou transformact:
— Imp

F(p) = [f@)xlae er] ().
Véta 7.1. [Zakladn{ vlastnosti L.t.] Necht f(¢) € L. Potom
(1) F(p) e H{p € C: Rep > c;})
(2) #xF(p) = L{(=t)"f(t) }[p] pro Vk € N
(3) F(p) — 0 pro Rep — +o0, Imp € R pevné
(4) F(p) — 0 pro Imp — +oo, Rep > ¢ pevné
Piiklady.
e {1} = L (e = 0)
o L{e"} = 1 Rep>a=cs
o L{t*} = F(ﬁll ,Rep>0=cy, proa>—1

Veta 7.2. [Vlastnosti L.t.] Necht f(¢) € L.. Potom
E{fat} —1£{f }p/a pr0a>0 Rep > acy

(2)£ (t—a)}[]—e_“tﬁ{f )}[p] pro a >0, Rep > ¢y

(3) £{e® f(t)}pl = L{f(t)}[p — a] pro a € C, Rep > Rea + ¢;

Véta 7.3. [L.t. a derivace] Nechf fU(t) € L N C([0,+0)) pro j =
0,...,n. Potom

LU0} b] = " F) - Y P70 (0)

Specidlné

L{f' ) }p] zpF( ) = £(0),
L{f"(t)}p] = p*F(p) — £'(0) — pf(0).

Definice. Pro f(t), g(t) € L definujeme konvoluci
t
:/ f(s)g(t —s)ds t>0
0

Umluva. Funkee z LY automaticky klademe rovné nula pro ¢ < 0.

a nula pro ¢t < 0.
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Lemma 7.1. [Konvoluce v L! ]

(1) Nova definice konvoluce je ve shodé s definici kapitoly 6.

(2) f, g € LY = [f*g|(t) méa smysl pro s.v. t a je prvkem L. Navic:
Cpog < max{cr, g}

Véta 7.4. [L.t. a konvoluce.] Necht f(t), g(t) € L.. Potom
L{f gl o) = L{FO)}p] L{g()}[p],  Rep >max{cs,c,}.

Dusledek. [L.t. primitivn{ funkce.] Necht f(t) € LY. Ozna¢ h(t)
[5 f(s)ds. Pozorovani: h = fx 1. Tedy Lhlp] = F(p)/p. Navic: ¢;
max{cy,0}.

Véta 7.5. [Prostota L.t.]

(1) Necht f(t) € LL. Jestlize 3¢* € R tak, ze F(p) = 0 pro viechna p € C,
splaujici Rep > ¢*, je f(t) = 0 skoro vsude.

(2) Necht f(t), g(t) € L}. Jestlize 3¢* € R tak, ze F(p) = G(p) pro viechna
p € C, splaujici Rep > ¢*, je f(t) = g(t) skoro vsude.

Véta 7.6. [Inverze L.t.] Necht F(p) € H(C\ {z1,...,2,}), necht |F(p)| <
K|p|~2 pro |p| > R. Potom existuje f(t) € L} tak, ze L{f(t)}[p] = F(p).
Déle plati vzorce

IA I

1 a+i00
flt)=— / F(2)e”dz = Z res,—,, F(z)e"” .

2T -
—100 k
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