
1. Křivkový integrál

Poznámka. Funkce ϕ(t) : [a, b] → Rn je C1 v [a, b] právě když existuje
ϕ̂(t) : R → Rn tř́ıdy C1 v R tak, že ϕ̂|[a,b] = ϕ.

Lemma 1.1 Nechť ϕ(t) : [a, b] → Rn. Pak je ekvivalentńı:
(1) ϕ(t) je C1 v [a, b]
(2) ϕ(t) ∈ C([a, b])∩C1((a, b)), existuj́ı vlastńı jednostranné derivace ϕ′

+(a),
ϕ′
−(b) a nav́ıc

ϕ′
+(a) = lim

t→a+
ϕ′(t) ϕ′

−(b) = lim
t→b−

ϕ′(t) .

Definice. Nechť ϕ(t) : [a, b] → Rn je C1 funkce taková, že ϕ′(t) 6= 0 všude
v [a, b]. Potom ϕ (podrobněji dvojici (ϕ(t), [a, b]) nazvu C1-křivkou v Rn.
Nechť ϕ(t) : [a, b] → Rn je spojitá funkce. Nechť existuj́ı body x0 = a <
x1 < · · · < xn = b takové, že ∀i = 1, . . . n je ϕ|[xi−1,xi] C

1-křivka v Rn. Potom
ϕ (podrobněji dvojici (ϕ(t), [a, b]) nazvu po částech C1-křivkou v Rn.
Množina

〈ϕ〉 = ϕ([a, b]) = {ϕ(t) : t ∈ [a, b]}

se nazývá geometrický obraz křivky ϕ.
Alternativńı terminologie: 〈ϕ〉...křivka, (ϕ(t), [a, b])...parametrizace křivky.

Úmluva. Křivka = po částech C1 křivka.

Terminologie. Pro křivku (ϕ(t), [a, b]) zavád́ım:
• ϕ′(t) . . . tečný vektor křivky (existuje nejvýše konečně výjimečných bod̊u,
kde neexistuje ϕ′(t), ale existuj́ı (obecně r̊uzné) ϕ′

+(t), ϕ′
−(t).)

• ϕ′(t)/‖ϕ′(t)‖ . . . jednotkový tečný vektor. Norma je eukleidovská:

‖ϕ′(t)‖ =

√√√√
n∑

i=1

{ϕ′
i(t)}2

Též definován až na konečně vyj́ımek.
• ϕ(a) . . . počátečńı bod ϕ, zkratka p. b. ϕ.
• ϕ(b) . . . koncový bod ϕ, zkratka k. b. ϕ.

Definice. Křivka (ϕ(t), [a, b]) se nazve jednoduchá, je-li ϕ(t) prosté v [a, b].
Křivka se nazve uzavřená, jestliže p. b. ϕ = k. b. ϕ. Uzavřená křivka se nazve
jednoduchá, pokud ϕ je prosté v [a, b).
Př́ıklady.

• ϕ(t) = (cos(2 ∗ π ∗ t), sin(2 ∗ π ∗ t)), t ∈ [0, 1] je jednoduchá uzavřená, C1
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křivka, 〈ϕ〉 je jednotková kružnice.
• čtverec je geometrický obraz jednoduché uzavřené křivky, která neńı C 1.
• “8” je uzavřená křivka, která neńı jednoduchá

Definice. Nechť (ϕ(t), [a, b]) je křivka. Křivku

χ(t) := ϕ(−t), t ∈ [−b,−a]

nazvu křivkou opačnou k ϕ a znač́ım 	ϕ.
Nechť (ϕ(t), [a, b]), (ψ(t), [c, d]) jsou křivky a k. b. ϕ = p. b. ψ. Potom křivku
(χ(t), [a, b + d− c])

χ(t) =

{
ϕ(t), t ∈ [a, b]

ψ(t+ c− b), t ∈ [b, b + d− c]

nazvu součtem křivek ϕ, ψ a znač́ım ϕ⊕ ψ.

Poznámky.

• 〈ϕ〉 = 〈	ϕ〉, p. b. ϕ = k. b. 	ϕ, k. b. ϕ = p. b. 	ϕ. V alternativńı
terminologii: jde o tytéž křivky s opačnou orientaćı.
• každá po částech C1 křivka je součtem konečně mnoha C1 křivek: ϕ =
ϕ1 ⊕ ϕ2 ⊕ · · · ⊕ ϕn, kde ϕi = ϕ|[xi−1,xi] (body xi z definice po částech C1

křivky.)

Definice. Nechť (ϕ, I) je křivka v Rn.
1. Nechť f(x) : 〈ϕ〉 → R. Křivkový integrál prvńıho druhu funkce f po
křivce ϕ definuji jako

∫

ϕ

f ds :=

∫

I

f(ϕ(t))‖ϕ′(t)‖ dt .

2. Nechť F (x) : 〈ϕ〉 → Rn. Křivkový integrál druhého druhu funkce F po
křivce ϕ definuji jako

∫

ϕ

F dϕ :=

∫

I

F (ϕ(t)) · ϕ′(t) dt .

Integrály vpravo chápu jako Lebesgueovy a požaduji, aby byly konečné.

Poznámky.

• Lebesgueovu integrálu nevad́ı, ϕ′(t) neńı definováno v konečně bodech
• v konkrétńıch př́ıkladech je obvykle integrand spojitý a integrál poč́ıtám
jako Newton̊uv
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Věta 1.1[Základńı vlastnosti křivkového integrálu.] 1. Nechť ϕ je křivka v
Rn, f(x), g(x) : 〈ϕ〉 → R, a ∈ R. Potom

∫

ϕ

(f + g) ds =

∫

ϕ

f ds+

∫

ϕ

g ds ,

∫

ϕ

af ds = a

∫

ϕ

f ds .

2. Nechť ϕ, ψ jsou křivky, k. b. ϕ = p. b. ψ a f(x) : 〈ϕ〉 ∪ 〈ψ〉 → R. Potom
∫

ϕ⊕ψ
f ds =

∫

ϕ

f ds+

∫

ψ

f ds .

Analogická tvrzeńı plat́ı pro integrál druhého druhu.

Lemma 1.2. Nechť (ϕ(t), [a, b]), (ψ(τ), [α, β]) jsou křivky. Nechť existuje
χ(τ) : [α, β] → [a, b] vzájemně jednozačné funkce taková, že ψ(τ) = ϕ(χ(τ))
pro ∀τ ∈ [α, β] a χ′(τ) je spojitá, nenulová v (α, β).
Potom pro každé f(x) : 〈ϕ〉 → R, F (x) : 〈ϕ〉 → Rn plat́ı

∫

ϕ

f ds =

∫

ψ

f ds ,

∫

ϕ

F dϕ = ±
∫

ψ

F ds ,

kde ± je podle toho, zda χ roste/klesá.

Důsledek. Nechť ϕ je křivka a f(x) : 〈ϕ〉 → R, F (x) : 〈ϕ〉 → Rn. Potom
∫

	ϕ
f ds =

∫

ϕ

f ds

∫

	ϕ
F d(	ϕ) = −

∫

ϕ

F ds ,

Věta 1.2. Nechť (ϕ(t), [a, b]), (ψ(τ), [α, β]) jsou jednoduché C1-křivky takové,
že 〈ϕ〉 = 〈ψ〉. Nechť f(x) : 〈ϕ〉 → R, F (x) : 〈ϕ〉 → Rn. Potom

∫

ϕ

f ds =

∫

ψ

f ds ,

∫

ϕ

F dϕ = ±
∫

ψ

F ds ,

kde ± je podle toho, zda ϕ(t), ψ(t) prob́ıhaj́ı množinu 〈ϕ〉 = 〈ψ〉 ve stejném/opačném
smyslu.

Poznámka.

• křivkový integrál záviśı pouze na obrazu křivky, ne na parametrizaci -
integrál druhého druhu záviśı nav́ıc na směru prob́ıháńı.
• plat́ı i pro po částech C1 křivky.
• předpoklad jednoduchosti je podstatný.

Definice. Nechť M ⊂ Rn. Křivka ϕ se nazve křivkou v M , pokud 〈ϕ〉 ⊂M .
Množina M ⊂ Rn se nazve křivkově souvislá, pokud pro libovolné body x,
y ∈M existuje ϕ křivka v M taková, že p. b. ϕ = x, k. b. ϕ = y.
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Př́ıklady.

• Rn je křivkově souvislá
• konvexńı množina je křivkově souvislá
• množina M = R2 \ {(t, 0) : t ∈ R} neńı křivkově souvislá

Definice. Nechť F (x) : Ω → Rn, kde Ω ⊂ Rn. Ř́ıkáme, že křivkový integrál
z F (x) nezáviśı v Ω na cestě, pokud

∫

ϕ

F dϕ =

∫

ψ

F dψ

pro libovolné křivky ϕ, ψ v Ω takové, že p. b. ϕ = p. b. ψ, k. b. ϕ = k. b. ψ.
Nechť Ω ⊂ Rn je otevřená množina, F (x) : Ω → Rn je spojitá. Funkce
U(x) : Ω → R se nazve potenciál F , pokud ∇U(x) = F (x) pro ∀x ∈ Ω.

Věta 1.3.[O existenci potenciálu.] Nechť Ω ⊂ Rn je otevřená, křivkově
souvislá množina, F (x) : Ω → Rn je spojitá funkce. Potom je ekvivalentńı:
(1) existuje U potenciál k F v Ω
(2) křivkový integrál z F (x) nezáviśı v Ω na cestě

2. Plošný integrál.

Poznámka. Obecně: integrováńı přes k-rozměrné útvary (k-plochy) v Rn.
Omeźıme se na př́ıpad k = 2, n = 3.

Definice. Množina S ⊂ R3 se nazve plocha, pokud S = ϕ(Ω), kde Ω ⊂ R2

je otevřená množina a ϕ : R2 → R3 splňuje:
(1) ϕ je C1

(2) h(∇ϕ) = 2 všude v Ω
Dvojice (ϕ,Ω) se nazývá parametrizace plochy S.
Plocha je jednoduchá, pokud ϕ je prosté a ϕ−1 je spojité na S.

Poznámky.

• požadavek (1) ... plocha je hladká
• požadavek (2) ... plocha nedegeneruje např. v křivku
• požadavek ϕ−1 spojité: plocha se nazavinuje - vylučuje situaci, kdy kraj se
dotýká vnitřku plochy
• terminologie předchoźı kapitoly: (ϕ,Ω) - plocha, S - geometrický obraz
plochy

Př́ıklady.

(1) ϕ: x = cos u cos v, y = sin u cos v, z = sin v, kde (u, v) ∈ Ω = (0, 2π) ×
(−π/2, π/2) parametrizuje S... jednotkovou sféru s výjimkou jednoho ”poledńıku”
(2) ϕ: y = y, z = z, x =

√
1 − y2 − z2, kde (y, z) ∈ Ω = {(y, z) : y2+z2 < 1}

... horńı p̊ulka téže sféry
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Věta 2.1. [Zadáńı plochy.]
(1) Nechť Ω ⊂ R2 je otevřená množina a f(x, y) : Ω → R je C1 funkce.
Potom

graf f = {(x, y, z) : (x, y) ∈ Ω, z = f(x, y)}

je jednoduchá plocha.
(2) Nechť F (x, y, z) : R3 → R je C1 funkce. Nechť a ∈ R3 je bod takový, že
F (a) = 0 a ∇F (a) 6= 0. Pak existuje ε > 0 takové, že množina

U(a, ε) ∩ {F = 0}

je jednoduchá plocha.

Poznámka. [Vněǰśı součin.] Pro u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) vektory v
R3 definuji u× v jako vektor (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1).
Vlastnosti:
• (u+ w)× v = u× v + w× v, (au)× v = u× (av) = a(u× v) (bilinearita)
• u× v = −(v × u) (antisymetrie)
Geometrický význam:
• jsou-li u, v lineárně závislé, je u× v = 0 (a naopak)
• jsou-li u, v lineárně nezávislé, je w = u× v (jednoznačně určený) vektor s
těmito vlastnostmi: (1) w je kolmý na rovinu, určenou vektory u, v (2) délka
w je rovna ploše rovnoběžńıku, určeného vektory u, v (3) vektory u, v a w
(v tomto pořad́ı) tvoř́ı kladně orientovanou bázi, tj. determinant matice se
sloupci u, v, w je kladný.
Vzorce:
• u, v, w ∈ R3: w · (u × v) = det((u)(v)(w)) (zde · je skalárńı součin,
((u)(v)(w)) matice se sloupci u, v a w.)
• u, v, ū, v̄ ∈ R3, kde ū = au+ bv, v̄ = cu+ dv. Potom

‖ū× v̄‖ = | detA| ‖u× v‖ A =

(
a b
c d

)

Definice. [Plošný integrál 1. druhu] Nechť S je jednoduchá plocha, f(x) :
S → R. Plošný integrál 1. druhu funkce f přes plochu S definujeme jako

∫

S

f dS =

∫

Ω

[f ◦ ϕ] ‖ϕu × ϕv‖ dudv .

Integrál vpravo chápeme jako Lebesgue̊uv a (ϕ,Ω) je libovolná parametrizace
S.
Ve speciálńım př́ıpadě f = 1 dostaneme plošný obsah S.
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Věta 2.2 [Korektnost definice.] Integrál 1. druhu nezáviśı na parametrizaci.

Definice. Řekneme, že plocha S je orientovaná, pokud existuje spojitá
funkce ν(x) : S → R3 tak, že pro ∀x ∈ S je ν(x) normálový vektor k
S.
Dvojice (S, ν) se nazývá orientovaná plocha.

Poznámky.

• normálový vektor: kolmý na tečnou rovinu (ta je určena vektory ϕu, ϕv)
• názorně: rozlǐsuji ”ĺıc” plochy (ve směru ν) a ”rub” plochy
• ne vždy existuje orientace - sféra, torus: ano, Möbi̊uv list: ne.
• (S, ν) je orientovaná plocha ... (S,−ν) je opačně orientovaná plocha.
• jednoduchá plocha má vždy orientaci:

ν :=
ϕu × ϕv

‖ϕu × ϕv‖
◦ ϕ−1 na S

Ve smyslu následuj́ıćı definice je to orientace souhlasná s parametrizaćı.

Definice. Nechť (S, ν) je orientovaná plocha. Řekneme, že parametrizace
(ϕ,Ω) souhlaśı s orientaćı, pokud

ν ◦ ϕ =
ϕu × ϕv

‖ϕu × ϕv‖
v Ω .

Definice. [Plošný integrál 2. druhu.] Nechť (S, ν) je jednoduchá orientovaná
plocha, F (x) : S → R3. Plošný integrál 2. druhu funkce F přes plochu S
definujeme jako

∫

S,ν

F · d~S =

∫

S

(F · ν) dS ,

kde integrál napravo chápu jako integrál 1. druhu (skalárńı) funkce f(x) =
F (x) · ν(x).
Poznámky.

• názorný význam: tok pole F plochou S.
• starš́ı značeńı: d~S = (dydz, dzdx, dxdy).

Lemma 2.1. [Výpočet int. 2. druhu.] Nechť (S, ν), F jsou jako výše.
Potom

∫

S,ν

F · d~S =

∫

Ω

[F ◦ ϕ] · (ϕu × ϕv) dudv =

∫

Ω

det(F ◦ ϕ, ϕu, ϕv) dudv ,

kde (ϕ,Ω) je libovolná parametrizace S souhlasná s orientaćı ν a (F◦ϕ, ϕu, ϕv)
je matice se sloupci F ◦ ϕ, ϕu a ϕv.
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Definice. Množina S ⊂ R3 se nazve zobecněná plocha, pokud S =
⋃
j S

j∪Γ,

kde Sj jsou jednoduché plochy a Γ lze pokrýt konečně mnoha křivkami. Nav́ıc
požaduji

Sk ∩
⋃

j 6=k
Sj 6= ∅ (∗)

Př́ıklady.

(1) S2 = {x ∈ R3 : ‖x‖ = 1} je zobecněná plocha: S2 = S1 ∪ S2 ∪ Γ,
kde S1 (severńı polokoule) je graf funkce f(x, y) =

√
1 − (x2 + y2) na Ω =

{x2 + y2 < 1}, S2 (jižńı polokoule) je graf funkce −f(x, y) na Ω a Γ (rovńık)
je geometrický obraz χ(t) = (cos t, sin t, 0), t ∈ [0, 2π].
(2) povrch krychle S = ∂{[0, 1] × [0, 1] × [0, 1]} je zobecněná plocha: S =
∪6
j=1S

j ∪ Γ, kde Sj jsou stěny a Γ sjednoceńı hran.

Definice. Nechť S je zobecněná plocha, f : S → R, F : S → R3 funkce a
ν : S → R3 orientace (tj. spojité pole normál). Plošný integrál 1. resp. 2.
druhu definuji jako

∫

S

f dS =
∑

j

∫

Sj

f dS , resp.

∫

(S,ν)

F · ~S =
∑

j

∫

(Sj ,ν)

F · d~S .

Poznámky.

• definice je korektńı: nezáviśı na zp̊usobu, j́ımž S rozlož́ım na Sj a Γ
• orientace S nemuśı existovat: krychle nemá normálu na hranách.

Lemma 2.2. Nechť a, b jsou vektory v R3. Potom

det

(
a · a, a · b
a · b, b · b

)
= ‖a× b‖2 .

Věta 2.2. [Grammův determinant.] Nechť S je jednoduchá plocha, (ϕ,Ω)
jej́ı parametrizace a f : S → R. Potom

∫

S

f dS =

∫

Ω

(f ◦ ϕ)
√
g dudv ,

kde

g = det

(
ϕu · ϕv, ϕu · ϕv
ϕu · ϕv, ϕv · ϕv

)

je tzv. Grammův determinant.
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Definice. [Diferenciálńı operátory.]
1. (laplacián)

4u =

n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

u : Rn → R

2. (divergence)

div u =
n∑

i=1

∂ui
∂xi

u : Rn → Rn

3. (rotace pro n=2)

rotu =
∂u2

∂x1

− ∂u1

∂x2

u : R2 → R2

4. (rotace pro n=3)

rot u =
(∂u3

∂x2
− ∂u2

∂x3
,
∂u1

∂x3
− ∂u3

∂x1
,
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2

)
u : R3 → R3

Věta 2.3. Plat́ı:
(1) div u = tr (∇u) (pro u : Rn → Rn, tr A je stopa matice)
(2) 4u = div∇u (pro u : Rn → R)
(3) rotu = ∇× u (pro u : R3 → R3)
(4) div rot u = 0 (pro u : R3 → R3)

Definice. Otevřená, křivkově souvislá množina Ω ⊂ Rn se nazývá oblast.
Je-li M ⊂ Rn (ne nutně otevřená), řekneme, že u ∈ C1(M), pokud existuje
Ω ⊃ M otevřená taková, že u ∈ C1(Ω).
Nechť Ω ⊂ R3 je oblast, nechť ∂Ω je zobecněná plocha. Funkci n(x) : S → R3

nazveme vněǰśı normálou k ∂Ω, pokud pro ∀x ∈ S je n(x) jednotkový vektor,
kolmý na ∂Ω, a nav́ıc

(∃δ > 0)(∀t ∈ (0, δ))[x+ tn(x) /∈ Ω]

Zobecněńı: připoušt́ıme, že n(x) je definována pouze v ∂Ω \ Γ, kde Γ lze
pokrýt křivkami.

Věta 2.4. [Gauss-Ostrogradského.] Nechť Ω ⊂ R3 je omezená oblast, ∂Ω je
zobecněná plocha a n = (n1, n2, n3) je vněǰśı normála. Nechť u, ∂u

∂xi
∈ C(Ω)

pro i = 1, 2, 3. Potom
∫

Ω

∂u

∂xi
dλ3 =

∫

∂Ω

uni dS i = 1, 2, 3.
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Věta 2.5. [O divergenci.] Nechť Ω ⊂ R3 je omezená oblast, ∂Ω je zobecněná
plocha a n je vněǰśı normála. Nechť u : R3 → R3 je C1(Ω). Potom

∫

Ω

div u dλ3 =

∫

∂Ω

u · n dS .

Definice. Nechť Ω ⊂ R2 je oblast, nechť ∂Ω = 〈ϕ〉, kde ϕ je křivka. Funkce
n(x) : ∂Ω :→ R2 se nazve vněǰśı normála k ∂Ω, pokud pro ∀x ∈ ∂Ω je n(x)
jednotkový vektor, kolmý na ∂Ω (přesněji na tečnu ϕ). Nav́ıc n(x) směřuje
ven z Ω.
Zobecněńı: dovoĺıme, že n(x) je definována v ∂Ω až na konečně výjimek.

Věta 2.6. [O divergenci v rovině.] Nechť Ω ⊂ R2 je omezená oblast, nechť
∂Ω = 〈ϕ〉, kde ϕ je křivka, a n je vněǰśı normála k ∂ω. Nechť u : R2 → R2

je C1(Ω). Potom
∫

Ω

div u dλ2 =

∫

ϕ

u · n ds .

Definice. Křivka ϕ ob́ıhá množinu Ω ⊂ Rn v kladném smyslu, pokud ji
ob́ıhá proti směru hodinových ručiček. Alternativně: plat́ı pravidlo pravé
ruky.

Věta 2.7. [Greenova.] Nechť Ω ⊂ R2 je omezená oblast, nechť ∂Ω = 〈ϕ〉,
kde ϕ je křivka, která ob́ıhá Ω v kladném smyslu. Nechť u : R2 → R2 je
C1(Ω). Potom

∫

Ω

rotu dλ2 =

∫

ϕ

u · dϕ .

Lemma 2.7. [Výpočet divergence integrálńımi pr̊uměry.] Nechť Ω ⊂ R3 je
otevřená, u : R3 → R3 je C1(Ω). Potom

[div u](x0) = lim
ρ→0+

1

λ3(B(x0, ρ))

∫

∂B(x0,ρ)

u · n dS ∀x0 ∈ Ω .

Definice. Jednoduchá plocha S ⊂ R3 se nazve plocha s okrajem, pokud
existuje parametrizace (ϕ,Ω) taková, že ϕ je C1, prostá a h(∇ϕ) = 2 dokonce
na Ω1 ⊃ Ω. Nav́ıc ∂Ω = 〈ψ〉, kde ψ je jednoduchá uzavřená křivka.
Množina Γ = ϕ(∂Ω) se nazývá okraj plochy S.
Je-li S nav́ıc orientovaná a Γ = 〈χ〉, řekneme, že křivka χ ob́ıhá plochu S ve
shodě s orientaćı ν, pokud (názorně řečeno): jdeme-li po okraji Γ ve smyslu
χ s hlavou ve směru ν, máme S po levé ruce.
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Věta 2.8. [Stokesova.] Nechť (S, ν) je jednoduchá orientovaná plocha s
okrajem Γ. Nechť Γ = 〈χ〉, kde χ ob́ıhá S ve shodě s orientaćı ν. Nechť
F : R3 → R3 je C1(S ∪ Γ). Potom

∫

(S,ν)

[
rotF

]
· dS =

∫

χ

F · dχ .

Lemma 2.4. Nechť Ω ⊂ Rn je oblast, F : Ω → Rn je spojitá. Potom je
ekvivalentńı:
(1) křivkový integrál z F nezáviśı v Ω na cestě.
(2) pro každou uzavřenou křivku χ v Ω je

∫

χ

F · dχ = 0 .

Důsledek. F : Ω → Rn má v Ω potenciál, právě když
∫
χ
F · dχ = 0 pro

každou uzavřenou křivku χ v Ω.

Definice. Oblast Ω ⊂ R2 se nazve jednoduše souvislá, pokud plat́ı: je-li χ
jednoduchá uzavřená křivka v Ω, je množina, kterou χ ohraničuje, část́ı Ω.
Ekvivalentně: každou jednoduchou uzavřenou křivku lze v Ω spojitě stáhnout
do bodu.

Věta 2.9. [Existence potenciálu v R2.] Nechť Ω ⊂ R2 je jednoduše souvislá
oblast, F : Ω → R2 je C1 a rotF = 0 v Ω. Potom F má v Ω potenciál.

Věta 2.10. [Existence potenciálu v R3.] Nechť Ω ⊂ R3 je oblast, F : Ω →
R3 je C1 a rotF = 0 v Ω. Nechť nav́ıc Ω má následuj́ıćı vlastnost [*]: je-li χ
libovolná jednoduchá uzavřená křivka v Ω, pak existuje S ⊂ Ω jednoduchá
plocha taková, že 〈χ〉 je okraj S.
Potom F má v Ω potenciál.

Poznámky.

• předpoklad jednoduché souvislosti Ω pro n=2 resp. [*] pro n=3 je pod-
statný
• bez těchto předpoklad̊u podmı́nka rotF = 0 zaruč́ı existenci potenciálu
pouze lokálně
• předpoklad [*] neńı totéž co jednoduchá souvislost v R3 (ta se obecně
definuje jinak)

Definice. [k-plocha] Množina M ⊂ Rn se nazve k-plocha (0 < k < n),
pokud M = ϕ(Ω), kde Ω ⊂ Rk je otevřená, ϕ je C1 a nav́ıc h(∇ϕ) = k všude
v Ω.

10



Doplněńı definice: jednobodová množina je 0-plocha, otevřená část Rn je
n-plocha.
Zobecněný Jakobián (ϕ : Rk → Rn, 1 ≤ k ≤ n)

Jϕ =
√

det [(∇ϕ)T · ∇ϕ].

Pro f : M → R definuji plošný integrál 1. druhu jako
∫

M

f dSk =

∫

Ω

f ◦ ϕJϕ .

Poznámky.

• posledńı definice zobecňuje řadu předchoźıch vzorc̊u/definic (křivkový a
plošný integrál, věta o substituci, atd.)
• lze vytvořit obecnou teorii, v ńıž se dokáže “obecná” Stokesova věta:

∫

M

dω =

∫

∂M

ω

kde M je k-plocha, ∂M je okraj M (typicky (k − 1)-plocha), ω je tzv. difer-
enciálńı forma, d je diferenciál.
Gaussovu, Greenovu nebo námi dokázanou Stokesovu větu v R3 lze chápat
jako speciálńı př́ıpady této obecné Stokesovy věty.

3. Fourierovy řady.

Definice. Řada funkćı

a0

2
+

∞∑

k=1

[ak cos kx+ bk sin kx]

kde ak, bk ∈ R jsou konstanty, se nazývá trigonometrická řada.

Poznámka. Pokud trigonometrická řada konveguje, je jej́ı součet 2π-periodická
funkce. Hlavńı otázka této kapitoly: lze naopak každou 2π-periodickou funkci
napsat jako součet nějaké trigonometrické řady?

Lemma 3.1.

(1)
∫ 2π

0
sinnx =

∫ 2π

0
cosnx = 0 pro ∀n 6= 0 celé,

(2)
∫ 2π

0
sinnx cosmx = 0 pro ∀m, n ≥ 1 celá,

(3)
∫ 2π

0
sin nx sinmx =

∫ 2π

0
cosnx cosmx = πδmn, (δmn je Kroneckerovo

delta).

Poznámka. Předchoźı lemma: funkce {1, sinx, cos x, sin 2x, cos 2x, ...} tvoř́ı

ortogonálńı systém v̊uči skalárńımu součinu 〈f, g〉 =
∫ 2π

0
f(x)g(x).
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Definice. Nechť f ∈ L(0, 2π). Trigonometrická řada s koeficienty

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f(x)

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kx k ≥ 1

bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kx k ≥ 1

se nazývá Fourierova řada funkce f . Znač́ı se Ff . Č́ısla ak, bk se nazývaj́ı
Fourierovy koeficienty funkce f .

Poznámky.

• je Ff(x) = f(x) ? Jistě ne vždy ve všech bodech, neboť ak, bk a tud́ıž Ff

nevid́ı změny f na množině mı́ry 0.
• Ff je vždy 2π-periodická, zkoumanou f tedy také rozš́ı̌ŕıme 2π-periodicky.

• je-li f funkce 2π-periodická, potom
∫ 2π

0
f =

∫ π

−π f =
∫ a+2π

a
f pro ∀a ∈ R

• obecněji, pro f funkci l-periodickou definujeme

Ff(x) =
a0

2
+

∞∑

k=1

[
ak cos

(
2π

l
kx

)
+ bk sin

(
2π

l
kx

)]

kde

a0 =
2

l

∫ l

0

f(x), ak =
2

l

∫ l

0

f(x) cos

(
2π

l
kx

)
, bk =

2

l

∫ l

0

f(x) sin

(
2π

l
kx

)
.

(Plat́ı př́ıslušné analogie výsledk̊u této kapitoly.)
• f sudá =⇒ bk = 0; f lichá =⇒ ak = 0.
• sinová řada: f definována na (0, π) - rozš́ı̌ŕıme lǐse.
cosinová řada: f definována na (0, π) - rozš́ı̌ŕıme sudě.

Věta 3.1. Nechť trigonometrická řada konverguje stejnoměrně v [0, 2π]. Pak
je Fourierovou řadou svého vlastńıho součtu.

Definice. Funkci f nazveme po částech spojitou v (a, b), pokud existuj́ı
body x0 = a < x1 < x2 · · · < xn = b takové, že f je spojitá v intervalech
(xj−1, xj) a nav́ıc má v bodech xj jednostranné vlastńı limity.
Funkci nazveme po částech C1, jestliže nav́ıc f ′(x) je spojitá v (xj−1, xj) a
f ′(x) nav́ıc má v bodech xj jednostranné vlastńı limity.

Poznámka. Na rozd́ıl od kapitoly 1 neńı po částech C1 funkce nutně spojitá.
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Věta 3.2. [O konvergenci Fourierovy řady.] Nechť f ∈ L(0, 2π) je 2π-
periodická a nav́ıc po částech C1 v (a, b). Potom pro ∀x ∈ (a, b) je

Ff(x) =
1

2
[f(x−) + f(x+)]

Speciálně Ff(x) = f(x) v bodech spojitosti.

Lemma 3.2. [Komplexńı tvar Fourierovy řady.] Nechť f ∈ L(0, 2π) je
2π-periodická. Označme

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) exp(−ikx) dx .

Potom (formálně)

Ff(x) =
∑

k∈Z
ck exp(ikx)

Nav́ıc plat́ı vztahy

c0 =
a0

2

ck =
1

2
(ak − ibk) k ≥ 1

c−k =
1

2
(ak + ibk) k ≥ 1

respektive

a0 = 2c0

ak = ck + c−k k ≥ 1

bk = i(ck − c−k) k ≥ 1

kde ak, bk jsou Fourierovy koeficienty f .
Pro n-tý částečný součet Fourierovy řady Ff,n(x) plat́ı

Ff,n(x) =

n∑

k=−n
ck exp(ikx) .

Lemma 3.3. [Integrálńı tvar F.̌r.] f ∈ L(0, 2π) je 2π-periodická. Potom
n-tý částečný součet F.̌r. funkce f je

Ff,n(x) =

∫ π

−π
Dn(z)f(x + z) dz
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kde

Dn(z) =
sin

[(
n+ 1

2

)
z
]

2π sin
(
z
2

)

se nazývá Dirichletovo integračńı jádro.

Poznámky.

• Dn(z) = Dn(−z)
• f ≡ 1 ... Ff(x) ≡ 1 ... 1 = 1

π

∫ π

−πDn(z) = 1.

Lemma 3.4. [Riemann-Lebesgueovo.] Nechť f ∈ L(a, b). Potom

lim
t→∞

∫ β

α

f(x) sin(tx) dx = 0 lim
t→∞

∫ β

α

f(x) cos(tx) dx = 0 .

kde (α, β) ⊂ (a, b) je libovolný.

Věta 3.3. [Riemannova věta o lokalizaci.] Nechť f ∈ L(0, 2π) je 2π-
periodická funkce, nechť A ∈ R. Potom

Ff(x) → A pro n→ A

právě když

∫ δ

0

[
f(x+ z) + f(x− z)] − 2A

] sin
[(
n+ 1

2

)
z
]

sin
(
z
2

) dz → 0 pro n→ ∞ ,

kde δ ∈ (0, π) je libovolné, pevné.

Poznámky. Za jakých okolnost́ı plat́ı výrok (*) Ff(x) = f(x)? (Předpokládáme,
že f je 2π-periodická.)
• f ∈ L1(0, 2π): (*) nemuśı platit pro žádné x
• f ∈ L2(0, 2π): (*) plat́ı skoro všude
• f ∈ C(R): (*) nemuśı platit všude (plat́ı skoro všude podle předchoźıho,
neboť f je omezená a tud́ıž v L2(0, 2π).)
• f spojitá a nav́ıc po částech C1: (*) plat́ı pro všechna x. (Toto jediné jsme
dokázali.)

Definice. Pro (a, b) ⊂ R a p ∈ [1,∞) definuji

Lp(a, b) = {f(x) : (a, b) → R : f je měřitelná,

∫ b

a

|f(x)|p <∞}

Poznámky.

• L1(a, b) = L(a, b)
• (a, b) ⊂ R omezený =⇒ L2(a, b) ⊂ L1(a, b)
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Věta 3.4. [Besselova nerovnost.] Nechť f ∈ L2(0, 2π) je 2π-periodická a ak,
bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty. Potom

a2
0

2
+

∞∑

k=1

(
a2
k + b2k

)
≤ 1

π

∫ 2π

0

|f(x)|2 .

Speciálně: řady
∑
a2
k,

∑
b2k konverguj́ı.

Věta 3.5. [Parsevalova rovnost.] Nechť f ∈ L2(0, 2π) je 2π-periodická a ak,
bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty. Potom je ekvivalentńı:
(1)

∫ 2π

0

|f(x) − Ff,n(x)|2 → 0 pro n→ ∞

(2)

a2
0

2
+

∞∑

k=1

(
a2
k + b2k

)
=

1

π

∫ 2π

0

|f(x)|2 .

Poznámka. Tyto výroky nejsou jen ekvivalentńı - za předpokladu f ∈
L2(0, 2π) oba vždy plat́ı.
(2) ... se nazývá Parsevalova rovnost
(1) ... ř́ıká, že Ff,n → f v prostoru L2(0, π).
Pro obecně l-periodickou funkci má Parsevalova rovnost tvar

a2
0

2
+

∞∑

k=1

(
a2
k + b2k

)
=

2

l

∫ 2π

0

|f(x)|2 .

Poznámka. Při poč́ıtáńı př́ıklad̊u lze pozorovat (f po částech C1):
f nespojitá ... ak, bk ∼ 1/k
f spojitá, ale ne C1 ... ak, bk ∼ 1/k2

f je C1 ... ak, bk ∼ 1/k3 etc.
Hypotéza: souvislost mezi hladkost́ı f a t́ım, jak rychle ak, bk → 0.

Opakováńı.

[Weierstrassova věta.] Nechť |fk(x)| ≤ ak v I a řada
∑

k ak konverguje.
Potom řada funkćı

∑
k fk(x) konverguje absolutně stejnoměrně v I.

[Derivováńı řady člen po členu.] Nechť řada
∑

k fk(x) konverguje alespoň v
jednom bodě x0 ∈ I a nechť řada

∑
k f

′
k(x) konverguje lokálně stejnoměrně
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v I. Potom řada
∑
fk(x) též konverguje lokálně stejnoměrně v I. Nav́ıc, jej́ı

součet je diferencovatelná funkce a

{∑

k

fk(x)

}′

=
∑

k

f ′
k(x)

všude v I.

Věta 3.6. [Derivováńı trigonometrické řady člen po členu.] Nechť ak, bk
jsou libovolná č́ısla taková, že řada

∞∑

k=1

k
(
|ak| + |bk|

)

konverguje. Potom řada

a0

2
+

∞∑

k=1

[
ak cos kx+ bk sin kx

]

konverguje absolutně stejnoměrně v R. Nav́ıc: jej́ı součet f(x) je C1(R) a
zderivovaná řada

∞∑

k=1

[
− kak sin kx + kbk cos kx

]

konverguje též absolutně stejnoměrně v R a jej́ı součet je f ′(x).

Věta 3.7. Nechť f(x) ∈ C2(R) je 2π periodická. Potom pro jej́ı Fourierovy
koeficienty ak, bk plat́ı, že řada

∞∑

k=1

k
(
|ak| + |bk|

)

konverguje.

Věta 3.8. [Integrováńı Fourierovy řady člen po členu.] Nechť f(x) ∈
L1(0, 2π) je 2π-periodická, nechť ak, bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty. Po-
tom

∫ x

0

f(t) dt− a0

2
x =

A0

2
+

∞∑

k=1

[−bk
k

cos kx +
ak
k

sin kx
]

plat́ı pro ∀x ∈ R. Nav́ıc A0 = 2
∑∞

k=1
bk
k
.

16



Poznámky.

• vznikne ”formálně” integrováńım rovnosti

f(t) =
a0

2
+

∞∑

k=1

[
ak cos kt + bk sin kt

]

- ta však za předpoklad̊u věty obecně nemuśı platit.

4. Abstraktńı Fourierovy řady.

Definice. Nechť Ω ⊂ Rn a 1 ≤ p ≤ ∞. Definujeme pro 1 ≤ p <∞

Lp(Ω) =
{
f : Ω → C : f je měřitelná,

∫

Ω

|f(x)|p dx <∞
}

respektive pro p = ∞

L∞(Ω) =
{
f : Ω → C : f je měřitelná a ∃C tak, že |f(x)| ≤ C s.v. v Ω

}

Terminologie: funkce Lp integrovatelné resp. esenciálně omezené.
Norma na prostoru Lp(Ω) se definuje pro p <∞ jako

‖f‖p =

{∫

Ω

|f(x)|p dx
}1/p

respektive pro p = ∞ jako

‖f‖∞ = inf
{
C > 0 : |f(x)| ≤ C s.v. v Ω

}

Poznámka. Obecně ‖f‖p = 0 implikuje jen f = 0 s.v. a nikoliv f = 0.

Řešeńı: v prostorech Lp považuji funkce, které se rovnaj́ı skoro všude, za
totožné. (Např́ıklad Dirichletovu funkci a funkci nulovou.)
Důsledek: nemá smysl hovořit o takových vlastnostech funkce z Lp, které se
změńı, změńım-li funkci na množině mı́ry nula (např́ıklad hodnota v jednom
bodě.) Má smysl hovořit jen o takových vlastnostech, které na takové změně
nezálež́ı (např́ıklad integrál přes nějakou množinu.)

Lemma 4.1. [Youngova nerovnost.] Nechť a, b ≥ 0 a nechť 1 < p, q < ∞
splňuj́ı 1

p
+ 1

q
= 1. Potom ab ≤ ap

p
+ bq

q
.

Poznámka. Speciálně pro p = q = 2: ab ≤ a2/2 + b2/2.

Lemma 4.2. [Hölderova nerovnost.] Nechť u(x) ∈ Lp(Ω), v(x) ∈ Lq(Ω), kde
1 ≤ p, q ≤ ∞ splňuj́ı 1

p
+ 1

q
= 1 (s úmluvou 1/∞ = 0). Potom u(x)v(x) ∈

L1(Ω) a

‖uv‖1 ≤ ‖u‖p‖v‖q .
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Lemma 4.3. [Minkowského nerovnost.] Pro p ∈ (1,∞) je

‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p.

Důsledek. Trojúhelńıková nerovnost pro normu v Lp(Ω).

Poznámky.

• V normovaném prostoru X lze hovořit o součtu řady: jsou-li xk ∈ X,
potom x =

∑∞
k=1 xk, pokud sn → x pro n → ∞, kde konvergenci chápu dle

normy X, tj.

(
∀ε > 0

)(
∃n0 ∈ N

)[
n ≥ n0 =⇒ ‖sn − x‖X < ε

]

kde sn =
∑n

k=1 xk jsou částečné součty.
• Je-li X úplný, pak posloupnost má limitu ⇐⇒ právě když je cauchyovská.
Přepsáno pro řadu:

∑∞
k=1 xk konverguje, právě když

(
∀ε > 0

)(
∃n0 ∈ N

)(
∀n ≥ n0

)(
∀p ∈ N

)
[∥∥∥∥∥

n+p∑

k=n+1

xk

∥∥∥∥∥
X

< ε

]

(B.C. podmı́nka konvergence řady v obecném normovaném prostoru.)
• Prostory Lp(Ω) jsou úplné, viz V. Jarńık, Integrálńı počet II, Věta 199, s.
545. Důsledky: plat́ı v nich Banachova věta o kontrakci, lze použ́ıvat B.C.
podmı́nku k ověřeńı konvergence.
• prostor L2(Ω) má daľśı výhodu: skalárńı součin.

Definice. Nechť X je lineárńı vektorový prostor nad C. Zobrazeńı x, y 7→
(x, y) z X ×X do C se nazve skalárńı součin, pokud
(i) je bilineárńı,
(ii) (y, x) = (x, y),
(iii) (x, x) ≥ 0 a (x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0.
Skalárńı součin přirozeně určuje normu ‖x‖ =

√
(x, x).

Plat́ı tzv. Cauchy-Schwartzova nerovnost

|(x, y)| ≤
√

(x, x)
√

(y, y)

Důležitý př́ıklad. Na prostoru L2(Ω) lze definovat skalárńı součin jako

(u, v) :=

∫

Ω

u(x)v(x) dx

Poznámky.

• definice je korektńı: nevad́ı neurčenost u, v na množině mı́ry 0.
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• integrál konverguje d́ıky Hölderově nerovnosti (p = q = 2).
• norma určená t́ımto skalárńım součinem je p̊uvodńı norma v L2(Ω).

Definice. Prostor se skalárńım součinem, který je úplný vzhledem normě
t́ımto skalárńım součinem určené, se nazývá Hilbert̊uv prostor.

Poznámky.

• Rn, Cn jsou Hilbertovy prostory (konečně-dimenzionálńı.)
• L2(Ω) je Hilbert̊uv prostor (nekonečně-dimenzionálńı.)
• skalárńı součin umožńı hovořit o kolmosti, úhlech. Hilbert̊uv prostor je
proto ”podobný” prostoru Rn, i když je obecně nekonečně-dimenzionálńı.

Úmluva. V daľśım textu H znač́ı Hilbert̊uv prostor, (·, ·) odpov́ıdaj́ıćı
skalárńı součin a ‖·‖ normu.

Definice. Množina {xn} ⊂ H se nazve ortogonálńı (OG) systém, pokud
xn 6= 0 a (xn, xm) = 0 pro m 6= n. Pokud nav́ıc (xn, xn) = 1 (tj. ‖xn‖ = 1),
nazveme systém ortonormálńı (ON).

Poznámky.

• (1, 1), (2,−2) je OG, neńı ON v R2

• (1, 0), (0, 1) je ON v R2

• trigonometrický systém {1, sinx, cos x, sin 2x, cos 2x, . . . } je OG v L2(0, 2π)
(Lemma 3.1.)
• {xn} je OG ... yn = xn/‖xn‖ je ON, např. { 1√

2π
, sin x√

π
, cos x√

π
, . . . }

Definice. Nechť X je vektorový prostor. Množina {xa}a∈A se nazve (al-
gebraická) báze X, pokud každé x ∈ X lze jediným zp̊usobem napsat jako
x =

∑N
k=1 ckxak

, kde ck ∈ R (C).
Nechť X je nav́ıc prostor s normou. Spočetná množina {xn}a∈N se nazve
Schauderova báze X, pokud každé x ∈ X lze jediným zp̊usobem napsat jako
x =

∑∞
k=1 ckxak

, kde ck ∈ R (C).

Poznámky.

• dim X <∞ ...obě báze existuj́ı konečné.
• dim X = ∞ ... algebraická báze může být nespočetná, pohodlněǰśı je
spočetná Schauderova báze - mı́sto konečných lin. kombinaćı ale potřebuji
sumu (= spočetná lin. kombinace.)
• kĺıčová otázka kapitoly: je OG systém Schauderovou báźı?

Věta 4.1. Nechť {xn} je OG systém v H, nechť x ∈ H je takové, že

x =
∑∞

k=1 ckxk, kde ck ∈ C. Potom ck = (x,xk)
(xk,xk)

.

Definice. [Abstraktńı Fourierova řada.] Nechť {xn} ⊂ H je OG systém,

nechť x ∈ H je libovolné. Řadu (formálńı)
∑∞

k=1 ckxk, kde ck = (x,xk)
(xk,xk)

,
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nazvu Fourierovou řadou prvku x v̊uči systému xn. Znač́ım Fx. Č́ısla ck
nazývám Fourierovy koeficienty.

Poznámka.

• Fourierova řada f(x) ∈ L2(0, 2π) vzhledem k trigonometrickému systému
(dle předchoźı definice) = Fouerierova řada funkce f(x) ve smyslu předchoźı
kapitoly.
• je vždy Fx = x? ... kĺıčová otázka.

Věta 4.2. [Besselova nerovnost, Parsevalova rovnost - abstraktńı tvar.]
Nechť {xn} ⊂ H je OG systém, nechť x ∈ H je libovolné a ck jsou Fourierovy
koeficienty. Potom

∞∑

k=1

|ck|2‖xk‖2 ≤ ‖x‖2 (1)

Speciálně, řada vlevo konverguje. Dále, Fourierova řada Fx vždy konverguje
v H (jej́ı součet však neńı nutně x.)
(2) Situace Fx = x nastává právě když plat́ı

∞∑

k=1

|ck|2‖xk‖2 = ‖x‖2 . (2)

Poznámky.

• (1) ... Besselova nerovnost, (2) ... Parsevalova rovnost.
• srovnejte s Větami 3.4., 3.5.
• co je Fx, ne-li x? Lze spoč́ıtat: jsou-li ak ∈ C libovolná, pak

∥∥∥∥∥
N∑

k=1

akxk − x

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥
N∑

k=1

ckxk − x

∥∥∥∥∥

2

+
N∑

k=1

|ak − ck|2‖xk‖2

kde ck jsou F.k. prvku x v̊uči {xn}. Tedy: Fx je nejlepš́ı možná aproximace.

Definice. Systém {xn} ⊂ H se nazve úplný, pokud plat́ı: je-li x ∈ H takové,
že (x, xn) = pro ∀n, pak nutně x = 0.
Názorně: nelze naj́ıt nenulové x, kolmé na všechny xn ... nechyb́ı žádná
souřadná osa.

Věta 4.3. [Ekvivalentńı vyjádřeńı úplnosti.] Nechť {xn} ⊂ H je OG systém.
Pak následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:
(1) {xn} je úplný.
(2) pro ∀x ∈ H plat́ı Parsevalova rovnost.
(3) pro ∀x ∈ H plat́ı Fx = x.
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Důležitý př́ıklad. Trigonometrický systém je úplný v L2(0, 2π). Tj., pokud
f(x) ∈ L2(0, 2π) je kolmá na všechny jeho prvky ( ⇐⇒ f(x) má všechny
Four. koef. nulové), pak nutně f(x) = 0 ve smyslu L2(0, 2π), tj. f(x) = 0
s.v.

Lemma 4.4. Nechť f(x) je spojitá v R a 2π-periodická. Jestliže všechny
jej́ı F.k. jsou nulové, je f(x) = 0 všude v R.

Poznámka.

• Srovnej s větou: je-li f(x) ∈ C([a, b]) a
∫ b

a
f(x)ϕ(x) = 0 pro ∀ϕ ∈ C1

0 ([a, b]),
je f(x) = 0 v [a, b].

Opakováńı. Množina A je spočetná, existuje-li vzájemně jednoznačné zo-
brazeńı A na N (značeńı: A ≈ N .)
Názorně: prvky A lze oč́ıslovat přirozenými č́ısly. Př́ıklady: N , Z, Q jsou
spočetné, R, C nespočetné.

Definice. Nechť X je prostor s normou. Množina M se nazve hustá v X,
pokud

(
∀x ∈ X

)(
∀ε > 0

)(
∃y ∈M

)[
‖x− y‖X < ε

]

Názorně: každý prvek X má libovolně bĺızko prvek z M .
Prostor X se nazve separabilńı, pokud existuje spočetná M hustá v X.

Př́ıklady.

• R je separabilńı: M = Q.
• C je separabilńı: M = {z ∈ C : z = a+ ib, a, b ∈ Q}.
• H je Hilbert̊uv prostor a existuje spočetný úplný OG systém {xn} ⊂ H
=⇒ H je separabilńı.
• speciálně: L2(0, 2π) je separabilńı, obecněji: Lp(Ω) je separabilńı pro ∀p ∈
[1,∞), ale L∞(Ω) neńı separabilńı.
• pro f(x) : (0, 1) → C označ spt f = {x ∈ (0, 1) : f(x) 6= 0} (nosič funkce).
Definuj

H =
{
f(x) : (0, 1) → C :

∑

x∈spt f

|f(x)|2 <∞
}

Prostor H se skalárńım součinem

(f, g) :=
∑

x∈spt f∩spt g

f(x)g(x)

je Hilbert̊uv prostor, který neńı separabilńı. Množina {ea}a∈(0,1), kde ea(x) =
1 pro x = a a 0 jinde v něm tvoř́ı úplný, ale nepočetný OG systém.
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• množina {ea} z předchoźıho bodu je nespočetná algebraická báze nikoliv
H, ale menš́ıho prostoru H0 funkćı s konečným nosičem. Nosič funkćı z H je
obecně nejvýše spočetný. Dimenze prostoru H (=počet prvk̊u alg. báze) je
striktně větš́ı než dimenze H0, která je kontinuum (=počet prvk̊u R.)

5. Komplexńı analýza.

Definice.

C =
{
z = x + iy : x, y ∈ R

}

kde i2 = −1 (imaginárńı jednotka), Re(z) = x (reálná část), Im(z) = y
(imaginárńı část), |z| =

√
x2 + y2 (absolutńı hodnota), z = x − iy (č́ıslo

komplexně sdružené).
Poznámka. Ztotožněńı: C = R2, z = x + iy ↔ (x, y). Shoduje se i
|z| = ‖(x, y)‖2.
Definice. S = C ∪ {∞}. Terminologie: C...otevřená Gaussova rovina,
S...uzavřená Gaussova rovina, ∞...komplexńı nekonečno.
Početńı pravidla:
• a±∞ = ∞ pro ∀a ∈ C
• a · ∞ = ∞ pro ∀a ∈ S \ {0}
• a/∞ = ∞ pro ∀a ∈ C
• a/0 = ∞ pro ∀a ∈ S \ {0}
Nedefinováno z̊ustává: 0 · ∞, 0/0, ∞/∞, ∞±∞.

Př́ıklady. [Komplexńı funkce.]
• polynomy, racionálńı funkce. Pozn.: dodefinováńım p(∞)∞ je polynom
spojitá funkce v S.
• ez, sin z, cos z - definovány mocinnou řadou, která (absolutně) konverguje
pro ∀z ∈ C. Kĺıčový vztah:

exp(a+ ib) = exp(a)[cos b + i sin b]

Definice. Pro z ∈ C \ {0} definujeme

log z =
{
ζ ∈ C : exp ζ = z

}

arg z =
{
β ∈ R : z = |z| exp(iβ)

}

Log z =
{
ζ ∈ log z : Im(ζ) ∈ (−π, π]

}

Arg z =
{
β ∈ arg z : β ∈ (−π, π]

}

Poznámky.

• log, arg nejsou to funkce v klasickém smyslu: č́ıslu je přǐrazena množina.
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Např.: log 1 = {2kπi : k ∈ Z}.
• Log, Arg funkce jsou: č́ıslu je přǐrazeno právě jedno č́ıslo.
• plat́ı vztahy (ln je klasický reálný logaritmus):

ζ ∈ log z ⇐⇒ Reζ = ln |z| & Imζ ∈ arg z

Log z = ln |z| + iArg z

Definice. [Komplexńı mocnina.] Pro z ∈ C \ {0}, a ∈ C definujeme

ma(z) =
{

exp(aζ) : ζ ∈ log z
}

Definice. Pro z0 ∈ C, f(z) : U(z0) → C definujeme

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0
.

Limitu chápu v C a muśı být vlastńı. Ekvivalentńı definice: f ′(z0) = A právě
když

f(z0 + h) = f(z0) + Ah + r(h)

kde r(h) = o(|h|) pro h→ 0.
Znač́ım f (1)(z) = f ′(z) a indukćı f (n+1)(z) = [f (n)(z)]′.

Věta 5.1. Plat́ı:
(1) (f ± g)′(z) = f ′(z) ± g′(z)
(2) (fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z)

(3) (f/g)′(z) = f ′(z)g(z)−f(z)g′(z)
g2(z)

pokud g(z) 6= 0

(4) (f−1)
′(w) = 1/f ′(f−1(w)), je-li f(z) prostá a f ′(z) 6= 0

(5) (f ◦ g)′(z) = f ′(g(z))g′(z)

Úmluva. Ω je otevřená část C.

Definice. Funkce f(z) : Ω → C se nazve holomorfńı v Ω, pokud f ′(z)
existuje všude v Ω. Znač́ıme f ∈ H(Ω).

Př́ıklady.

• polynom P (z) ∈ H(C)
• racionálńı funkce R(z) = P (z)/Q(z) ∈ H(C \ {z : Q(z) = 0})
• ez, sin z, cos z ∈ H(C) (lze derivovat člen po členu.)
• Věta 5.1. =⇒ sč́ıtáńım, odč́ıtáńım, násobeńım, děleńım, invertováńım
a skládáńım holomorfńıch funkćı vzniká funkce holomorfńı (všude, kde má
smysl)

Poznámka. Ztotožněńı C = R2 ... ztotožněńı f : C → C s funkćı f̃(x, y) :
R2 → R2, kde z = x + iy a f̃ = (f1, f2) = (Ref, Imf).
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Př́ıklad. f(z) = z2 odpov́ıdá f̃(x, y) = (x2 − y2, 2xy).

Věta 5.2. [Cauchy-Riemannovy podmı́nky.] Nechť f(z) : U(z0) → C, kde
z0 ∈ C je dána. Nechť f̃ = (f1, f2)(x, y) : U((x0, y0)) → R2 j́ı odpov́ıdá
dle ztotožněńı C s R2, kde z0 = x0 + iy0. Potom následuj́ıćı výroky jsou
ekvivalentńı:
(1) existuje f ′(z) v bodě z0

(2) funkce f̃ má v bodě (x0, y0) totálńı diferenciál a nav́ıc v (x0, y0) plat́ı tzv.
Cauchy-Riemannovy podmı́nky:

∂f1

∂x
=
∂f2

∂y

∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

Nav́ıc plat́ı:

f ′(z0) =

(
∂f1

∂x
− i

∂f1

∂y

)

(x0,y0)

=

(
∂f2

∂y
+ i

∂f2

∂x

)

(x0,y0)

Poznámka.

• holomorfnost (=existence f ′(z)) je mnohem restriktivněǰśı, než se zdá na
prvńı pohled.
• funkce f(z) = Rez neńı holomorfńı: nesplńı C.R. podmı́nky.

Věta 5.3. Nechť f(z) ∈ H(Ω) a f ′(z) 6= 0 v Ω. Potom systémy křivek
I = {Ref = c}c∈R a J = {Imf = d}d∈R jsou navzájem ortogonálńı. Tj.,
pokud křivka ϕ ∈ I prot́ıná křivku ψ ∈ J , tak jedině pod pravým úhlem.

Definice. Nechť Ω ⊂ C. Křivkou v Ω nazýváme funkci ϕ(t) : [a, b] → Ω,
která je spojitá, po částech C1 a ϕ′(t) 6= 0 až na konečně výjimek.
Geometrický obraz 〈ϕ〉, počátečńı bod p.b. ϕ, koncový bod k.b. ϕ, uzavřená,
jednoduchá a jednoduchá uzavřená křivka se definuj́ı analogicky jako u křivek
v Rn. Taktéž křivka opačná 	ϕ a součet křivek ϕ⊕ ψ.
Pro funkci f(z) : 〈ϕ〉 → C definuji křivkový integrál jako

∫

ϕ

f(z) dz =

∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

kde integrál vpravo chápu jako Lebesgue̊uv integrál komplexńı funkce.
Dále definuji délku křivky

L(ϕ) =

∫ b

a

|ϕ′(t)| dt .

Věta 5.4. [Základńı vlastnosti křivkového integrálu v C.]
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(1)
∫

ϕ

[f(z) + g(z)] dz =

∫

ϕ

f(z) dz +

∫

ϕ

g(z) dz

(2)
∫

	ϕ
f(z) dz = −

∫

ϕ

f(z) dz ,

∫

ϕ⊕ψ
f(z) dz =

∫

ϕ

f(z) dz +

∫

ψ

f(z) dz

(3) Jestliže F ′(z) = f(z) na Ω ⊃ 〈ϕ〉, pak
∫

ϕ

f(z) dz = F (k.b.ϕ) − F (p.b.ϕ) , speciálně

∫

ϕ

dz = k.b.ϕ− p.b.ϕ

(4)

|
∫

ϕ

f(z) dz| ≤ L(ϕ) sup
z∈〈ϕ〉

|f(z)|

Př́ıklad. Pro n ∈ Z, ζ ∈ C a křivku C = ζ + reit, t ∈ [0, 2π] je

∫

C

(z − ζ)n dz =

{
0 n 6= −1

2πi n = −1

Definice. Jednoduchá uzavřená křivka ϕ v C se nazývá Jordanova. Lze
psát C = int ϕ ∪ 〈ϕ〉 ∪ ext ϕ, kde int ϕ je oblast uvnitř a ext ϕ oblast vně
křivky.
Jordanova křivka je kladně (záporně) orientovaná, pokud ob́ıhá kolem int ϕ
proti směru (ve směru) hodinových ručiček.
Množina Ω ⊂ C se nazve jednoduše souvislá, pokud (i) je souvislá a (ii) je-li
ϕ Jordanova křivka v Ω, je int ϕ ⊂ Ω.
(Srovnejte s definicemi v R2.)

Věta 5.5. [Cauchyho věta.] Nechť f(z) ∈ H(Ω) a ϕ je Jordanova křivka v
Ω taková, že int ϕ ⊂ Ω. Potom

∫

ϕ

f(z) dz = 0 .

Poznámky.

• předpoklad int ϕ ⊂ Ω (zaručuj́ıćı f(z) ∈ H(int ϕ)) je podstatný: viz inte-
graci 1/z kolem počátku.
• v jednoduše souvislé Ω je z definice splněn.
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Lemma 5.1. [O velké p̊ulkružnici.] Nechť f(z) je spojitá v Ω = {z ∈ C :
Im (z) > 0} a splňuje zde pro |z| ≥ R0 odhad |f(z)| ≤ K/|z|. Nechť CR je
křivka ϕ(t) = Reit, t ∈ [0, π]. Potom

∫

CR

f(z)eiz dz → 0 pro R → +∞ .

Poznámka. Předpoklad |f(z)| ≤ K/|z| pro |z| ≥ R0 je splněn např. pokud
f(z) = P (z)/Q(z), kde P , Q jsou polynomy a stQ > st P .

Lemma 5.2. [O malé p̊ulkružnici.] Nechť f(z) je spojitá v P (z0) a nechť
f(z)(z − z0) → A ∈ C pro z → z0. Nechť Cr je křivka ϕ(t) = reit, t ∈ [α, β].
Potom

∫

Cr

f(z) dz → iA(β − α) pro r → 0 + .

Poznámka. Předpoklad f(z)(z − z0) → A ∈ C pro z → z0 je splněn např.
pokud f(z) = g(z)/(z − z0), kde g(z) je spojitá v z0 a g(z0) = A.

Lemma 5.3. Nechť Ω ⊂ C je oblast (tj. otevřená, souvislá množina), nechť
F (z) : Ω → C splňuje F ′(z) = 0 v Ω. Potom F (z) je konstantńı v Ω.

Poznámky.

• Srovnej s tvrzeńım: f(x) : I → R, kde I ⊂ R je interval, a f ′(x) = 0 v I
=⇒ f(x) je konstantńı v I.
• zobecněńı: F (n+1)(z) = 0 =⇒ F (z) je polynom stupně ≤ n.

Věta 5.6. [Cauchyho vzorec.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), nechť ϕ je kladně orien-
tovaná Jordanova křivka v Ω a int ϕ ⊂ Ω. Potom
(1) Pro ∀ζ ∈ int ϕ plat́ı

f(ζ) =
1

2πi

∫

ϕ

f(z)

z − ζ
dz .

(2) f(z) je v int ϕ nekonečně krát derivovatelná a pro ∀ζ ∈ int ϕ plat́ı

f (n)(ζ) =
n!

2πi

∫

ϕ

f(z)

(z − ζ)n+1
dz .

Důsledky.

• holomorfńı funkce je v int ϕ jednoznačně určena hodnotami na 〈ϕ〉.
• holomorfńı funkce je nekonečně diferencovatelná.
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Věta 5.7. [Charakterizace polynomů v C.] Nechť f(z) ∈ H(C). Potom f(z)
je polynom stupně ≤ n právě když

f(z)

zn+1
→ 0 pro z → ∞ .

Důsledky.

• funkce holomorfńı v C, která neńı polynom (např. ez, sin z), roste do
nekonečna (pro vhodnou podposloupnost) velmi rychle
• tzv. Liouvilleova věta: funkce holomorfńı a omezená v C je konstatńı.

Věta 5.8. [Základńı věta algebry.] Polynom stupně ≥ 1 má v C alespoň
jeden nulový bod.

Opakováńı. Řada

∞∑

k=0

ak(z − z0)
k (∗)

(kde z, z0, ak ∈ C) se nazývá mocninná řada o středu z0. Věta A (minulý
rok): existuje (jednoznačně určené) č́ıslo R ∈ [0,+∞] tak, že řada (*)
konverguje pro každé z ∈ U(z0, R) a diverguje pro |z − z0| > R. Na
množině U(z0, R) lze řadu libovolně krát derivovat/integrovat (dle komplexńı
proměnné.) Speciálně, jej́ı součet je zde holomorfńı.
Dále: řada (*) konverguje lokálně stejnoměrně v U(z0, R), tj. stejnoměrně
na kompaktńıch podmnožinách

Definice. Nechť z0, ak ∈ C. Řada

∞∑

k=−∞
ak(z − z0)

k (1)

se nazývá Laurentova řada o středu z0. Řady

(2)
∞∑

k=0

ak(z − z0)
k resp. (3)

−∞∑

k=−1

ak(z − z0)
k :=

∞∑

l=1

a−l(z − z0)
−l

se nazývaj́ı regulárńı resp. hlavńı část řady (1). Řada (1) konverguje (ste-
jnoměrně, absolutně atd.), pokud (2) a (3) maj́ı tuto vlastnost.

Poznámky.

• jde o zobecněńı pojmu mocninné řady (*)
• úmluva: a0 = 1 pro ∀a ∈ C
• (3) a potažmo (1) nemá smysl pro z = z0
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Značeńı. Pro z0 ∈ C, 0 ≤ r < R ≤ +∞ definuji mezikruž́ı

P (z0; r, R) =
{
z ∈ C : r < |z − z0| < R

}
.

Věta 5.9. [Konvergence Laurentovy řady.] Je dána Laurentova řada. Potom
existuj́ı jednoznačně určená č́ısla r, R ∈ [0,+∞] tak, že
(i) R je poloměr konvegence regulárńı části
(ii) hlavńı část konveguje pokud |z − z0| > r a diverguje pokud |z − z0| < r.
Je-li r < R, pak Laurentova řada konverguje lokálně stejnoměrně v P (z0; r, R)
a jej́ı součet je zde holomorfńı.
Terminologie: P (z0; r, R) se nazve mezikruž́ı konvergence Laurentovy řady.

Poznámka.

• předchoźı věta: Laurentova řada určuje v mezikruž́ı konvergence holomorfńı
funkci
• následuj́ıćı věta: obrácené tvrzeńı - funkce holomorfńı v mezikruž́ı je vždy
součtem Laurentovy řady

Věta 5.10. [Existence Laurentova rozvoje.] Nechť z0 ∈ C, 0 ≤ r < R ≤
+∞. Nechť f(z) ∈ H(P (z0; r, R)). Potom f(z) je v P (z0; r, R) součtem
jednoznačně určené Laurentovy řady o středu z0. Pro jej́ı koeficienty plat́ı

an =
1

2πi

∫

ϕ

f(z)

(z − z0)n+1
dz ,

kde ϕ je kružnice z0 + ρeit, t ∈ [0, 2π] a ρ ∈ (r, R) je libovolné.
Terminologie: tato řada se nazývá Laurent̊uv rozvoj funkce o středu z0.

Poznámka. Vesměs budeme už́ıvat pro speciálńı př́ıpad r = 0, tj. P (z0; 0, R) =
P (z0, R).

Věta 5.11. [Taylor̊uv rozvoj.] Nechť f(z) : Ω → C. Rovnost

f(z) =

∞∑

k=0

ak(z − z0)
k , kde ak =

f (k)(z0)

k!
,

plat́ı v každém kruhu U(z0, R), v němž je f(z) holomorfńı.

Definice. Nechť f(z) ∈ H(P (z0)). Koeficient a−1 v Laurentově rozvoji
funkce f(z) o středu z0 nazýváme reziduum funkce f(z) v bodě z0. Znač́ıme
resz0 f(z).

Věta 5.12. [Reziduová věta.] Nechť f(z) ∈ H(Ω \K), kde Ω je jednoduše
souvislá a K je konečná. Nechť ϕ je kladně orientová Jordanova křivka v Ω
a K ∩ 〈ϕ〉 = ∅. Potom

∫

ϕ

f(z) dz = 2πi
∑

ζ∈K∩intϕ

resζ f(z) .
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Věta 5.13. [Výpočet rezidua.] 1. Nechť f(z) = g(z)/(z − z0), kde g(z) ∈
H(U(z0)). Potom

resz0 f(z) = g(z0) .

2. Nechť f(z) = g(z)/h(z), kde g(z), h(z) ∈ H(U(z0)) a h(z0) = 0, h′(z0) 6=
0. Potom

resz0 f(z) =
g(z0)

h′(z0)
.

3. Nechť f(z) = g(z)/h(z), kde g(z), h(z) ∈ H(U(z0)) a h(z0) = h′(z0) =
· · · = h(p−1)(z0), avšak h(p)(z0) 6= 0. Potom

resz0 f(z) =
1

(p− 1)!
lim
z→z0

[(z − z0)
pf(z)]](p−1) .

Poznámky.

• O funkci h(z) v situaci 3 ř́ıkáme, že má v bodě z0 kořen násobnosti p.
• V aplikaćıch lze obvykle limitu uvedenou v bodě 3 poč́ıtat rovnou dosazeńım
z = z0.

Definice. Nechť z0 ∈ C. Ř́ıkáme, že funkce f(z) má v bodě izolovanou
singularitu, je-li f(z) holomorfńı na jistém P (z0).
Na základě Laurentova rozvoje v daném bodě se rozlǐsuje:
(i) odstranitelná singularita, je-li ak = 0 pro ∀k < 0
(ii) pól násobnosti p ∈ N, je-li a−p 6= 0 a ak = 0 pro ∀k < −p
(iii) podstatná singularita, je-li ak 6= 0 pro nekonečně k < 0

Př́ıklady.

• sin z
z

, 1−cos z
z2

... v bodě 0 odstranitelné singularity
• ez

z3
... v bodě 0 pól násobnosti 3

• cosh(1/z) ... v bodě 0 podstatná singularita

Věta 5.14. [Charakterizace odstranitelné singularity.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0)).
Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:
(1) f(z) má v bodě z0 odstranitelnou singularitu
(2) existuje g(z) ∈ H(U(z0)) tak, že f(z) = g(z) na P (z0)
(3) f(z) má v bodě z0 vlastńı limitu
(4) f(z) je omezená na jistém P (z0)

Věta 5.15. [Charakterizace pólu.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0)). Potom je ekvi-
valentńı:
(1) existuje p ∈ N tak, že f(z) má v z0 pól násobnosti p
(2) f(z) → ∞ pro z → z0
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Věta 5.16. [Charakterizace podstatné singularity.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0)).
Potom je ekvivalentńı:
(1) f(z) má v z0 podstatnou singularitu
(2) pro ∀δ > 0 je množina f(P (z0, δ)) hustá v S

Poznámka. Množina M je hustá v prostoru X, pokud

(
∀x ∈ X

)(
∀ε > 0

)[
M ∩ U(x, ε) 6= ∅

]
.

Definice. Bod z0 nazveme hromadným bodem množiny M , jestliže P (z0, δ)∩
M 6= ∅ pro ∀δ > 0.

Př́ıklady.

• hromadné body Q ... R
• konečná množina nemá hromadné body
• množina {1/n : n ∈ N} má jediný hromadný bod: 0

Lemma 5.4. Nechť f(z) ∈ H(U(z0, R)) a nechť z0 je hromadný bod N =
{ζ : f(ζ) = 0}. Potom f(z) = 0 v U(z0, R).

Věta 5.17. [O jednoznačnosti.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), kde Ω je souvislá.
Nechť N = {ζ : f(ζ) = 0} má v Ω hromadný bod. Potom f(z) = 0 v Ω.

Důsledek. f(z) ∈ H(C) a f(z) = 0 v R =⇒ f(z) = 0 v C.

Poznámka. V.5.17 jinak: pokud f(z) 6≡ 0, pak N nemá v Ω hromadný
bod. – Může ho však mı́t na ∂Ω: polož f(z) = sin(1/z), Ω = C\{0}. Potom
N = {1/(kπ) : 0 6= k ∈ Z} má hromadný bod 0 /∈ Ω.

6. Fourierova transformace.

Definice. Pro f(x) ∈ L1(Rn) definujeme (dopřednou) Fourierovu transfor-
maci

[
Ff

]
(ξ) = f̂(ξ) =

∫

Rn

e−2πi(x,ξ)f(x) dx ξ ∈ Rn .

Dále definujeme inverzńı (zpětnou) F. t.

[
F−1f

]
(ξ) = f̌(ξ) =

∫

Rn

e2πi(x,ξ)f(x) dx ξ ∈ Rn .

Zde (x, ξ) je skalárńı součin x, ξ ∈ Rn.

Poznámky.

• definice je korektńı: | exp{±2πi(x, ξ)}| = 1, majoranta integrálu |f(x)|
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• F přǐrazuje funkci f(x) : Rn → C funkci f̂(ξ) : Rn → C
• jiná varianta definice:

f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

e−i(x,ξ)f(x) dx , f̌(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

ei(x,ξ)f(x) dx .

Značeńı. Prostory funkćı f(x) : Rn → C.

• Lp(Rn) ... Lp-integrovatelné, ‖f‖p =
[ ∫

Rn |f(x)|p dx
]1/p

• Cb(Rn) ... spojité a omezené, ‖f‖Cb
= supx∈Rn |f(x)|

• C0(Rn) ... s nulou v nekonečnu:

C0(R
n) = {f ∈ Cb(R

n) : |f(x)| → 0 pro |x| → +∞}

• Cc(Rn) ... s kompaktńım nosičem - nosič f definuji

spt f = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0} .

Věta 6.1. F je spojité lineárńı zobrazeńı z L1(Rn) do Cb(Rn) a plat́ı
∥∥∥f̂

∥∥∥
Cb

≤ ‖f‖1 .

Věta 6.2. [Zachováńı symetrie.] Nechť f ∈ L1(Rn) je sudá (resp. lichá resp.
radiálńı.) Potom f̂ má analogickou vlastnost.

Poznámka. Pro f(x) : R → R je

f̂(ξ) =

∫

R

f(x) cos 2πξx dx− i

∫

R

f(x) sin 2πξx dx .

(Souvislost s Fourierovými řadami.)

Věta 6.3. Nechť f ∈ L1(Rn). Pak plat́ı:
(1) f̌(ξ) = f̂(−ξ)
(2) f̌(ξ) = f̂(ξ), f̂(ξ) = f̌(ξ)

(3) f̂(ξ − η) = ̂[
e2πi(x,η)f(x)

]
(ξ)

(4) ̂f(x− z)(ξ) = e−2πi(ξ,z)f̂(ξ)

(5) f̂(εx)(ξ) = 1
|ε|n f̂(ξ/ε) pro ε ∈ R \ {0}

Věta 6.4. [Vztah F.t. a derivace.]
(1) Nechť f(x) ∈ L1(Rn) ∩ C0(Rn) a ∂f

∂xj
(x) ∈ L1(Rn) ∩ C(Rn). Potom

∂̂f

∂xj
(ξ) = 2πiξj f̂(ξ) ∀ξ ∈ Rn .
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(2) Nechť f(x), xjf(x) ∈ L1(Rn). Potom

∂f̂

∂ξj
(ξ) = ̂[

− 2πixjf(x)
]
(ξ) ∀ξ ∈ Rn .

Poznámka. Názorně: derivace f dle xj odpov́ıdá násobeńı f̂ (konstanta

krát) ξj. A naopak: derivace f̂ dle ξj odpov́ıdá násobeńı (konstanta krát)
xj.

Definice. Multiindexem nazývám n-tici č́ısel α = (α1, . . . , αn), kde αj ≥ 0
jsou celá. Č́ıslo |α| =

∑n
j=1 |αj| nazývám výška (stupeň) multiindexu. Pro

funkci f(x) : Rn → R definuji

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

∂xα1

1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n

.

Pro vektor x ∈ Rn definuji

xα = xα1

1 xα2

2 . . . xαn

n .

Zobecněńı. [Věty 6.4.] (1) Nechť Dαf(x) ∈ L1(Rn) ∩ C0(Rn) pro každý
multiindex |α| ≤ k. Potom

[̂Dαf ](ξ) = (2πiξ)αf̂(ξ) ∀|α| ≤ k .

(2) Nechť xαf(x) ∈ L1(Rn) pro každý multiindex |α| ≤ k. Potom

[
Dαf̂

]
(ξ) = ̂[

(−2πix)αf(x)
]
(ξ) ∀|α| ≤ k .

Značeńı.

Ck(Rn) =
{
f(x) : Dαf(x) ∈ C(Rn) pro ∀|α| ≤ k

}

Ck
c (R

n) = Cc(R
n) ∩ Ck(Rn)

Zde k = 1, . . . ,∞.

Věta 6.5.* [Hustota hladkých funkćı v Lp.] Pro libovolné p ∈ [1,∞) je
množina C∞

c (Rn) hustá v Lp(Rn), tj.

(
∀f ∈ Lp(Rn)

)(
∀ε > 0

)(
∃ϕ ∈ C∞

c (Rn)
)[

‖f − ϕ‖Lp < ε
]

Poznámky.

• “hluboké” tvrzeńı o Lebesgueově integrálu.
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• d̊usledek (fakticky ekvivalentńı): ke každé funkci f ∈ Lp(Rn) existuje
posloupnost funkćı ϕn ∈ C∞

c (Rn) tak, že ϕn → f v normě Lp(Rn).
• pozor: neplat́ı pro p = ∞.

Věta 6.6. [Nulovost F.t. v nekonečnu.] Nechť f(x) ∈ L1(Rn). Potom
f̂(ξ) → 0 pro |ξ| → ∞.

Definice. Pro f(x), g(x) : Rn → C definuji konvoluci

[f ∗ g](x) =

∫

Rn

f(x− y)g(y) dy

pokud má integrál smysl.

Věta 6.7. [Vlastnosti konvoluce.]
(1) komutativita: [f ∗ g](x) = [g ∗ f ](x)
(2) Nechť f(x) ∈ Lp(Rn), g(x) ∈ Lq(Rn), kde 1/p+1/q = 1. Potom [f ∗g](x)
má smysl pro všechna x ∈ Rn a plat́ı odhad

|[f ∗ g](x)| ≤ ‖f‖p‖g‖q ∀x ∈ Rn .

(3) Nechť f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom [f ∗ g](x) má smysl pro skoro všechna
x ∈ Rn a plat́ı odhad

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1 .

Věta 6.8. [Vztah F.t. a konvoluce.] Nechť f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom

[̂
f ∗ g

]
(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ) .

Poznámky.

• operátor f(x) 7→ [Af ](x) (neformálně) nazveme “lokálńı”, pokud Af(x0)
lze určit z hodnoty f(x0). Jinak ho nazveme ”nelokálńı”.
• derivace, konvoluce ... nelokálńı operátory, násobeńı funkćı, konstantou ...
lokálńı operátory
• výhoda F.t.: přeměňuje některé nelokálńı operátory (derivace, konvoluce)
na lokálńı
• nevýhody F.t.: sama je značně nelokálńı. Také “rozmazává” nosič - viz
následuj́ıćı věta.

Věta 6.9. Nechť f(x) je spojitá funkce, která má omezený nosič. Potom:
má-li f̂(ξ) omezený nosič, je nutně f(x) ≡ 0.

Důsledek.

• Nelze doćılit toho, aby jak f(x), tak f̂(ξ) měly obě omezený nosič, kromě
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triviálńıho př́ıpadu f(x) ≡ 0.
• obecněji plat́ı tzv. princip neurčitosti: č́ım je nosič f(x) menš́ı, t́ım je nosič
f̂ větš́ı - a naopak.

Definice. Funkce exp(−π|x|2) se nazývá gausián.

Lemma 6.1. [F.t. gausiánu.] Plat́ı

̂[
exp(−π|x|2)

]
(ξ) = exp(−π|ξ|2) .

Lemma 6.2. [Integrace radiálńıch funkćı.] Nechť 0 ≤ r < R ≤ +∞. Potom

∫

{x∈Rn: 0<|x|<R}
f(|x|) dx = κn−1

∫ R

r

f(ρ)ρn−1 dρ ,

kde κn−1 je (n− 1)-rozměrná mı́ra množiny Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}.
Poznámky.

• aplikace:
∫
|x|>1

|x|a dx konverguje ⇐⇒ a < −n (jsme v Rn.)

• lze dopoč́ıtat, že κn−1 = nπn/2/Γ(n/2 + 1); speciálně: κ1 = 2π (obvod
kružnice), κ2 = 4π (povrch sféry.)

Definice. Schwartz̊uv prostor (prostor rychle klesaj́ıćıch funkćı) definujeme
jako

S(Rn) =
{
f(x) ∈ C∞(Rn) : xαDβf(x) omezená pro ∀ α, β

}
.

Ekvivalentně: p(x)Dβf(x) je omezená pro všechna β a všechny polynomy
p(x) proměnných x1, . . . , xn.

Věta 6.10. [Vlastnosti S.]
(1) C∞

c (Rn) ( S(Rn)
(2) S(Rn) ⊂ Lp(Rn) pro ∀p ∈ [1,+∞]
(3) f(x) ∈ S(Rn) =⇒ xαf(x), Dβf(x) ∈ S(Rn)
(4) f(x) ∈ Rn =⇒ f̂(ξ), f̌(ξ) ∈ S(Rn)

Věta 6.11. [O inverzi F.t.] Nechť f(x) ∈ S(Rn). Potom F−1[Ff ] =
F [F−1f ] = f .

Poznámky.

• uvedený d̊ukaz projde za slabš́ıch předpoklad̊u: f ∈ L1 ∩ Cb, f̂ ∈ L1.
• d̊usledek: F : S(Rn) → S(Rn) je vzájemně jednoznačné zobrazeńı

Lemma 6.3. Nechť f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom
∫

Rn

f(x)ĝ(x) dx =

∫

Rn

f̂(x)g(x) dx ,

∫

Rn

f(x)ǧ(x) dx =

∫

Rn

f̌(x)g(x) dx .

34



Lemma 6.4.* Nechť f(x) ∈ Lp(Rn). Pokud

∫

Rn

f(x)ϕ(x) dx = 0 ∀ϕ(x) ∈ C∞
0 (Rn) ,

potom f(x) = 0 s.v. v Rn.

Poznámky.

• ”hluboké” tvrzeńı o Lebesgueově integrálu, př́ıbuzné s Větou 6.5.
• ekvivalentně: λn{x ∈ Rn : f(x) 6= 0} > 0 =⇒ ∃ϕ ∈ C∞

0 (Rn) tak, že∫
Rn f(x)ϕ(x) 6= 0.
• za silněǰśıho předpokladu f(x) spojitá dokázáno v minulém semestru:
Lemma 3.1.

Věta 6.12. [Inverze F.t. v L1.] Nechť f(x), f̂(ξ) ∈ L1(Rn). Potom
[f̂(ξ)]̌ (x) = f(x) pro s.v. x ∈ Rn.

Poznámky.

• d̊usledek: tzv. věta o jednoznačnosti: f ∈ L1, f̂ = 0 =⇒ f = 0 s.v.
• speciálně: F je prostá v L1.

Věta 6.13. [Plancherelova rovnost.] Nechť f(x), g(x) ∈ S(Rn). Potom

∫

Rn

f(x)g(x) dx =

∫

Rn

f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ .

Jinými slovy, F zachovává skalárńı součin v L2(Rn), speciálně zachovává
normu.

Věta 6.14. [F.t. v L2]
(1) Fourierovu transformaci (chápanou jako zobrazeńı z S(Rn) do S(Rn)) lze
rozš́ı̌rit na zobrazeńı z L2(Rn) do L2(Rn).
(2) Toto rozš́ı̌reńı je izomorfismus L2(Rn) na sebe, tj. vzájemně jednoznačné
zobrazeńı, zachovávaj́ıćı normu.

Poznámky.

• věta nedává praktický návod, jak f̂ pro obecnou f poč́ıtat
• pokud f ∈ L2 ∩ L1, lze použ́ıt standardńı definici
• pro f ∈ L2 \ L1 lze použ́ıt zobecněnou definici

f̂(ξ) = lim
R→∞

∫

|x|<R
e−2πi(x,ξ)f(x) dx .

Poznámky.

• mı́ra Ω konečná ... Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω) pro p > q. Opačná inkluze neplat́ı:
x−1/2 ∈ L1(0, 1) \ L2(0, 1).
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• mı́ra Ω nekonečná ... neplat́ı ani jedna inkluze: 1
1+x

∈ L2(0,+∞) \
L1(0,+∞).

Věta 6.15. [Princip neurčitosti.] Nechť f(x) ∈ S(Rn), f(x) 6≡ 0. Potom

‖Xf‖2

‖f‖2

‖Df‖2

‖f‖2

≥ 1

2π
.

Poznámky.

• definujeme operátory X : f(x) → xf(x), D : f(x) → 1
2πi
f ′(x)

• Věta 6.4. ... D̂f(ξ) = ξf̂(ξ)
• operátory X, D jsou samoadjungované v L2(Rn), tj. 〈Xf, g〉 = 〈f,Xg〉,
totéž pro D.
• plat́ı [DX −XD](f) = 1

2πi
f

• veličina:

‖Xf‖2

‖f‖2

=

(∫
R
x2|f(x)|2 dx∫

R
|f(x)|2 dx

)1/2

vyjadřuje mı́ru rozptýlenosti nosiče f od 0. Totéž vyjadřuje
‖Df‖2

‖f‖2

pro f̂ .

• srovnej předchoźı větu s Větou 6.9.: f(x) má omezený nosič a f(x) 6≡ 0,
pak f̂(ξ) nemá omezený nosič
• lze ukázat, že rovnost ve Větě 6.15. nastane pouze pro funkci typu e−ax

2

7. Laplaceova transformace.

Definice. Definujeme prostor

L1
+ :=

{
f(t) : (0,+∞) → C měřitelná a ∃ c inR, f(t)e−ct ∈ L1(0,+∞)

}
.

Poznámky.

• L1
+ ( L1(0,+∞)

• f ∈ L1
+ =⇒ f ∈ L1(0, K) pro ∀K < +∞ (tj. je lokálně integrovatelná)

• f(t) = et
2

/∈ L1
+

Značeńı. Pro f(t) ∈ L1
+ znač́ıme

cf = inf
{
c ∈ R : f(t)e−ct ∈ L1(0,+∞)

}

Obecně f(t)e−cf t /∈ L1, ale pro libovolné c > cf je f(t)e−ct ∈ L1.

Definice. Laplaceovu transformaci funkce f(t) ∈ L1
+ definujeme

L
{
f(t)

}
[p] = F (p) =

∫ +∞

0

f(t)e−pt dt ∀p ∈ C, Re p > cf .
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Poznámky.

• přǐrazuje funkci f(t) funkci F (p)
• definice je korektńı: |f(t)|e−Re pt integrovatelná majoranta
• souvislost s Fourierovou transformaćı:

F (p) = ̂[
f(x)χ(x)e−Re px

]
(
Im p

2π
) .

Věta 7.1. [Základńı vlastnosti L.t.] Nechť f(t) ∈ L1
+. Potom

(1) F (p) ∈ H
(
{p ∈ C : Re p > cf}

)

(2) dk

dpkF (p) = L
{
(−t)kf(t)

}
[p] pro ∀k ∈ N

(3) F (p) → 0 pro Re p→ +∞, Im p ∈ R pevné
(4) F (p) → 0 pro Im p→ ±∞, Re p > cf pevné

Př́ıklady.

• L{1} = 1
p

(cf = 0)

• L{eat} = 1
p−a , Re p > a = cf

• L{tα} = Γ(α+1)
pα+1 , Re p > 0 = cf , pro α > −1

Věta 7.2. [Vlastnosti L.t.] Nechť f(t) ∈ L1
+. Potom

(1) L
{
f(αt)

}
[p] = 1

α
L

{
f(t)

}
[p/α] pro α > 0, Re p > αcf

(2) L
{
f(t− α)

}
[p] = e−atL

{
f(t)

}
[p] pro α > 0, Re p > cf

(3) L
{
eatf(t)

}
[p] = L

{
f(t)

}
[p− a] pro a ∈ C, Re p > Re a+ cf

Věta 7.3. [L.t. a derivace.] Nechť f (j)(t) ∈ L1
+ ∩ C([0,+∞)) pro j =

0, . . . , n. Potom

L
{
f (n)(t)

}
[p] = pnF (p) −

n−1∑

j=0

pjf (n−1−j)(0) .

Speciálně

L
{
f ′(t)

}
[p] = pF (p) − f(0) ,

L
{
f ′′(t)

}
[p] = p2F (p) − f ′(0) − pf(0) .

Definice. Pro f(t), g(t) ∈ L1
+ definujeme konvoluci

[
f ∗ g

]
(t) =

∫ t

0

f(s)g(t− s) ds t > 0

a nula pro t < 0.

Úmluva. Funkce z L1
+ automaticky klademe rovné nula pro t < 0.
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Lemma 7.1. [Konvoluce v L1
+.]

(1) Nová definice konvoluce je ve shodě s definićı kapitoly 6.
(2) f , g ∈ L1

+ =⇒ [f ∗ g](t) má smysl pro s.v. t a je prvkem L1
+. Nav́ıc:

cf∗g ≤ max{cf , cg}.
Věta 7.4. [L.t. a konvoluce.] Nechť f(t), g(t) ∈ L1

+. Potom

L
{
[f ∗ g](t)

}
[p] = L{f(t)}[p]L{g(t)}[p] , Re p > max{cf , cg} .

Důsledek. [L.t. primitivńı funkce.] Nechť f(t) ∈ L1
+. Označ h(t) =∫ t

0
f(s) ds. Pozorováńı: h = f ∗ 1. Tedy Lh[p] = F (p)/p. Nav́ıc: cf ≤

max{cf , 0}.
Věta 7.5. [Prostota L.t.]
(1) Nechť f(t) ∈ L1

+. Jestliže ∃c∗ ∈ R tak, že F (p) = 0 pro všechna p ∈ C,
splňuj́ıćı Re p > c∗, je f(t) = 0 skoro všude.
(2) Nechť f(t), g(t) ∈ L1

+. Jestliže ∃c∗ ∈ R tak, že F (p) = G(p) pro všechna
p ∈ C, splňuj́ıćı Re p > c∗, je f(t) = g(t) skoro všude.

Věta 7.6. [Inverze L.t.] Nechť F (p) ∈ H(C \ {z1, . . . , zn}), nechť |F (p)| ≤
K|p|−2 pro |p| > R. Potom existuje f(t) ∈ L1

+ tak, že L{f(t)}[p] = F (p).
Dále plat́ı vzorce

f(t) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
F (z)etz dz =

∑

k

resz=zk
F (z)etz .
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