Uvob.

Realna analyza se zabyva mnozinou realnych cisel R a funkcemi z R do
R. Vyjdeme-li z obecnéjsiho principu, ze analyza se zabyva kvantitativnimi
vlastnostmi svéta kolem nas, pak realna analyza studuje nejjednodusi roz-
prostranény utvar: primku. Mnozina R je v tomto pojeti modelem, jehoz
prostfednictvim analyza ptimku chépe.

Divame-li se na véc takto, lze si polozit otazku, zda je R z hlediska analyzy
jedinym moznym ¢i nejlepsim modelem primky. Dobry model musi predevsim
mit vlastnosti, které podle naseho minéni ma samotna primka. Naptiklad
mnozina @Q vSech racionalnich ¢isel neni dobrym modelem, nebot neobsahuje
bod V2, 0 némz se domnivame, Ze na piimce lezi, nebot ho tam miZzeme
pomoci kruzitka a pravitka zakreslit.

Dobry model by mél ale také odpovidat zptsobu uvazovani, jemuz hodlame
piimku podrobit. To je druhy divod, pro¢ analyza potfebuje bod /2. Na
primce totiz chce provadét urcité pocetni operace, a odmocnovani je jednou
z nich.

Ustfednim motivem anal§zy, ktery nachézime ve vSech jejich zékladnich po-
jmech, jako jsou spojitost, limita, derivace ¢i integral, je pocetni operace,
¢i spiSe jisty pocetni proces, pfi némz od urcité veli¢iny dospivame k jiné
veli¢iné tim zptisobem, Ze jisty parametr se stava neomezené malym nebo
neomezené velkym. Naptiklad tecnu kiivky ziskame tak, Ze protneme graf
funkce ve dvou bodech, které se k sobé neomezené blizi. Plochu pod gra-
fem funkce spocitame tak, ze vepisujeme stale uzsi a uzsi obdélnicky. Délku
kiivky stanovime tak, Ze ji nahrazujeme stale tésnéji se primykajici lomenou
carou.

Mozna namitka vi¢i mnoziné R coby vhodnému néastroji analyzy se skryva
v tom, ze ackoliv myslenka nekoneéné malé (nekonecné velké) veli¢iny je ve
vSech uvedenych zékladnich pojmech analyzy nepochybné obsazena, samotna
mnozina R Zadna nekonecné mald cisla neobsahuje, a vySe zminéné pojmy
musi byt tedy definovany nepiimo. Kupftikladu funkci f prohlasime v bodé
xo za spojitou, pokud

(Ve > 0)(30 > 0) [lz — x| <& = [f(x) — f(ao)| <] (1)

Rozpoznat v této formuli ndm intuitivné zndmy pojem spojitosti neni uplné
trivialni zalezitost a vyzaduje to urcity typ tréninku.



POHLED DO HISTORIE.

Pohled do historie ndm fika, Ze analyza ptivodné s nekonecné malymi ¢isly
pracovala. Naptiklad jiz P. de Fermat kolem roku 1630 publikoval spisek, v
ném popisoval metodu nalezeni minima funkce (naptiklad) f(z) = 22 + 3z
nasledujici ivahou: je-li bod xy minimum, je zfejmé, ze hodnota v xy musi
byt (takika) stejnéd jako hodnota v sousednim bodé zg + E. Tedy

x5+ 3x0 = (zo + E)* + 3(x0 + E) (2)
T2+ 310 = 25 + 220E + E* + 310 + 3E (3)
0=220E+E*+3E | :E (4)
0=2x0+E+3 (5)

Cislo E nyni zanedbdme a mame x¢ = —3/2.

Tato tivaha elegantné dospiva ke spravnému vysledku (jak se lze presvédéit
napiiklad doplnénim na ¢tverec), avSak mate nés tim, ze klicové ¢islo F
zde hraje dvojakou roli: pokud jim délime, musi byt nenulové, ale pokud ho
muzeme zanedbat, mélo by byt prece nula!

Je pochopitelné, ze analyza v této podobé byla — i pfes fadu pozoruhodnych
vysledki, k nimz dospéla — casto tercem kritiky, a nejpozdé€ji pocatkem 19.
stoleti bylo zfejmé, Ze nejen z hlediska dalsiho rozvoje analyzy samé bude
nutné postavit tuto disciplinu na solidnéjsi zéklady. Zacina tzv. obdobi revize
zakladt analyzy, které vrcholi v pracech K. Weierstrasse. Analyza vypousti
ze svého slovniku terminy ”nekonecné malé” a "nekonecné velké” a zacina
hovofit tzv. epsilon—delta jazykem, jehoz prikladem je definice spojitosti (1)
uvedena vyse. Ziskava tim kyzeny rigorézni zéklad, ale na druhou stranu jiz
nemuze hovofit nezprotredkované o tom, co je jeji zdkladni myslenkou.

HYPERREALNA CiSLA

V Sedesatych letech dvacatého stoleti si A. Robinson uvédomil, Ze soucasna
matematicka logika jiz obsahuje nastroje, které umoznuji analyze vratit ne-
kone¢né malé veli¢iny, a to zcela rigoréznim zptisobem. Jim navrzena a poté
podrobné rozpracovana nestandardni analyza chape ptimku prostfednictvim
mnoziny *R tzv. hyperredlnych cisel.

*R je zvlastnim zptsobem zkonstruovana c¢iselnd mnozina, ktera kromé kaz-
dého obycejného (standardniho) ¢isla z R obsahuje dalsi ¢isla, tomuto ¢islu
nekonec¢né blizka. Tento pojem ma zde tento presny vyznam: ¢isla x, y € *R



jsou si nekonecné blizkd, pokud |z —y| < € pro kazdé kladné € € R. Speciélné
¢islo z * R se nazve nekonecne malé, pokud je nekonecné blizko nuly.

Vtip je v tom, Ze zatimco v R jsou si nekonecné blizka pouze ¢isla sobé rovna,
mnozina *R skute¢né dvojice ¢isel sobé nekonecné blizkych, le¢ navzajem
riznych, obsahuje. Podobné jediné nekone¢né malé ¢islo v R je nula, zatimco
*R obsahuje kromé nuly i dalsi (kladné a zaporné) nekoneéné mala ¢isla.
Déle obsahuje *R nekonecné velka kladna ¢isla, tj. ¢isla, vétsi nez libovolné
¢islo z R, zaroven v8ak (ostfe) mensi nez +oo, a stejné tak nekoneéné velka
zaporna Cisla, tedy ¢isla, mensi nez kazdé ¢islo z R (ale vétsi nez —o0.)

Nebudeme zde popisovat, jak mnozinu * R sestrojit, ale vSimneme si nékterych
jejich vlastnosti a ukézeme si, jaké typy uvah lze v nestandardni analyze
provadeét.

Predevsim *R je ¢iselnd mnozina, a muzeme v ni tedy scitat, odcitat, nasobit
a délit nenulovym ¢islem, pficemz tyto operace se tidi zcela stejnymi pravidly
jako v R. Stejnymi pravidly jako v R se idi i usporadani relacemi < a >.

Poznamenejme, ze mizeme mezi sebou nasobit i nekonecné malé a nekonecné
velka cisla - v takovém piipadé vsak nelze predem Tici, zda vysledkem bude
¢islo nekonecné malé, nekonecné velké, ¢i ani jedno z obojiho. Naproti tomu
pokud néasobime c¢islo nekonecné malé cislem, které neni nekonecné velké,
vysledkem je vzdy ¢islo nekonec¢né malé. Podobné pokud cislo, které neni
nekonecné malé, vynasobime ¢islem, které je nekonecné velké, je vysledkem
Cislo nekone¢né velké. (Je uzitecné porovnat tato fakta s klasickymi vétami
o vypoctu nevlastnich limit.)

Obecné vsak neni pravda, ze cokoliv plati o R, platiio *R. Napriklad mnozina
R ma tzv. Archimédovu vlastnost: pokud r € R je libovolné kladné ¢islo, pak
existuje n prirozené tak, ze r secteno n-krat je vétsi nez jedna. Je ziejmé, ze
*R tuto vlastnost nemé, nebot zvolime-li » > 0 nekonecné malé, je r + r +
-+ -+ r vzdy opét nekonecné malé, a tedy mensi nez 1.

Archimédovu vlastnost muzeme ale chapat formalnéji takto: pro kazdé r €
R kladné existuje n € N takové, ze r krat n je vétsi nez jedna. Tomuto
vyroku jiz odpovida nasledujici pravdivy vyrok o *R: pro kazdé r € *R
kladné existuje n € *N takové, ze r krat n je vétsi nez jedna. Symbol * N znaci
mnozinu hyperprirozenych ¢isel, tj. ¢isel, ktera vzniknou tak, ze k obycCejnym
prirozenym ¢islim pridame dalsi prirozena cisla, ktera jsou nekonecné velka.

V mnoziné *R také neplati axiom o supremu: oznacme M mnozinu vsech
nekoneéné malych ¢isel. Tato mnoZina je neprazdnéd a shora omezenéd (na-
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priklad ¢islem 1). Pfedpokladejme, ze S € *R je supremum M. Protoze M
obsahuje (nekone¢né mald) kladn4 ¢isla, je S > 0. Nyni jsou dvé moznosti:
S bud je, nebo neni nekone¢éné malé ¢islo, oba ptipady vSak vedou ke sporu.
Je-1i totiz S nekonecné malé, je i 25 nekonecéné malé, tedy 25 € M, ale pak
S neni horni odhad M. Pokud naopak S neni nekonecné malé, neni ani S/2
nekoneéné malé, ale pak je S/2 hornim odhadem M, a S tedy neni nejmensi
horni odhad.

Vyhodou nestandardni analyzy je, ze zadkladni pojmy a dikazy zakladnich
vét jsou zde — na rozdil od klasické analyzy — velmi intuitivni.

Napiiklad funkce se prohldsi za spojitou v bodé xy, pokud f(zo + €) je
nekonecéné blizké k f(zo) pro kazdé ¢ nekonecné malé. Ovérme, ze funkce
f(z) = 22 je podle této definice spojitd v kazdém bodé x € R:

(zo + €)% — xf = 2206 + &°

a to je zfejmé nekonecné malé. OvSem pozor: je zde podstatny predpoklad,
Ze xy je v R, protoze pokud by napiiklad zy bylo nekonecné velké, nemusel
by soucin xpe byt nekoneénd maly. A je skuteéné pravda, Ze funkce f(z) = x>
neni (podle této definice) spojitéd v nekoneéné velkych xy € *R.

Vime, 7e mnozina *R obsahuje jednak ¢isla nekone¢né velkd (kladné a zé-
pornd), a jednak ¢isla nekonecné blizka ¢islim z *R. Lze ukazat, Ze zadnéa
jind jiz neobsahuje:

Tvrzeni: Necht y € *R neni nekonecné velké. Pak existuje o € R takové,
7e xo — y je nekonecné malé.

Dukaz: ozna¢me M := {z € R: = < y}. ProtoZe y neni nekonecné velké, je
M C R neprazdné, shora omezena. Budiz zy € R jeji supremum. RozlisSme
dva pripady: je-li zo = y, jsme hotovi. Zbyvaji dvé moznosti:

(a) pfipad zy < y. Necht € > 0 je libovolné ¢islo z R. Protoze z( je horni
odhad M a xy+e > xg, nutné zo+¢ ¢ M, coz je totéz jako xo+ e > y. Tedy
xo <y < xo + € pro kazdé kladné redlné ¢, neboli xy je nekonecné blizko y.
(b) pfipad y < xy. Necht € > 0 redlné je ddno. Protoze xy — e < xg, existuje
dle druhé vlastnosti suprema néjaké & € M takové, ze xg — e > Z. OvSem
T € M, tedy T < y, a celkem dostavame xo —e < T < y < xy. Protoze ¢ bylo
opét libovolné, je xg dle definice nekonecéné blizko y.

Jednim ze zékladnich tvrzeni analyzy je takzvana
Darbouxova véta. Necht f : [a,b] — R je spojité funkce, a necht f(a) < 0,
f(b) > 0. Pak mezi body a a b existuje bod ¢ takovy, ze f(c) = 0.
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Toto tvrzeni je velmi ndzorné a lze si predstavit asi takovéto intuitivni zda-
vodnéni: vyjdeme z bodu a a jdeme smérem k b, az dojdeme do posledniho
bodu, kde je f < 0. V nésledujicim bodé je tedy jiz f > 0. Spojitost za-
rucuje, ze hodnoty funkce v téchto bodech jsou si nekonec¢né blizko, a tedy
(nekonecéné blizko) 0.

Klasicka analyza tento diikaz nemiize pfijmout, protoze nezna pojem ’soused-
niho’ bodu. Téz dobfe vi, Ze mnozina bodi, v nichz je f zaporna, je obecné
nekonecnd, a nelze tedy spoléhat na to, ze ma posledni bod.

Nestandardni analyza naopak nasi 'naivni’ avahu umi reprodukovat takika
doslovné: zvolime libovolné nekonecné hyperprirozené cislo N a polozime

D:{aJr%(b—a): i €*N, 1§¢§N},

Mnozina D neni nic jiného nez rovhomeérné déleni intervalu nekone¢né ma-
Iymi dilky velikosti 1/N. Mnozina D je ptikladem tzv. hyperkonecné mnoZiny.
Hyperkone¢né mnoziny jsou v nestandardni analyze velmi oblibené, protoze
lezi na pomezi mezi kone¢nymi a nekone¢nymi mnozinami a slucuji v sobé
dobré vlastnosti obou typt. Nase D je dost velkd, nebot s nekone¢né malou
chybou aproximuje kazdy bod v [a, b], ale ma tu dobrou vlastnost kone¢nych
mnozin, ze jeji podmnozina

M={zxeD: f(z) <0}

mé nejvétsi bod. Oznacme jej y: potom f(y) < 0, f(y + 1/N) > 0 a tvahou
predvedenou vyse diky spojitosti vyplyva, ze f(y) je nekonecné blizko 0.
Podle diive dokazaného tvrzeni existuje bod ¢ € R nekonecné blizky y, a
opét ze spojitosti musi byt f(c) = 0.



