
Cvièení 62: Zjistìte, zda lze de�novat na R metriku rovností

�(x; y) := j arctgx� arctg yj ; resp.

�(x; y) := arctg(jx� yj)

Je-li odpovìï kladná, zjistìte, zda lze funkci arctg nahradit libovolnou (spojitou)
rostoucí funkcí (resp. rostoucí (spojitou) funkcí na intervalu [ 0;1), která v má
v poèátku hodnotu 0).

Cvièení 63: V R2 pro x = [x1; x2 ], y = [ y1; y2 ] de�nujeme

�(x; y) :=
p
jx1j2 + jx2j2 +

p
jy1j2 + jy2j2 ;

:=
p
jx1 � x2j2 + jy1 � y2j2 ;

pøièem¾ první de�nièní rovnost pou¾íváme pro pøípad, ¾e x,y jsou lineárnì nezávislé
vektory a druhou v pøípadì, ¾e x,y jsou lineárnì závislé (þmìøíme pøes poèátekÿ).
Doka¾te, ¾e � je metrika na R2 . Dostali bychom metriku, kdybychom þmìøili pøes
pøímkuÿ ? Zkuste si rozmyslet analogii s kru¾nicí.

Cvièení 64: Uka¾te, ¾e v (P; �) na mno¾inì exp(P ) v¹ech podmno¾in P lze de�-
novat (Hausdorfovu) metriku pøedpisem

�H(A;B) := supfmax(dist(x;B); dist(y;A)) ; x 2 A; y 2 Bg !

Cvièení 65: Uka¾te, ¾e na lineárním prostoru (LP) v¹ech posloupností a = fakg,
pro nì¾

P
jakj < 1 lze de�novat normy rovnostmi �1(a) := supfjakj ; k 2 N 0g a

�2(a) :=
P
jakj. Je mezi tìmito normami na vzniklých NLP nejaký vztah ?

Cvièení 66: Ovìøte, ¾e na lineárním prostoru (LP) spojitých funkcí C([ a; b ]), lze

de�novat normy �1(f) := supfjf(t)j ; t 2 [ a; b ]g a �2(f) :=
R b
a
jf(t)j dt. Je mezi

tìmito normami na vzniklých NLP nejaký vztah ?

Cvièení 67: Pokuste se de�novat metriku na LP C(R) !

Cvièení 68: Doka¾te, ¾e

�(f; g)
1X
k=1

1

2k
supfjf(t)� g(t) ; t 2 [�k; k ]

1 + supfjf(t)� g(t) ; t 2 [�k; k ]

je metrika na LP C(R) !

Cvièení 69: Je-li M � Rm mno¾ina v¹ech bodù, jejich¾ souøadnice jsou diadicky
racionální èísla (jsou tvaru k=2l, k 2 Z; l 2 N), urèete M; M�; @M !

Cvièení 70: Pøipomeòme, ¾e jestli¾e (P; �) je MP, nazývá se x 2 P hromadný bod

M , jestli¾e pro v¹echna r > 0 platí pro B(x; r) = fy 2 P ; �(x; y) < rg

B(x; r) n fxg 6= ; :

Urèete mno¾inuM 0 v¹ech hromadných bodù M � R, jestli¾e za M postupnì volíme
mno¾iny N , Q , (a; b), R n N . Jak lze charakterizovat uzavøenost M pomocí M 0 ?
Jakou vlastnost mají body z M nM 0 ?
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Cvièení 71: Doka¾te, ¾e pro M � (P; �) je

M = fx 2 P ; dist(x;M) = 0g !

Cvièení 72: Najdìte v R2 disjunktní otevøené, resp. uzavøené mno¾iny A, B, pro
nì¾ je dist(A;B) = 0. Pokuste se najít tyto mno¾iny tak, aby alespoò jedna byla
omezená !

Cvièení 73: Pro metriky na R

�1(x; y) := j arctgx� arctg yj ; a

�2(x; y) := jx� yj

najdìte posloupnost fakg tak, aby splòovala Cauchyho podmínku v právì jednom
prostoru (R; �1), (R; �2) ! Má nìkterý z prostorù þvíceÿ otevøených podmno¾in ?

Cvièení 74: (�) V ultrametrickém MP (ve kterém platí zesílená trojúhelníková
nerovnost (4')) uka¾te, ¾e B(x; r) a B(y; r) jsou buï toto¾né nebo disjunktní !
Jsou-liB1(x; r) aB2(y; r) disjunktními podmno¾inami nìjaké u¾avøené koule o polo-
mìru r, je dist(B1(x; r); B2(y; r)) = r !

Cvièení 75: Uka¾te, ¾e na souèinu (S; !) dvou MP (P; �) a Q; �) lze de�novat

ekvivalentní metriku pomocí þrovnosti ! =
p
�2 + �2 ÿa také pomocí þrovnosti

! = max(�; �) ÿ ! (Nejprve metriky korektnìji popi¹te!)

Cvièení 76: Najdìte napø. v prostoru C([ a; b ]) pøíklad mno¾iny, která je omezená
a pøitom není totálnì omezená !

Cvièení 77: Je funkce x = fxkg 7! limxk spojitá na prostorech c0, resp. c ?

Cvièení 78: Najdìte posloupnost funkcí fk 2 C(R) tak, aby její (bodová) limita
lim fk byla nespojitá funkce !

Cvièení 79: Mù¾eme v pøedcházejícím cvièení po¾adovat, aby mno¾ina bodù ne-
spojitosti N(f) byla pøedepsaná koneèná mno¾ina K ?

Cvièení 80: (�) Mù¾eme po¾adovat, aby mno¾ina bodù nespojitosti N(f) byla
rovna R ? (Ano, ale pak ji¾ taková úloha nemá øe¹ení { to je ale u¾ trochu slo¾itìj¹í).

Cvièení 81: Pro funkci f : x 7! sgnx, x 2 R najdìte pøíklady otevøených a
uzavøených mno¾inM , pro nì¾ vzory f�1(M) nejsou otevøené a uzavøené mno¾iny !

Cvièení 82: Vysvìtlete souvislost pøedchozí úlohy s pojmem mìøitelné funkce,
zavedeným v TMAI !

Cvièení 83: Sestrojte dvì spoèetné disjunktní podmno¾iny A;B � R tak, aby byly
husté v R Umíte najít takových mno¾in více (koneènì mnoho, nekoneènì mnoho) ?

Cvièení 84:(�) Pro posloupnost

xn+1 =
1

2

�
xn +

a

xn

�

s a > 0 jsme nalezli kdysi dávno její limitu (pøipomeòte si!). Souvisí tento pøíklad
nìjak s kontraktivitou zobrazení ?

Cvièení 85: (�) Zkuste najít posloupnost polynomù, která bodovì konverguje k
funkci x 7! jxj. Umíte takovou posloupnost najít tak, aby k této funkci konvergovala
stejnomìrnì ?


