
Cvièení 47: Doka¾te, ¾e dané funkce jsou øe¹eními diferenciálních rovnic:

y(x) = x2 logx øe¹í rovnici xy000 = 2;

x(y) = y + log y øe¹í rovnici xy00 + (y0)
3 � (y0)

2 � y log y = 0:

Cvièení 48: Uka¾te, ¾e pro ka¾dé c 2 R je funkce y(x) = cx+c(1+c2)�1=2 øe¹ením
diferenciální rovnice

�xy0 + y = y0
�
1 + (y0)2

�
�1=2

!

Cvièení 49: Popi¹te obecná øe¹ení diferenciálních rovnic

y0 = sinx ; y0 = jxj ;
y0 = tg x ; y0 = exp(�1=x2) :

h
fy(x) = � cosx+ c ; c 2 Rg, fy(x) = x2 sgnx+ c ; c 2 Rg,�fy(x) = � log j cosxj+ c ; x 2 ((2k � 1)�=2; (2k+ 1)�=2) ; c 2 Rg ; k 2 Z	,
fy(x) = c1 +

R x
0
exp(�1=t2) dt ; x 2 (0;1) ; c1 2 Rg [

[ fy(x) = c2 �
R
0

x
exp(�1=t2) dt; x 2 (�1; 0) ; c2 2 Rg

i

Cvièení 50: Øe¹te rovnici y0 = f(x) pro

(a) f(x) = (x2 + 1)�1=2 ; (b) f(x) = (x2 � 1)�1=2 :

[ Struènìji: y(x) = log
�
x+

p
x2 + 1

�
+ c na R; y(x) = log jx+

p
x2 � 1j+ c, ale

na ka¾dém ze dvou intervalù (�1;�1) a (1;1) zvlá¹» ! ]

Cvièení 51: Øe¹te diferenciální rovnice

y0 = y ; y0 = 1 + y !

[y(x) = c expx ; y(x) = �1 + c expx ]
Pokuste se vyøe¹it následující dvì úlohy, k nim¾ namáte je¹tì celé teoretické zázemí
(není to v¹ak tì¾ké!):

Cvièení 52: Øe¹te podobným postupem þad hocÿ nelineární diferenciální rovnice

y0 = 1+ y2 ; y0 = 1=(3y2) !

[y(x) = tg(x+ c) ; je delikátnìj¹í: viz následující cvièení]

Cvièení 53: Øe¹eními rovnice y0 = 1=(3y2) jsou funkce y(x) = (x+ c)1=3, a to na
intervalech (�1; c) a (c;+1); øe¹ení je v podstatì popsáno kubickými parabolami
x = y3 + c, ale to se vymyká popisu, který u¾íváme. Jinak: rovnice y0 = �x=y
popisuje oblouky kru¾nic o støedu v poèátku, celé kru¾nice lze popsat pøi vhodné
interpretaci rovnicí xdx + ydy = 0. Øe¹ení podobných rovnic odpovídá nalezení
funkce dvou promìnných, je-li dána její derivace (diferenciál).
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Cvièení 54: Øe¹te rovnice

(a) y0 + 2y = 4x ; (b) x(y0 � y) = (1 + x2) expx ;

(c) (1 + x2)y0 � 2xy = (1 + x2)2

[ (a) y(x) = c exp(�2x) + 2x� 1, (b) exp(x)
�
log jxj+ x2=2 + c

�
,

(c) y(x) = (1 + x2)(x+ c) ]

Cvièení 55: Øe¹te rovnice

(a) 2xy0 � y = 3x2 ; (b) 3xy0 � 2y = x3=y2 ;

(c) y0 � ny

x+ 1
= (1 + x)n expx ; n 2 N :

[ (a) y(x) = c
p
x+ x2, (b) y3 = cx2 + x3,

(c) y(x) = (x+ 1)n(c+ expx) ]

Na lineární diferenciální rovnice prvního øádu vede øada (pseudo)praktických úloh:
poskytují jednoduché modely pro ¹iroké spektrum úloh:

Cvièení 56: Izotop stroncia 90Sr se rozpadá exponenciálnì podle rovnice y0 = �ay,
a > 0. Poloèas jeho rozpadu, co¾ je doba, za kterou se z daného mno¾ství rozpadne
polovina, èiní 28,1 roku. Urèete a a dobu, za kterou se z 1kg rozpadne 900 g !
[ a = log 2=28; 1

:
= 0; 025; 93,3 roku ]

Cvièení 57: Zrychlení lokomotivy, její¾ poèáteèní rychlost je v0 je pøímo úmìrné
ta¾né síle F a nepøímo úmìrné hmotì m vlaku. Pro tah platí F (t) = b� kv(t), kde
b a k jsou konstanty a v(t) rychlost v èase t. Urèete vzorec pro tah v závislosti na
èase t ! [F (t) = (b� kv0) exp(�kt=m) ]

Cvièení 58: Najdìte ortogonální køivky ke svazku parabol y = ax2, a 2 R !
[ Je to svazek elips, který popisuje vztah x2=2 + y2 = c, c > 0. ]
V následujících ètyøech cvièeních najdìte øe¹ení jednoduchých (nelineárních) difer-
enciálních rovnic; cvièení ilustrují nìkteré jevy, s nimi¾ se mù¾eme setkat a které
þna¹e teorie nepokrýváÿ.

Cvièení 59: Øe¹te rovnici

(�) (y0)3 � 2x(y0)2 + y0 = 2x !

[ Rovnice (�) je ekvivalentní rovnici y0 � 2x = 0; jejím øe¹ením je y(x) = x2 + c. ]

Cvièení 60: Øe¹te rovnici (y0)2 � 1 = 0 ! [Tato rovnice je ekvivalentní s dvojicí
rovnic y0 = �1, pøièem¾ ' je jejím øe¹ením, pokud vyhovuje alespoò jedné z rovnic
uva¾ované dvojice. Ka¾dým bodem [x0; y0 ] procházejí právì dvì maximální øe¹ení
'(x)� y0 = �(x� x0), x 2 R. ]
Cvièení 61: Øe¹te rovnici

(�) (y0)2 + y(y � x)y0 � xy3 = 0 !

[Rovnice je ekvivalentní dvojici rovnic y0 + y2 = 0, y0 � xy = 0; øe¹ením první je
y(x) = (x + c)�1, x 2 (�1;�c), c 2 R, a y(x) = (x + c)�1, x 2 (�c;1), c 2 R,
spolu s triviálním øe¹ením y(x) = 0, x 2 R; øe¹ením druhé je y(x) = c exp(x2=2),
c 2 R . Funkce ' je øe¹ením (�), je-li øe¹ením alespoò jedné z tìchto dvou rovnic.
V¹imnìte si, kolik (maximálních) øe¹ení je urèeno podmínkou y(x0) = y0 pro ka¾dý
bod [x0; y0 ] 2 R2 ! ]


