
Série 5 – deadline 22.4.2015

Př́ıklad 5.1 [A priorńı odhady – Věta 2.1.] Z diferenciálńı nerovnosti

d

dt
‖u‖22 + c0‖∇u‖

2
2 ≤ c1 + c2‖u‖

2
2

ukažte, že u je omezené v L∞(0, T ;L2) a L2(0, T ;W 1,2
0 ); a že tento odhad záviśı jen na

‖u(0)‖2, T > 0, Ω a konstantách ci.

Př́ıklad 5.2 Dokažte Větu 2.3: dynamický systém má globálńı atraktor, právě když je
disipativńı a asymptoticky kompaktńı.

Př́ıklad 5.3 Dokažte Lemma 2.1.

Př́ıklad 5.4 [Odhady ∂tu pomoćı rovnice.] Necht’ u, v jsou slabá řešeńı na intervalu I.
Označme w = u− v. Ukažte, že

‖∂tw‖L2(I;W−1,2) ≤ K‖w‖
L2(I;W 1,2

0
)

kde konstanta K záviśı jen na datech rovnice. (Jde o druhou část d̊ukazu Lemmatu 2.2).
Ukažte speciálně, že je-li I omezený, lze normu ∂tu ∈ L2(I;W−1,2) odhadnout pomoćı
normy u ∈ L2(I;W 1,2

0 ). (To je druhá část a priorńıch odhad̊u ve Větě 2.1.)

Přesné zněńı uvedených tvrzeńı viz ,,Definice a zněńı vět“ v [pdf] na webu.
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Nápomoc:

5.1 označte Y (t) = ‖u(t)‖22 + c0
∫ t

0
‖∇u(s)‖22 ds. Danou nerovnost lze přepsat jako Y ′ ≤

c(1 + Y ), odsud odhadneme Y (t) pomoćı Y (0).

5.2 =⇒ : zaW lze vźıt 1-okoĺı A; co se týče asymp. komp., uvažte, že dist(S(tn)un,A) →
0; tedy existuj́ı yn ∈ A t.ž. ‖S(tn)un − yn‖X → 0, . . .

=⇒ : je-li W množina z definice disipativity, definujte

Ã := {y ∈ X ; ∃un ∈ W , tn → ∞ tak, že S(tn)un → y }

Ukažte, že Ã je neprázdná a má všechny vlastnosti atraktoru. Inspiraci lze nalézt ve
Větách 13.1 a 13.2 (o vlastnostech ω-limitńıch množin) v ODR2.

5.3 kĺıčový trik: d́ıky lokálńı lipschitzovskosti S(t) a invarianci A plat́ı pro libovolná dvě
řešeńı u, v lež́ıćı v atraktoru:

‖u(t)− v(t)‖22 ≤ c‖u(s)− v(s)‖22, ∀0 ≤ s ≤ t ≤ T

kde c záviśı jen na T a datech rovnice. Vhodnou integraćı přes s a/nebo t se odvod́ı
lipschitzovskost e, b, L(·)

5.4 berte za dokázaný fakt, že L2(I;W−1,2) je duál k L2(I;W 1,2
0 ). Stač́ı tedy odhadnout

〈∂tw, ψ〉 =

∫
I

∫
Ω

∂twψ

kde ψ ∈ L2(I;W 1,2
0 ) má jednotkovou normu a ∂tw se dosad́ı z rovnice. Ve speciálńım

př́ıpadě se voĺı v = 0.
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