SERIE 4 — DEADLINE 8.4.2015

Priklad 4.1 [Slabd formulace laplacidnu.] Necht u € C%*(Q2) a necht existuje f € C(Q)

tak, ze
/Vu~Vg0:/fg0
Q Q

pro kazdou testovaci funkci ¢ € C2°(Q2). Ukazte, ze potom —Au = f vsude v Q.

Piiklad 4.2 Ukazte, ze normu u € C([0, T]; L?) lze odhadnout pomoci u € L2(0,T; Wy
a O € L*(0,T; W—12). Piedpokladejte, Ze u je hladk.

Piiklad 4.3 7Z faktu, ze W, *(Q) je kompaktné a husté vnofen do L*(Q) dedukujte
nasledujici: Lemma. Pro kazdé ¢ > 0 existuje kone¢né-dimenzionalni ON projekce P,
v L*(Q) takova, Ze
1,2
lully < ellull o + [[Paull, — Vu e Wy () Q)

a lze navic pozadovat P, : L2(Q) — Wy ().

Priklad 4.4 [Aubin-Lionsovo lemma.] Ukazte, ze omezenost u v normé L*(0, T} VVO1 ?) a
zaroven Oyu v normé L?(0, T; W~12) implikuje relativni kompaktnost v normé L?(0, T'; L?).



Ndpomoc:

4.1  — Uvazujte nejprve Q2 = (a,b)

4.2 -

43 -

44 -

C R; vhodnou volbou (posloupnosti) ¢ = ¢, od-
vod'te, ze u'(zg) — u'(1) f pro libovolné dané zy, 1 € (a,b) a odtud

ZAVEr.

Uzijte piedchozi bod a Fubiniovské pocitani k odvozeni, ze [, Vu-vdS = [, f
kde B C € je libovolnd krychle, v vnéjsi norméla. Aplikujte Gaussovu vétu.

Piste [lu(t)ll3 = Ui(t) + Ua(t), kde Uy (t) = Zllu(t)ll3, Ua2(t) = (1 — F)llu(t)]3-
Staci odhadnout napi. U;.

Piste Uy (t) = [, U{(s) ds a odhadnéte, mj. s wzitim [, dyuwu < [|9pul| 1 o|jull;» &
Holderovy nerovnostl

Necht € > 0 je dano. Predpoklad hustoty ddvd existenci ON (vuci L?) posloup-
nosti ON takové, ze P,u — u v L? pro kazdé pevné u, navic véak P,u € VVO1 2,

Predpokladejme, ze (Q) neplati pro zadné n. Tedy existuje posloupnost u,, t.z.
|unlly > ... abino [ju,|, = 1.

Ptredpoklad kompaktnosti vede k vybéru silné konvergentni podposloupnosti a
posléze ke sporu.

Necht n > 0 je ddno; ukazte, Ze omezenost norem v piedpokladu implikuje
existenci n-sité v normeé L?(0, T L?).

Pfedchozi tiloha 4.3 pii vhodné volbé ¢ implikuje, Ze staci najit 7-sit pro funkce
Pu(t) : [0,T] = P,(W,?) = R"

Pro funkce P,u(t) : [0,T] — R" existuje sit vuci C([0,T]; R"™) normé. Uvazte,
ze je-li {¢,..., ¢n} béze P,, pak j-ta slozka P,u je funkce t — [, u(t)¢;. A ta
je 1/ 2—h61derovska



