
Série 4 – deadline 8.4.2015

Př́ıklad 4.1 [Slabá formulace laplaciánu.] Necht’ u ∈ C2(Ω) a necht’ existuje f ∈ C(Ω)
tak, že ∫

Ω

∇u · ∇ϕ =

∫
Ω

fϕ

pro každou testovaćı funkci ϕ ∈ C∞

c (Ω). Ukažte, že potom −∆u = f všude v Ω.

Př́ıklad 4.2 Ukažte, že normu u ∈ C([0, T ];L2) lze odhadnout pomoćı u ∈ L2(0, T ;W 1,2
0

)
a ∂tu ∈ L2(0, T ;W−1,2). Předpokládejte, že u je hladká.

Př́ıklad 4.3 Z faktu, že W 1,2
0 (Ω) je kompaktně a hustě vnořen do L2(Ω) dedukujte

následuj́ıćı: Lemma. Pro každé ε > 0 existuje konečně-dimenzionálńı ON projekce Pn

v L2(Ω) taková, že
‖u‖

2
≤ ε‖u‖

1,2 + ‖Pnu‖2 ∀u ∈ W 1,2
0 (Ω) (Q)

a lze nav́ıc požadovat Pn : L2(Ω) → W 1,2
0 (Ω).

Př́ıklad 4.4 [Aubin-Lionsovo lemma.] Ukažte, že omezenost u v normě L2(0, T ;W 1,2
0 ) a

zároveň ∂tu v normě L2(0, T ;W−1,2) implikuje relativńı kompaktnost v normě L2(0, T ;L2).
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Nápomoc:

4.1 – Uvažujte nejprve Ω = (a, b) ⊂ R; vhodnou volbou (posloupnosti) ϕ = ϕn od-
vod’te, že u′(x0) − u′(x1) =

∫ x1

x0

f pro libovolné dané x0, x1 ∈ (a, b) a odtud
závěr.

– Užijte předchoźı bod a Fubiniovské poč́ıtáńı k odvozeńı, že
∫
∂B

∇u ·νdS =
∫
B
f ,

kde B ⊂ Ω je libovolná krychle, ν vněǰśı normála. Aplikujte Gaussovu větu.

4.2 – Pǐste ‖u(t)‖22 = U1(t) + U2(t), kde U1(t) = t
T
‖u(t)‖22, U2(t) = (1 − t

T
)‖u(t)‖22.

Stač́ı odhadnout např. U1.

– Pǐste U1(t) =
∫ t

0
U ′

1(s) ds a odhadněte, mj. s užit́ım
∫
Ω
∂tu u ≤ ‖∂tu‖−1,2‖u‖1,2 a

Hölderovy nerovnosti.

4.3 – Necht’ ε > 0 je dáno. Předpoklad hustoty dává existenci ON (v̊uči L2) posloup-
nosti ON takové, že Pnu → u v L2 pro každé pevné u, nav́ıc však Pnu ∈ W 1,2

0 .

– Předpokládejme, že (Q) neplat́ı pro žádné n. Tedy existuje posloupnost un t.ž.
‖un‖2 > . . . a búno ‖un‖2 = 1.

– Předpoklad kompaktnosti vede k výběru silně konvergentńı podposloupnosti a
posléze ke sporu.

4.4 – Necht’ η > 0 je dáno; ukažte, že omezenost norem v předpokladu implikuje
existenci η-śıtě v normě L2(0, T ;L2).

– Předchoźı úloha 4.3 při vhodné volbě ε implikuje, že stač́ı naj́ıt η̃-śıt’ pro funkce
Pnu(t) : [0, T ] → Pn(W

1,2
0 ) ≡ R

n

– Pro funkce Pnu(t) : [0, T ] → R
n existuje śıt’ v̊uči C([0, T ];Rn) normě. Uvažte,

že je-li {φ1, . . . , φn} báze Pn, pak j-tá složka Pnu je funkce t 7→
∫
Ω
u(t)φj. A ta

je 1/2-hölderovská.
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