
Série 1 – deadline 4.3.

Necht’ (X, ρ) je metrický prostor.

Př́ıklad 1.1 Je-li X spočetný, pak dimX = 0.

Př́ıklad 1.2 Dokažte Lemma 1.1: dimX ≤ n právě když pro každé x ∈ X

a uzavřenou B 6∋ x existuje L, rozt́ınaj́ıćı X mezi {x} a B taková, že dimL ≤
n− 1.

Př́ıklad 1.3 Definujme vzdálenost bodu x od množiny B jako

dist(x,B) := inf
z∈B

ρ(x, z)

Dokažte:

i) funkce x → dist(x,B) je 1-lipschitzovská

ii) je-li B uzavřená, pak dist(x,B) = 0 právě když x ∈ B.

iii) jsou-li A, B disjunktńı, uzavřené, pak existuje spojitá funkce f : X →
[0, 1] taková, že f = 0 na A, f = 1 na B a f ∈ (0, 1) na X \ (A ∪B)

iv) jsou-li A, B disjunktńı, uzavřené, pak existuj́ı disjunktńı, otevřené G,
H tak, že A ⊂ G, B ⊂ H

v) každá G ⊂ X otevřená je typu Fσ, tj. lze ji napsat jako spočetné
sjednoceńı uzavřených množin
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Nápomoc:

1.1 uvažte, že ∂U(x, δ) = {y ∈ X ; ρ(x, y) = δ} je neprázdná nejvýše pro
spočetně mnoho δ > 0

1.2 vztah mezi L a ∂U v definici dimenze

1.3 i) dist(x,B) ≤ ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z), infimum přes z ∈ B;
symetricky druhou nerovnost

iii) kombinace funkćı f1(x) = dist(x,A) a f2(x) = dist(x,B)

iv) vzory vhodných otevřených interval̊u funkce f(x) z předchoźıho
bodu

v) uvažte, že G = {x ∈ X ; dist(x,B) > 0}, kde B = X \ G je
uzavřená
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