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1. Teorie dimenze.

V celé kapitole (X, ρ) je separabilńı metrický prostor.

Definice. Malá induktivńı (též Menger-Urysohnova dimenze) m.p. X se definuje takto:

• dimX = −1 právě když X = ∅

• dimX ≤ n, pokud pro každé x ∈ X a každé V okoĺı x existuje otevřená U t.ž. x ∈ U ⊂ V
a dim ∂U ≤ n− 1

• dimX = n právě když dimX ≤ n a zároveň neplat́ı dimX ≤ n− 1

• dimX = ∞ pokud dimX ≤ n neplat́ı pro žádné n

Poznámky. Jedná o topologický pojem: jsou-li X, Y homeomorfńı, pak dimX = dimY .
Zřejmě (indukćı) X̃ ⊂ X =⇒ dim X̃ ≤ dimX.
Je-li X spočetný nebo konečný, pak dimX = 0. Indukćı si lze rozmyslet, že dimR

n ≤ n.
Opačná nerovnost (vyjma n = 1) je však netriviálńı (fakticky ekvivalentńı Brouwerově větě).
Pro X1 = {x ∈ R;x racionálńı} a X2 = {x ∈ R;x je iracionálńı} plat́ı dimX1 = dimX2 = 0,
avšak dim(X1 ∪X2) = 1; tj. dim neńı stabilńı ani v̊uči konečným sjednoceńım.

Definice. Řekneme, že L rozt́ıná X mezi A, B, jestliže existuj́ı otevřené U , W t.ž. A ⊂ U ,
B ⊂W , U ∩W = ∅ a L = X \ (U ∪W ).
Řekneme, že A, B jsou oddělené, jestliže ∅ rozt́ıná X mezi A, B.

Poznámka. Rozt́ınaj́ıćı množina L je nutně uzavřená. V př́ıpadě L = ∅ jsou odděluj́ıćı
množiny U , W obojetné (tj. otevřené a uzavřené zároveň).

Lemma 1.1 dimX ≤ n právě když pro každé x ∈ X a uzavřenou B takovou, že x /∈ B,
existuje L rozt́ınaj́ıćı X mezi {x} a B takové, že dimL ≤ n− 1.

Lemma 1.2 Pokud dimX = 0 a C, K ⊂ X jsou disjunktńı, uzavřené, pak C, K jsou
oddělené.

Věta 1.1 [O sumě – verze 0.] Pokud X =
⋃∞

i=1, kde dimCi = 0 a Ci jsou uzavřené (v X),
pak dimX = 0.

Věta 1.2 [O sumě – obecná verze.] Pokud X =
⋃∞

i=1, kde dimCi ≤ n a Ci jsou uzavřené (v
X), pak dimX ≤ n.

Věta 1.3 [O rozkladu.] Je-li dimX ≤ n, pak existuj́ı X0, X1 takové, že X = X0 ∪ X1,
dimX1 ≤ n− 1 a dimX0 ≤ 0.

Důsledky. Je-li X = X1 ∪X2, dimX1, X2 ≤ n a X1 je uzavřená v X, pak dimX ≤ n.
Je-li X 6= ∅, pak dim(X ∪ {a}) = dimX.

Věta 1.4 [O rozkladu – verze 2.] dimX ≤ n právě když lze psát X = X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xn+1,
kde dimXj ≤ 0.

Definice. Pokryt́ım X budeme rozumět vždy konečný systém otevřených množin {Uα}
t.ž. X =

⋃

α Uα. Pokryt́ı {Vβ} se nazve zjemněńım pokryt́ı {Uα}, jestliže ∀β∃α t.ž. Vβ ⊂
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Uα. Řádem pokryt́ı {Uα} rozumı́me největš́ı n takové, že existuj́ı U1, . . . Un+1 ⊂ {Uα} t.ž.
⋂n+1

i=1 Ui 6= ∅.
Věta 1.5 Pokud dimX ≤ n, pak každé pokryt́ı X má zjemněńı řádu ≤ n.

Lemma 1.3 Pokud dimX ≤ 0, pak každé pokryt́ı X má zjemněńı, které je disjunktńı.

Definice. Pokrývaćı dimenze dimC X se definuje takto:

• dimC X ≤ n, jestliže každé pokryt́ı má zjemněńı řádu ≤ n

• dimC X = n, jestliže dimC X ≤ n a zároveň neplat́ı dimC X ≤ n− 1

Poznámky. Z Věty 1.5 plyne, že v kompaktńıch m.p. je dimC X ≤ dimX. Ve skutečnosti
plat́ı dimC X = dimX pro libovolný m.p. X.
Neńı těžké si rozmyslet, že dimC In ≤ n, kde In = [0, 1]n. Opačná nerovnost je hlubš́ı
(Brouwerova věta) a plyne z ńı konečně také, že dimR

n ≥ n.

Věta 1.6 [O vnořeńı.] Nechť X je kompaktńı m.p., dimX ≤ n. Pak existuje prosté, spojité
f : X → I2n+1.

Poznámky. Speciálně to znamená, že kompaktńı m.p. dimenze n je homeomorfńı nějaké
podmnožině R

2n+1. Lze ukázat, že exponent 2n+ 1 je nejmenš́ı možný.

Značeńı a pojmy. F = C(X; I2n+1), Gǫ ⊂ F jsou ǫ-funkce, tj. splňuj́ıćı diam g−1({y}) < ǫ
pro každé y ∈ I2n+1. Zřejmě

⋂

ǫ>0 Gǫ jsou právě všechny prosté funkce.
Řekneme, že body P = {p1, . . . , pr} ⊂ R

N jsou v obecné poloze, pokud pro každou N +1-tici
y1, . . . , yN+1 ⊂ P a č́ısla aj plat́ı:

N+1
∑

j=1

ajyj = 0,

N+1
∑

j=1

aj = 0 =⇒ aj = 0, ∀j

Názorně: N = 2 . . . žádné tři body nelež́ı v jedné př́ımce, N = 3 . . . žádné tři nelež́ı v rovině,
atd. Jsou-li body P ⊂ R

N a δ > 0 dány libovolně, pak existuj́ı body P̃ v obecné poloze, nav́ıc
|pj − p̃j| < δ pro každé j = 1, . . . , r.

Lemma 1.4 Nechť X je kompaktńı m.p., dimX ≤ n, a ǫ > 0. Pak Gǫ je hustá v F .

Poznámka. Pojmy dimenze, které jsme dosud studovali (induktivńı, pokrývaćı) jsou ryze
topologické. V metrických prostorech splývaj́ı. V daľśım se zaměř́ıme na pojmy dimenze,
které jsou metrické, či dokonce (jako Hausdorffova dimenze) souviśı s pojmem mı́ry.

Definice. Nechť X je m.p., A ⊂ X, s ≥ 0 a δ > 0. Definujeme

Hs
δ(A) = inf{

∞
∑

i=1

(diamUi)
s ; diamUi ≤ δ, A ⊂

∑

i

Ui}

Hs(A) = lim
δ→0+

Hs
δ(A) = sup

δ>0
Hs

δ(A)

Veličina Hs se nazývá s-dimenzionálńı (vněǰśı) Hausdorffova mı́ra.

Poznámky. Neńı těžké dokázat, že Hs je σ-subaditivńı. Je-li X normovaný prostor, pak je
Hs s-homogenńı, tj. Hs(λA) = λsHs(A) pro λ > 0. Je to metrická mı́ra: pokud A, B maj́ı
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kladnou vzdálenost, je Hs(A ∪ B) = Hs(A) + Hs(B) a odtud se snadno ukáže, že všechny
Borelovské množiny jsou měřitelné ve smyslu Carathéodoryho.
Souvislost s jinými měrami: pro s = 0 máme poč́ıtaćı mı́ru. Je-li s = n ∈ N a X = R

n,
pak Hs = αn2

−nλ∗n, kde λ
∗
n je vněǰśı Lebesgueova mı́ra v R

n a αn objem jednotkové koule.
Nerovnost ≤ je snadná, k opačné potřebujeme izodiametrickou nerovnost (tj. ze všech množin
daného pr̊uměru má koule maximálńı objem).

Pozorováńı. V souvislosti s pojmem dimenze je kĺıčové následuj́ıćı pozorováńı: je-li s̃ > s >
0, pak Hs(A) <∞ =⇒ Hs̃(A) = 0. Ekvivalentně Hs̃(A) > 0 =⇒ Hs(A) = ∞.

Definice. Hausdorffova dimenze množiny A se definuje jako

dimH A = inf{d ≥ 0; Hs(A) = 0} = sup{d > 0; Hs(A) = ∞}

Věta 1.7 dimA ≤ dimH A.

Poznámka. Kĺıčovým krokem předchoźım věty je ,,fubiniovský odhad“: je-li Hn+1(X) = 0,
pak pro s.v. r > 0 je Hn(X ∩ S(x0, r)) = 0.

Poznámka. Je-li Hs(A) ∈ (0,∞), pak A se nazve s-množina. Zřejmě takové A má Haus-
dorffovu dimenzi s. Speciálně pro A ⊂ R

n kladné mı́ry je dimH A = n. Pro N spočetnou je
dimH N = 0, viz též Lemma 1.5(i) ńıže.
Množina A se nazve fraktál, pokud dimA < dimH A. Opět je jasné, že ,,být fraktál“ je
metrický a nikoliv topologický pojem. Lze dokázat, že

dimX = inf{dimH X̃; X̃ je m.p. homeomorfńı X}

Dokonce (pro separabilńı X) se tohoto infima vždy nabývá (tzv. antifraktálńı neboli plochá
metrika).

Lemma 1.5 (i) dimH
⋃

kAk = supk dimH Ak (ii) je-li f : X → Y θ-hölderovské, A ⊂ X, pak
dimH f(A) ≤ θ−1 dimH A.

Definice. Nechť X je m.p., A ⊂ X je relativně kompaktńı. Definujeme

NX(A, ε) = min{N ∈ N; A ⊂
N
⋃

j=1

Uj, diamUj ≤ ε}

dimB A = lim sup
ε→0+

lnNX(A, ε)

− ln ε

Veličinu dimB A budeme nazývat poč́ıtaćı dimenze (”box-counting”), NX(A, ε) se nazývá
pokrývaćı č́ıslo.

Poznámky. Je to nejčastěji už́ıvaný pojem dimenze v teorii PDR, kde se zpravidla (ne-
správně) nazývá ,,fraktálńı dimenze“. Vycháźı z heuristické představy, že NX(A, ε) ∼ ε− dimA

pro ε ∼ 0.
Různé varianty definice pokrývaćıho č́ısla NX(A, ε), např́ıklad ,,nejmenš́ı počet uzavřených
kouĺı o poloměru ε a středu v A, pokrývaj́ıćıch A“, vedou ke stejné hodnotě dimB A.

Věta 1.8 dimH A ≤ dimB A.

Poznámka. Lze naj́ıt př́ıklad, kdy dimH A = 0 a dimB A = ∞.
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Lemma 1.6 (i) dimB(A1∪· · ·∪Ak) = maxj dimB Aj (ii) dimB A = dimB A (iii) je-li f : X →
Y θ-hölderovské, A ⊂ X, pak dimB f(A) ≤ θ−1 dimB A

Poznámka. Ohledně kartézského součinu: dim(X×Y ) ≤ dimX+dimY plat́ı pro induktivńı
a též pro poč́ıtaćı dimenzi; neplat́ı pro Hausdorffovu dimenzi.

Lemma 1.7 Nechť je dána posloupnost εk ց 0 a existuje α ∈ (0, 1) tak, že εk+1 ≥ αεk.
Potom

dimB A = lim sup
k→∞

lnNX(A, εk)

− ln εk

Lemma 1.8 Je-li X = R
n a A = B(0, R), r ≤ R, pak NX(A, r) ≤ c(R/r)n, kde c = 5n.

Důsledek. Každá G ⊂ R
n omezená má dimB G ≤ n; pokud G má kladnou mı́ru, pak naopak

dimB G ≥ n.

Poznámka. Pro dosud zavedené dimenze plat́ı

dimX ≤ dimH X ≤ dimB X

př́ıkladem na prvńı nerovnost je třeba Cantorovo diskontinuum C, pro něž dim C = 0, avšak
dimH C = dimB C = ln 2/ ln 3. Př́ıkladem na druhou nerovnost je typicky spočetná množina
N , pro niž dimN = dimH N = 0, avšak dimB N = dimB N může být libovolně velká.
Obecně tedy plat́ı, že odhad na dimB X je silněǰśı omezeńı než odhad na dimX, a tedy
očekáváme vylepšeńı vnořovaćı Věty 1.6 ve smyslu lepš́ı regularity f a f−1. Následuj́ıćı př́ıklad
ukazuje, že f−1 obecně nebude lepš́ı než hölderovská.

Lemma 1.9 Nechť A = {aieeei; i ∈ N} ∪ {0} ⊂ ℓ2, kde ai ∈ R, ai → 0 a eeei jsou kanonické
bázové vektory eeei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ). Potom

dimB A = lim sup
i→∞

ln i

− ln |ai|
= inf{d > 0;

∑

i

|ai|d <∞}

Lemma 1.10 Nechť H je Hilbert̊uv prostor, {ei} ⊂ H ortonormálńı posloupnost, P : H → H
ortogonálńı projekce. Potom rankP ≥ ∑

i ‖Pei‖2.
Důsledek. Nechť A ⊂ ℓ2 je jako v Lemmatu 1.9, nechť P : ℓ2 → ℓ2 je OG projekce s
konečnou dimenźı ranku, nechť P je prosté na A a

(

P |A
)

−1
je θ-hölderovské. Potom θ ≤

(1 + (dimB A)/2)
−1.

Věta 1.9 [Hölder-Mañého věta pro R
N .] Nechť X ⊂ R

N je kompaktńı, než d := dimBX <
k/2, kde k ∈ N, α ∈ (0, 1− 2d/k). Potom existuje L ∈ L(RN ,Rk) takové, že L je prosté na X
a
(

L|X
)

−1
je α-hölderovské.

Poznámka. Ve skutečnosti dokážeme silněǰśı výrok: je-li L0 ∈ L(RN ,Rk) libovolné, pak pro
µ-s.v. L ∈ E plat́ı, že L0 + L je hölderovsky invertovatelné na X. Speciálně množina takový
zobrazeńı je hustá v L(RN ,Rk).

Značeńı. L ∈ L(RN ,Rk) jsou všechna lineárńı zobrazeńı z R
N do R

k. Každé L ∈ L(RN ,Rk)
lze psát jako L = (L1, . . . , Lk), kde Lj ∈ L(RN ,R), které lze kanonicky reprezentovat jako
Lj = ℓ∗j , kde definujeme ℓ∗j : x 7→ ℓj · x, x ∈ R

N , ℓj ∈ R
N .
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Dále budeme pracovat s množinou E ⊂ L(RN ,Rk), definovanou jako

E = {(ℓ∗1, . . . , ℓ∗k); ℓj ∈ BN}

kde BN = BRN (0, 1) je uzavřená jednotková koule v R
N . Zřejmě pro L ∈ E je ‖L‖ ≤

√
k. Na

množině E definujeme mı́ru µ jako součin měr λ×· · ·×λ, kde λ = λN/αN , λN je Lebesgueova
mı́ra v R

N a αN = λN (BN ) objem jednotkové koule. Zřejmě λ i µ jsou pravděpodobnostńı
mı́ry, které popisuj́ı náhodnou volbu prvku z BN respektive z E.

Lemma 1.11 Nechť α ∈ R
k, x ∈ R

N , ε > 0. Potom

µ{L ∈ E; |α+ Lx| ≤ ε} ≤ cNk/2

(

ε

|x|

)k

kde konstanta c nezáviśı na N , k, ε, x a α.

Poznámka. V předchoźım d̊ukaze se potřebuje asymptotický odhad αN−1/αN ≤ cN1/2. Ten
lze źıskat oklikou přes vzoreček αN = πN/2/Γ(N/2 + 1) a Stirlingovy formule

Γ(z) =

√

2π

z

(z

e

)z
(

1 +O
(

1/z
))

Nebo lze z Fubiniho věty spoč́ıst př́ımo hodnotu rN := αN/αN−1 a vyšetřit př́ıslušnou asymp-
totiku.

Lemma 1.12 [Borel-Cantelli.] Nechť Qj jsou měřitelné množiny, nechť
∑

j µ(Qj) <∞. Potom
µ-s.v. prvky nálež́ı do nejvýše konečně mnoha Qj.

Definice. Nechť H je Hilbert̊uv prostor, X ⊂ H kompaktńı. Definujeme

d(X, ε) = min{d = dimV ; V ⊂⊂ H je lineárńı podprostor t.ž. dist(X,V ) ≤ ε }

τ(X) = lim sup
ε→0+

ln dX(A, ε)

− ln ε

Poznámka. Čı́slo τ(X) se nazývá exponent tloušťky (”thickness exponent”) množiny X.
Protože d(X, ε) ≤ N(X, ε), je τ(X) nejvýše rovno poč́ıtaćı dimenzi.
Může však být podstatně menš́ı; typicky pokud X se nacháźı v konečně-dimenzionálńım
podprostoru H. Později uvid́ıme, že pokud Ω ⊂ R

m je omezená oblast s regulárńı hranićı,
H = L2(Ω), pak omezenost X v nějakém W k,2 implikuje τ(X) ≤ m/k.

Věta 1.10. [Hölder-Mañé - obecná.] Nechť H je Hilbert̊uv prostor, X ⊂ H kompaktńı,
d = dimB X < k/2, kde k ∈ N a τ = τ(X), 0 < α < k−2d

k(1+τ/2) . Potom existuje L ∈ L(H,Rk)

takové, že L je prosté na X a
(

L|X
)

−1
je α-hölderovské.

Značeńı. Nechť jsou dány konečně-dimenzionálńı lineárńı podprostory Vn ⊂⊂ H, n =
1, 2, . . . . Definujeme E ⊂ H∗ jako

E = {L = (ℓ1, . . . , ℓk); ℓj =

∞
∑

n=1

n−2ℓ∗jn, ℓjn ∈ Bn}

kde Bn je jednotková koule ve Vn a opět kanonicky ℓjn : x 7→ (x, ℓjn). Na µ definujeme
pravděpodobnostńı mı́ru, která je nekonečným součinem normovaných Lebesgueových měr
na Bn a která vyjadřuje nezávislou a náhodnou volbu ℓjn ∈ Bn.
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Důkaz Věty 1.10 je analogický Větě 1.9, přičemž Lemma 1.11 nahrad́ıme obecněǰśım.

Lemma 1.13. Nechť x ∈ H, ε > 0 je dáno. Potom

µ{L ∈ E; |Lx| < ε} ≤ c

(

n2d1/2n

ε

‖Pnx‖

)k

pro každé n = 1, 2, . . . , kde dn = dimVn, Pn je kolmá projekce na Vn a opět c je univerzálńı
konstanta.

2. Konečně-dimenzionálńı atraktor.

V této kapitole budeme studovat ,,modelový př́ıpad“ rovnice reakce-difuze

∂tu− a∆u+ f(u) = 0 (RD)

pro neznámou funkci u = u(t, x) : (0, T )×Ω → R. Rovnici uvažujeme s okrajovou a počátečńı
podmı́nkou

u = 0 x ∈ ∂Ω, t > 0

u = u0 x ∈ Ω, t = 0

Předpoklady (P) platné v celé kapitole: Ω ⊂ R
n je omezená množina s rozumnou (např.

lipschitzovskou) hranićı, a > 0, funkce f(·) je globálně lipschitzovská s konstantou L. Nav́ıc
požadujeme podmı́nku disipativity: f(u)u ≥ 0 pro dost velká |u|.
Značeńı. Na u hled́ıme jako na funkci jen časové proměnné s hodnotami v nějakém prostoru
funkćı na Ω, typicky L2(Ω) nebo W 1,2

0 (Ω); symbol Ω nadále vynecháváme. Normy v těchto

prostorech znač́ıme ‖u‖2, ‖u‖1,2. Řešeńı bude ležet v prostoru Bochnerova typu L2(0, T ;W 1,2
0 ).

Operátor −∆ budeme chápat slabě, tj. jako zobrazeńı

−∆u : ϕ 7→
∫

Ω
∇u · ∇ϕdx

V tomto smyslu jde (při pevném u ∈W 1,2
0 ) o prvek duálu W−1,2 := (W 1,2

0 )∗.

Budeme potřebovat následuj́ıćı fakta: Poincarého nerovnost ‖u‖2 ≤ λ
−1/2
1 ‖∇u‖2, jež plat́ı pro

každé u ∈W 1,2
0 , kde λ1 > 0 je prvńı (nejmenš́ı) vlastńı č́ıslo Dirichletova laplaciánu, tj. úlohy

−∆u = λu v Ω s okr. podm. u = 0 na ∂Ω. Dále budeme potřebovat kompaktnost vnořeńı
W 1,2

0 do L2 (tzv. Rellich-Kondrachovova věta). Konečně budeme potřebovat kompaktnost
vnořeńı YT do L2(0, T, L2), kde prostor YT je definován jako

YT :=
{

u ∈ L2(0, T ;W 1,2
0 ), ∂tu ∈ L2(0, T ;W−1,2)

}

Tento výsledek se v literatuře vyskytuje pod rozličnými jmény (Aubin-Lions, Aubin-Simon,
Dubinskii, . . . ).

Definice. Funkce u ∈ L2(0, T ;W 1,2
0 ) se nazve slabé řešeńı rovnice (RD), jestliže

d

dt

∫

Ω

uϕ+ a

∫

Ω

∇u · ∇ϕ+

∫

Ω

f(u)ϕ = 0 (1)

ve smyslu distribućı v (0, T ), pro každé pevné ϕ ∈W 1,2
0 .
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Poznámka. Lze ukázat, že definice má smysl (integrandy jakožto funkce proměnné t jsou
alespoň v L1(0, T )). Dále z ńı vyplývá, že ∂tu ∈ L2(0, T ;W−1,2) a odtud dále, že řešeńı
nálež́ı (ve smyslu reprezentanta) do tř́ıdy C([0, T ];L2). Speciálně má smysl hovořit o nabýváńı
počátečńı podmı́nky.

Věta 2.1.1 [Existence a jednoznačnost.] Pro každé u0 ∈ L2 a T > 0 existuje právě jedno slabé
řešeńı rovnice (RD), splňuj́ıćı u(0) = u0. Odhad normy řešeńı v prostorech L2(0, T ;W 1,2

0 ) a
C([0, T ];L2) záviśı pouze na ‖u0‖2, T > 0 a datech rovnice (tj. a, f(0), L a Ω).

Věta 2.2. 2 [Regularita.] Slabé řešeńı dále splňuje

u ∈ L∞(t0, T ;W
1,2
0 ) (2)

∂tu ∈ L2(t0, T ;L
2) (3)

pro libovolné t0 ∈ (0, T ). Odhad těchto norem záviśı pouze na t0, T , ‖u0‖2 a datech rovnice.

Definice. Řekneme, že dvojice (S(t),X), kde X je normovaný prostor a S(t) : X → X, t ≥ 0,
jsou (obecně nelineárńı) operátory, tvoř́ı dynamický systém (d.s.), jestliže: (i) S(0) = I, (ii)
S(t)S(s) = S(t+ s) a (iii) zobrazeńı (t, u0) 7→ S(t)u0 je spojité.

Poznámka. Z Věty 2.1 plyne, že ,,operátory řešeńı“ (RD), definované jako S(t)u0 7→ u(t),
kde u = u(t) je řešeńı př́ıslušné k počátečńı podmı́nce u0, tvoř́ı d.s. v prostoru X = L2.
Obecně plat́ı (za rozumných předpoklad̊u), že ,,dynamické systémy“ a ,,̌rešićı operátory“ jsou
jen jiné zápisy téhož; d.s. lze chápat jako šikovné značeńı pro (nebo abstraktńı pohled na)
popis vývoje řešeńı v čase.

Definice. Dynamický systém se nazve disipativńı, jestliže ∃W ⊂ X omezená t.ž. pro ∀B ⊂ X
omezené ∃t0 > 0 t.ž. S(t)B ⊂W pro ∀t ≥ t0.
Dynamický systém se nazve asymptoticky kompaktńı, jestliže pro ∀{un} ∈ X omezenou
posloupnost a ∀tn → ∞ plat́ı, že {S(tn)un} má konvergentńı podposloupnost.

Definice. Množina A ⊂ X se nazve globálńı atraktor pro d.s. (S(t),X), jestliže: (i) A je kom-
paktńı, (ii) S(t)A = A pro ∀t ≥ 0 a (iii) pro ∀B ⊂ X omezenou plat́ı, že distX(S(t)B,A) → 0
pro t→ ∞.

Poznámka. Lze ukázat, že atraktor (existuje-li) je největš́ı omezená množina s vlastnost́ı (ii)
a zároveň nejmenš́ı uzavřená množina s vlastnost́ı (iii). Speciálně je určen jednoznačně.
Tedy globálńı atraktor je nejmenš́ı kompaktńı množina, která obsahuje veškerou dynamiku
rovnice pro ,,nekonečně velké“ časy. Konečně-dimenzionálńı charakter dynamiky se zde muśı
projevit a my směřujeme nyńı k hlavńımu výsledku kapitoly: totiž že d.s. př́ıslušný k (RD)
má globálńı atraktor, a ten má konečnou poč́ıtaćı dimenzi.

Věta 2.3. Nechť (S(t),X) je dynamický systém. Potom je ekvivalentńı:
(1) (S(t),X) je disipativńı a asymptoticky kompaktńı.
(2) existuje A ⊂ X globálńı atraktor pro (S(t),X).

Věta 2.4. D.s. určený rovnićı (RD) je disipativńı.

Věta 2.5. D.s. určený rovnićı (RD) má globálńı atraktor A.

1
Bez d̊ukazu.

2
Formálńı d̊ukaz.
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Značeńı. [,,Metoda trajektoríı.“]. Pro ℓ > 0 pevné definujeme:

Xℓ =
{

χ : [0, ℓ] → L2; χ je slabé řešeńı (RD) na [0, ℓ]
}

Aℓ =
{

χ ∈ Xℓ; χ(0) ∈ A
}

Množina trajektoríı Xℓ se implicitně uvažuje s topologíı Xℓ = L2(0, ℓ;L2). Dále definujeme
operátory b : L2 → Xℓ předpisem b : u0 7→ χ takové, že χ(0) = u0 a e : Xℓ → L2 předpisem
e : χ 7→ χ(0). Konečně definujeme L(t) : Xℓ → Xℓ jako L(t) : χ 7→ ψ, kde ψ(s) = S(t)χ(s),
s ∈ [0, ℓ].
Na (L(t),Xℓ) lze hledět jako na alternativńı dynamický systém, popisuj́ıćı chováńı (RD).
Mnohé vlastnosti se pro něj dokazuj́ı snáze než pro (S(t), L2). Pomoćı operátor̊u e a b lze
přecházet mezi jedńım a druhým popisem. Např́ıklad Aℓ = b(A) je globálńı atraktor pro
(L(t),Xℓ).

Lemma 2.1. Plat́ı:
(i) Aℓ = b(A), e(Aℓ) = A
(ii) b, e, L(t) jsou Lipschitzovské na A resp. Aℓ

(iii) L(t)Aℓ = Aℓ pro ∀t ≥ 0

Lemma 2.2. Operátory L(ℓ) jsou na Aℓ lipschitzovské z Xℓ do Yℓ.

Lemma 2.3. Nechť X, Y jsou Banachovy prostory, Y je kompaktně vnořen do X. Nechť
A ⊂ X je omezená množina a nechť existuje zobrazeńı L : X → X takové, že L(A) = A a L
je na A lipschitzovské z X do Y . Potom dimB A <∞ (v̊uči X i Y normě).

Věta 2.6. Globálńı atraktor A pro d.s. (S(t), L2), určený rovnićı (RD), má konečnou poč́ıtaćı
dimenzi.

Poznámky. Z Věty 1.10 plyne, že existuje prostá projekce P : A → R
k. Tedy rovnici lze na

atraktoru nahradit systémem x′ = h(x) rovnic v R
k. Slabost́ı tohoto výsledku, kterou patrně

neńı možné jednoduše odstranit, je, že P−1 a tedy h(·) je obecně pouze hölderovská (viz
Důsledek za Lemmatem 1.10), a tedy redukovaný systém neńı jednoznačně řešitelný. Tuto
pot́ıž se budeme snažit odstranit v následuj́ıćıch kapitolách.

3. Konečně-dimenzionálńı limitńı dynamika.

Poznámka. Převážně dle článk̊u [Romanov 2000, 2001.]
V této kapitole se budeme zabývat abstraktńı evolučńı rovnićı

d

dt
u+Au+ F (u) = 0, u(0) = u0 (ARD)

pro neznámou funkci u(t) : [0, T ] → Hα. Kĺıčovým předpokladem je (bodový) spektrálńı
rozklad A(

∑

j cjuj) =
∑

j λjcjuj , kde uj je (abstraktńı) báze a vlastńı č́ısla λj splňuj́ı

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λj → ∞

Prostory Hα jsou definovány normou
(

∑

j λ
α
j c

2
j

)1/2
. Všechny tyto pojmy a jejich základńı

vlastnosti (mj. projekce Pn, Qn, operátory e
−tA a také pojem řešeńı pro rovnici (ARD)) jsou

popsány ve zvláštńım textu.
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Zmiňme zde ,,shlazovaćı vlastnost“ operátoru e−tA, tj. odhad

‖e−tAu‖Hα ≤Mnt
−α

2 e−ωnt‖u‖H0 (4)

plat́ıćı pro t > 0, u ∈ QnH
0 a libovolné ωn < λn+1, s vhodnou konstantou Mn =M(n, α, ωn).

Požadujeme ještě existenci č́ısel ωn < λn+1, ωn → ∞ takových, že

inf
n≥1

ω
α

2
−1

n M(n, α, ωn) = 0 (APS)

– technický předpoklad, který je přirozeně splněn v aplikaćıch. Nelinearita F (·) splňuje

F (·) ∈ C2(Hα,H0)

B ⊂ Hαomezená =⇒ F (B) ⊂ H0omezená

+ nějaká podmı́nka disipativity (zaručuj́ıćı mj. globálńı existenci řešeńı). Prostor Hα, v němž
řešeńı ,,žije“, je pevný v celé kapitole pro nějaké α ∈ [0, 2).

Věta 3.1.3 Pro každé u0 ∈ Hα, T > 0, existuje právě jedno u(t) : [0, T ] → Hα řešeńı rovnice
(ARD).

Poznámka. Předchoźı věta opravňuje hovořit o ,,̌rešićıch operátorech“ alias dynamickém
systému určeném rovnićı (ARD), S(t) : Hα → Hα, ovšem obecně jen pro t ≥ 0.
Připomeňme, že množina K ⊂ Hα se nazve invariantńı, pokud S(t)K = K pro každé t ≥ 0.
Za uvedených předpoklad̊u lze dokázat (metodami předešlé kapitoly), že d.s. S(t) má globálńı
atraktor (který je mj. největš́ı kompaktńı invariantńı množinou).

Definice. Nechť K ⊂ Hα je kompaktńı, invariantńı množina. Řekneme, že (ARD) má na
K konečně-dimenzionálńı dynamiku, jestliže existuje bi-lipschitzovská funkce g : K → R

N a
lipschitzovská funkce h : RN → R

N taková, že g(S(t)u0) = ϕ(t)g(u0) pro každé t ≥ 0, u0 ∈ K,
kde ϕ(t) : RN → R

N jsou řešićı operátory př́ıslušné systému

x′ = h(x), x(0) = x0 (ODR)

Řekneme, že (ARD) má konečně-dimenzionálńı limitńı dynamiku, jestliže má konečně dimen-
zionálńı dynamiku na globálńım atraktoru A.

Poznámka. Řešićı operátory ϕ(t) pro (ODR) jsou definovány pro všechna t ∈ R a lipschit-
zovská konstanta ϕ(t) lze odhadnout eC|t|, kde C je lipschitzovská konstanta pravé strany
h(·).
Lemma 3.1. Nechť N ⊂ Hα je invariantńı, a G(u) = −Au + F (u) je na N lipschitzovská
Hθ → Hθ, θ < 2. Potom S(t) je na N prosté, a po rozš́ı̌reńı i na t ≤ 0 zde splňuje LipS(t) ≤
Keω|t|, s vhodnými K, ω > 0.

Lemma 3.2. Nechť K ⊂ Hα je kompaktńı. Potom zobrazeńı G(S(t)·) je na K lipschitzovské
Hα → Hα, při t > 0 pevném.

Lemma 3.3. [Lemma 2.2, Romanov 2000.] Označme Π(θ, k) množinu k-dimenzionálńıch
projekćı Hθ → Hθ. Potom pro všechna k ≥ 1 a θ > ν je množina Π(θ, k) ∩ Π(ν, k) hustá v
Π(θ, k) v př́ıslušné operátorové normě.

Věta 3.2. Nechť K ⊂ Hα je kompaktńı, invariantńı. Potom je ekvivalentńı:

3
Bez d̊ukazu.
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(FD) (ARD) má na K konečně-dimenzionálńı dynamiku

(VF) G(u) = −Au+ F (u) je na K lipschitzovská Hα → Hα

(Fl) S(t) je na K prosté, a po rozš́ı̌reńı i na t ≤ 0 je LipS(t) ≤ Keω|t|, t ∈ R, pro vhodné K,
ω > 0

(GrF) existuje n ∈ N tak, že ‖u− v‖Hα ≤ c‖Pn(u− v)‖Hα , pro ∀u, v ∈ K

(Gr) existuje konečně-dimenzionálńı projekce P tak, že že ‖u− v‖Hα ≤ c‖P (u− v)‖Hα , pro
∀u, v ∈ K

(EM) Hα a Hα−2 určuj́ı na K ekvivalentńı metriky

Poznámky. V článku [Romanov 2001] se dokazuj́ı dvě daľśı ekvivalentńı podmı́nky:

(KC) množina K0 = {(u− v)/‖u − v‖Hα ; u, v ∈ K} je relativně kompaktńı v Hα

(GrL) pro každé w ∈ K existuje W okoĺı v Hα a konečně-dimenzionálńı projektor P : Hα →
Hα takový, že ‖u− v‖Hα ≤ c‖P (u− v)‖Hα , pro ∀u, v ∈ K ∩W

Posledně jmenovaná podmı́nka je pak ověřena v př́ıpadě rovnice reakce-difuze v jedné pros-
torové proměnné

∂tu− ∂xxu+ f(x, u,∇u) = 0,

tj. H0 = L2(0, 1), pro v zásadě obecné okrajové podmı́nky a hladkou nelinearitu f(x, u, p).

4. Inerciálńı varieta.

Poznámka. Dle článku [Romanov 1994.]

V této kapitole studujeme stále rovnici (ARD); předpoklady na operátor A jsou jako výše,
omeźıme se na př́ıpad α = 0, tj. řešeńı budou u(t) : [0,∞) → H0. Předpoklady na nelinearitu
F (·) zjednoduš́ıme na podmı́nku globálńı lipschitzovskosti

‖F (u)− F (v)‖H0 ≤ L‖u− v‖H0 (5)

pro nějaké L > 0. Budeme také předpokládat F (0) = 0, tj. u = 0 je řešeńı. Hlavńım ćılem
kapitoly je dokázat existenci inerciálńı variety, což je konečně-dimenzionálńı lipschitzovská
varieta v H0, která je (úplně) invariantńı, popisuje exponenciálně dobře veškerou dynamiku
(ARD) pro t → ∞ a dokonce ji lze charakterizovat jako grafy všech řešeńı jistého expo-
nenciálńıho r̊ustu pro t→ −∞.
Připomeňme, že Pk, Qk jsou projekce odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um λ1, . . . , λk respektive
λk+1, . . . , tj. Pk je k-dimenzionálńı. Normu v H0 budeme značit pro jednoduchost ‖·‖.
Definice. Množinu M ⊂ Hα nazveme inerciálńı varietou tř́ıdy (k, ξ, γ, γ′), jestliže M =
graf σ, kde σ : Pk → Qk je ξ-lipschitzovská, a plat́ı

• pro ∀u0 ∈ M existuje u(t) : R → M řešeńı (ARD) t.ž. u(0) = u0

• pro každé u0 ∈ Hα existuje ũ0 ∈ M takové, že

‖u0 − ũ0‖Hα ≤ C0‖Qku0 − σ(Pku0)‖Hα (6)

a př́ıslušná řešeńı u(t), ũ(t) splňuj́ı

‖u(t)− ũ(t)‖Hα ≤ C1‖u0 − ũ0‖Hαe−γt, ∀t ≥ 1 (7)
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• M = Z(γ′), kde Z(γ′) je sjednoceńı graf̊u všech řešeńı (ARD), definovaných pro t ∈ R

a splňuj́ıćıch odhad ‖u(t)‖Hα ≤ C exp(−γ′t) pro všechna t ≤ 0.

Věta 4.1. Nechť k ∈ N a h ∈ (0, 1) splňuj́ı

λk+1 − λk > (1 + ω(h))L, λk+1 > L (SGC)

kde ω(h) = (h + h−1)/2. Potom existuje inerciálńı varieta ve tř́ıdě (k, ξ, γ, γ′), kde ξ = h,
γ = λk+1 − L, γ′ = λk + L.

Poznámky. Kĺıčová podmı́nka (SGC) (“spectral gap condition” neboli ,,podmı́nka d́ıry ve
spektru“) požaduje, aby mezera mezi λk a λk+1 byla dost velká (vzhledem k lipschitzovské
konstantě nelinearity). Protože funkce ω(h) má minimum ω(1) = 1, lze j́ı vyhovět, pokud
λk+1 − λk > 2L. Lze také ukázat, že konstanta dva je zde nejlepš́ı možná.
Obecněǰśı forma věty se týká situace, kdy F (·) je L-lischitzovská Hα → H0 pro nějaké
α ∈ [0, 1). Potom předpoklad věty zńı

λk+1 − λk > (λαk+1 + ω(h)λαk )L, λ1 > 0

a závěr plat́ı s γ = λk+1 − λαk+1L, γ
′ = λk + λαkL. V tomto př́ıpadě se pracuje s řešeńımi

u(t) : [0,∞) → Hα, varieta se konstruuje v prostoru Hα.

Definice. Definujme pro dané k ∈ N a ξ > 0 výraz Vξ(u) = ‖y‖2 − ξ2‖x‖2, kde u = Pku +
Qku = x+ y. Dále definujeme ,,kužely“

V+
ξ = {u ∈ H0; Vξ(u) ≥ 0} (8)

V−
ξ = {u ∈ H0; Vξ(u) ≤ 0} (9)

Řekneme, že (ARD) splňuje podmı́nku (ξ, γ)-kuželu, jestliže pro libovolná dvě řešeńı u(t),
ũ(t) plat́ı

Vξ(u(t)− ũ(t)) ≤ Vξ(u0 − ũ0)e
−2γt, ∀t ≥ 0 (ξγ-K)

Poznámka. Z našeho hlediska je V−
ξ ,,dobrá množina“, protože y (a tedy celá norma) je

kontrolována konečně-dimenzionálńı složkou x. Podmı́nka (ξγ-K) zahrnuje dvě d̊uležité vlast-
nosti: (i) V−

ξ je dopředně invariantńı, ekvivalentně V+
ξ je zpětně invariantńı a (ii) pokud na

nějakém intervalu u−ũ ve V−
ξ nelež́ı, tj. Vξ(u−ũ) > 0, pak tato ,,porucha“ klesá exponenciálně.

Ve zbývaj́ıćım textu již v podstatě prob́ıhá d̊ukaz Věty 4.1, tj. konstrukce inerciálńı variety M.
Předpokládáme tedy, že k ∈ N, u nějž nastává kĺıčová podmı́nka (SGC), je pevné, a budeme
psát jednoduše P a Q mı́sto Pk a Qk. Označ́ıme X = PH0 (rovná se R

k) a Y = QH0.

Lemma 4.1. [Romanov, Lemma 4.] Nechť plat́ı (SGC). Potom plat́ı (ξγ-K) pro každé ξ ∈
[h, h−1] a γ ∈ [γ0, γ1], kde γ0 = λk + ω(h)L, γ1 = λk+1 − L.

Lemma 4.2. [Romanov, Lemma 5.] Nechť u1, u2, u3 ∈ H0. Pǐsme ui = Pui +Qui = xi + yi,
i = 1, 2, 3. Nechť x1 = x2, u1 − u3 ∈ V+

η , u2 − u3 ∈ V−
ξ , kde ξ ∈ (0, 1) a η = ξ−1. Potom

‖y1 − y3‖ ≤ Kξ‖y1 − y2‖, kde Kξ = (1− ξ2)−1.

Lemma 4.3. [Romanov, Lemma 6.] Nechť 0 < ξ < η a u ∈ V+
η . Potom ‖u‖2 ≤ Mξ,ηVξ(u),

kde Mξ,η = 1+η2

η2−ξ2 . Speciálně, pokud ξ ∈ (0, 1) a η = ξ−1, pak ‖u‖2 ≤ MξVξ(u), kde Mξ =

(1− ξ2)−1.
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Definice. Definujme pro τ ≥ 0 a x ∈ X zobrazeńı g(τ, x) = PS(τ)x.

Lemma 4.4. [Romanov, Lemma 7.] Pro každé τ ≥ 0 pevné je g(τ, ·) vzájemně jednoznačné
(dokonce bi-lipschitzovské) zobrazeńı X na X.

Definice. Pro x ∈ X a t ∈ R označme

χ(t, x) := lim
τ→∞

S(t+ τ)z(τ, x)

kde z(τ, ·) = [g(τ, ·)]−1.

Komentář. Výraz z(τ, x) je definován d́ıky předchoźımu lemmatu, operátor S(t + τ) je
definován pokud τ + t ≥ 0, tedy pro τ dost velká. Existenci limity však bude nutno dokázat
a je to v podstatě nějtěžš́ı technický krok v konstrukci inerciálńı variety.
Naproti tomu je lehké si rozmyslet, že pokud je definováno χ(t, x), je také definováno χ(t̃, x)
pro t̃ > t, a plat́ı χ(t̃, x) = S(t̃− t)χ(t, x).

Lemma 4.5. Pro každé t ∈ R a x ∈ X je funkce χ(t, x) dobře definována.

Definice. Pro x ∈ X označme ψ(x) = χ(0, x) a σ(x) = Qψ(x), patrně je ψ(x) = x + σ(x).
Budeme dokazovat, že M := graf σ = {ψ(x); x ∈ X} je inerciálńı varieta ve smyslu Věty 4.1.
Snadno si rozmysĺıme, že pro x, x̃ ∈ X je ψ(x)−ψ(x̃) ∈ V−

h , což po rozepsáńı ř́ıká, že funkce
σ je h-lipschitzovská jak požadováno.

Lemma 4.6. Pro každé x ∈ X a t ∈ R je χ(t, x) ∈ M.

Důsledek. M je (úplně) invariantńı v̊uči S(t), tj. pokud u0 ∈ M a t > 0 je také S(t)u0 ∈ M.
Naopak existuje u1 ∈ M takové, že u0 = S(t)u1.

Lemma 4.7. M má stopovaćı vlastnost, tj. vlastnosti (6) a (7) v definici inerciálńı variety.
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