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1. TEORIE DIMENZE.
V celé kapitole (X, p) je separabilni metricky prostor.

Definice. Mala induktivni (téz Menger-Urysohnova dimenze) m.p. X se definuje takto:
e dim X = —1 prave kdyz X =0

e dim X < n, pokud pro kazdé x € X a kazdé V okoli x existuje otevienda U t.z. x €e U C V
adimoU <n-1

e dim X = n pravé kdyz dim X < n a zaroven neplat{ dim X <n —1
e dim X = oo pokud dim X < n neplati pro zadné n

Poznamky. Jedna o topologicky pojem: jsou-li X, Y homeomorfni, pak dim X = dimY.
Ziejmé (indukei) X € X = dim X <dim X.

Je-li X spocetny nebo kone¢ny, pak dim X = 0. Indukci si lze rozmyslet, ze dimR™ < n.
Opacné nerovnost (vyjma n = 1) je vSak netrividlni (fakticky ekvivalentni Brouwerové véte).
Pro X; = {z € R;x racionalni} a Xy = {z € R;x je iracionalni} plati dim X; = dim Xy = 0,
avSak dim(X; U X5) = 1; tj. dim nenf stabilni ani vaéi koneénym sjednocenim.

Definice. Rekneme, ze L roztind X mezi A, B, jestlize existuji oteviené U, W t.z. A C U,
BcW, UnW=0aL=X\(UUW).

Rekneme, ze A, B jsou oddélené, jestlize () roztind X mezi A, B.

Pozndmka. Roztinajici mnozina L je nutné uzaviena. V pifpadé L = 0 jsou oddélujic
mnoziny U, W obojetné (tj. oteviené a uzaviené zaroven).

Lemma 1.1 dim X < n prévé kdyz pro kazdé = € X a uzavienou B takovou, ze = ¢ B,
existuje L roztinajici X mezi {z} a B takové, ze dim L <n — 1.

Lemma 1.2 Pokud dimX = 0 a C, K C X jsou disjunktni, uzaviené, pak C, K jsou

oddélené.

Véta 1.1 [O sumé — verze 0.] Pokud X = [J;2,, kde dim C; = 0 a C; jsou uzaviené (v X),
pak dim X = 0.

Véta 1.2 [O sumé — obecnd verze.] Pokud X = J;2,, kde dim C; < n a C; jsou uzaviené (v
X), pak dim X < n.

Véta 1.3 [O rozkladu.] Je-li dim X < n, pak existuji Xo, X7 takové, ze X = Xy U Xy,
dimX; <n-—1adimX;<O0.

Dasledky. Je-li X = X7 U Xo, dim X1, Xo <n a X; je uzaviena v X, pak dim X < n.
Je-li X # 0, pak dim(X U {a}) = dim X.
Véta 1.4 [O rozkladu — verze 2.] dim X < n pravé kdyz lze psat X = X; UXoU--- U X141,

Definice. Pokrytim X budeme rozumét vzdy koneény systém otevienych mmnozin {U,}
t.z. X = U, Ua. Pokryti {V3} se nazve zjemnénim pokryti {U,}, jestlize V3o t.z. V3 C



Us. Radem pokryti {U,} rozumime nejvétsi n takové, ze existuji Uy,...U,11 C {Ua} t.2.
MU £ 0.

Véta 1.5 Pokud dim X < n, pak kazdé pokryti X mé zjemnéni rddu < n.

Lemma 1.3 Pokud dim X < 0, pak kazdé pokryti X ma zjemnéni, které je disjunktni.

Definice. Pokryvaci dimenze dimg X se definuje takto:
e dimg X < n, jestlize kazdé pokryti ma zjemnéni fadu < n

e dimg X = n, jestlize dimg X < n a zaroven neplati dimg X <n —1

Poznamky. 7Z Véty 1.5 plyne, ze v kompaktnich m.p. je dimg X < dim X. Ve skute¢nosti
plati dimg X = dim X pro libovolny m.p. X.

Neni tézké si rozmyslet, ze dime I, < n, kde I, = [0,1]". Opa¢nd nerovnost je hlubsi
(Brouwerova véta) a plyne z ni kone¢né také, ze dimR" > n.

Véta 1.6 [O vnoreni.] Necht X je kompaktnf m.p., dim X < n. Pak existuje prosté, spojité
[ X = Iongt.

Poznamky. Specidlné to znamend, ze kompaktni m.p. dimenze n je homeomorfni né&jaké
podmnoziné R?"*1, Lze ukdzat, ze exponent 2n + 1 je nejmensi mozny.

Znaéeni a pojmy. F = C(X;Io,11), Ge C F jsou e-funkee, tj. spliujici diam g~ ({y}) < e
pro kazdé y € Ip,q1. Ziejmé (), Ge jsou pravé viechny prosté funkce.

Rekneme, ze body P = {p1,...,p,} C R jsou v obecné poloze, pokud pro kazdou N + 1-tici
Y1,---,YN+1 C P acisla a; plati:

N+1 N+1
Zajyj:O, Zaj:O —— aj:O,Vj
j=1 j=1

Nazorné: N =2 ...zadné tri body nelezi v jedné primce, N = 3 ...zadné tri nelezi v rovine,
atd. Jsou-li body P ¢ R a § > 0 dény libovolné, pak existuji body P v obecné poloze, navic
Ipj — pj| <0 prokazdé j=1,...,r.

Lemma 1.4 Necht X je kompaktni m.p., dim X < n, a € > 0. Pak G, je hustd v F.

Poznamka. Pojmy dimenze, které jsme dosud studovali (induktivni, pokryvaci) jsou ryze
topologické. V metrickych prostorech splyvaji. V dalsim se zaméiime na pojmy dimenze,
které jsou metrické, ¢ dokonce (jako Hausdorffova dimenze) souvisi s pojmem miry.

Definice. Necht X je m.p., A C X, s >0 a § > 0. Definujeme
MH3(A) = inf{) _ (diam ;)" ; diamU; <6, AC > Uy}
i=1 i

H¥(A) = lim H;(A) =supHj(A)

Veli¢ina H?® se nazyva s-dimenziondlni (vnéjsi) Hausdorffova mira.

Poznamky. Neni tézké dokézat, ze H® je o-subaditivni. Je-li X normovany prostor, pak je
H* s-homogenni, tj. H5(AA) = M H*(A) pro A > 0. Je to metrickd mira: pokud A, B maji



kladnou vzdélenost, je H*(A U B) = H*(A) + H*(B) a odtud se snadno ukdze, ze vSechny
Borelovské mnoziny jsou méfitelné ve smyslu Carathéodoryho.

Souvislost s jinymi mérami: pro s = 0 mame pocitaci miru. Je-li s = n € Na X = R"”,
pak H® = a,27" A}, kde A} je vnéjsi Lebesgueova mira v R" a a,, objem jednotkové koule.
Nerovnost < je snadnd, k opa¢né potiebujeme izodiametrickou nerovnost (tj. ze vSech mnozin
daného pruméru méa koule maximdlni objem).

Pozorovani. V souvislosti s pojmem dimenze je klicové nasledujici pozorovani: je-li § > s >

0, pak H*(A) < oo = H3(A) = 0. Ekvivalentné H5(A) > 0 = H*(A) = cc.

Definice. Hausdorffova dimenze mnoziny A se definuje jako

dimpg A = inf{d > 0; H*(A) = 0} = sup{d > 0; H*(A) = oo}

Véta 1.7 dim A < dimpg A.

Poznémka. Klicovym krokem piedchozim véty je ,,fubiniovsky odhad“: je-li H"t!(X) = 0,
pak pro s.v. r > 0 je H"(X N S(zg,7)) = 0.

Poznamka. Je-li H*(A) € (0,00), pak A se nazve s-mnozina. Zfejmé takové A méd Haus-
dorffovu dimenzi s. Specidlné pro A C R™ kladné miry je dimy A = n. Pro N spocetnou je
dimyg N = 0, viz téz Lemma 1.5(i) nize.

Mnozina A se nazve fraktal, pokud dim A < dimpg A. Opét je jasné, ze ,,byt fraktal“ je
metricky a nikoliv topologicky pojem. Lze dokézat, ze

dim X = inf{dimy X; X je m.p. homeomorfni X}

Dokonce (pro separabilni X) se tohoto infima vzdy nabyva (tzv. antifraktalni neboli plocha
metrika).

Lemma 1.5 (i) dimg (J,, Ax = sup, dimpy Ay (ii) je-li f: X — Y 6-holderovské, A C X, pak
dim g f(A) < 1 dimpyg A.

Definice. Necht X je m.p., A C X je relativné kompaktni. Definujeme

N
Nx(A,e) =min{N € N; Ac | JU;, diamU; < ¢}
j=1
lan(A,€)

dimp A = lim sup
e—0+ —lIne

Velicinu dimp A budeme nazyvat pocitaci dimenze (”box-counting”), Nx(A,e) se nazyva
pokryvaci ¢islo.

Poznamky. Je to nejcastéji uzivany pojem dimenze v teorii PDR, kde se zpravidla (ne-
spravné) nazyva ,,fraktalni dimenze“. Vychézi z heuristické predstavy, ze Nx (A, ¢) ~ g~ dm4
pro € ~ 0.

Ruzné varianty definice pokryvaciho ¢isla Nx(A,¢), napiiklad ,,nejmensi pocet uzavienych
kouli o poloméru ¢ a stfedu v A, pokryvajicich A%, vedou ke stejné hodnoté dimp A.

Véta 1.8 dimyg A < dimp A.
Poznamka. Lze najit priklad, kdy dimg A = 0 a dimp A = cc.



Lemma 1.6 (i) dimp(4; U---UA;) = max; dimp 4; (i) dimp A = dimp A (iii) je-li f: X —
Y #-holderovské, A C X, pak dimp f(A) < §~'dimp A

Poznamka. Ohledné kartézského soucinu: dim(X xY') < dim X +dim Y plati pro induktivn{
a téz pro pocitaci dimenzi; neplati pro Hausdorffovu dimenzi.

Lemma 1.7 Necht je ddna posloupnost e \, 0 a existuje a € (0,1) tak, Ze ex41 > acy.
Potom 10 N (A
dimp A = lim sup In Nx (4, &)
k—s00 —Inegy

Lemma 1.8 Je-li X =R"a A= B(0,R), r < R, pak Nx(A,r) < c¢(R/r)", kde ¢ = 5".

Dusledek. Kazdda G C R" omezend ma dimp G < n; pokud G mé kladnou miru, pak naopak
dimp G > n.

Poznamka. Pro dosud zavedené dimenze plati
dim X < dimg X <dimp X

piikladem na prvnf nerovnost je tfeba Cantorovo diskontinuum C, pro néz dimC = 0, avSak
dimpy C = dimp C = In2/1n 3. Piikladem na druhou nerovnost je typicky spocetnd mnozina
N, pro niz dim N = dimg N = 0, avsak dimp N = dimp N muze byt libovolné velka.
Obecné tedy plati, ze odhad na dimp X je silnéjsi omezeni nez odhad na dim X, a tedy
ocekavame vylepseni vnorovaci Véty 1.6 ve smyslu lepsi regularity f a f_;. Nasledujici priklad
ukazuje, ze f_1 obecné nebude lepsi nez holderovska.

Lemma 1.9 Necht A = {a;e;; i € NYU {0} C /2, kde a; € R, a; — 0 a e; jsou kanonické
bazové vektory e; = (0,...,0,1,0,...). Potom
Ini

dimp A = limsup
isoo —In |a’l|

= inf{d > 0; Z la;|? < oo}

i
Lemma 1.10 Necht H je Hilberttuv prostor, {e;} C H ortonormdln{ posloupnost, P : H — H
ortogonalni projekce. Potom rank P > Y, || Pe;||2.

Disledek. Necht A C ¢2 je jako v Lemmatu 1.9, necht P : ¢2 — (2 je OG projekce s
koneénou dimenzi ranku, necht P je prosté na A a (P| A)71 je 0-holderovské. Potom 6 <

(1+ (dimp A)/2)7L.

Véta 1.9 [Holder-Maiiého véta pro RY.] Necht X C RY je kompaktni, nez d := dimp X <
k/2,kde k € N, a € (0,1 —2d/k). Potom existuje L € L(RY,R¥) takové, ze L je prosté na X
a (L|X)71 je a-holderovské.

Poznamka. Ve skutecnosti dokdzeme silngjsi vyrok: je-li Ly € L(RY,R¥) libovolné, pak pro
u-s.v. L € FE plati, ze Ly + L je holderovsky invertovatelné na X. Specidlné mnozina takovy
zobrazeni je hustd v L(RY, RF).

Znaéeni. L € L(RN,RF) jsou viechna linedrni zobrazeni z RY do RF. Kazdé L € L(RN,RF)
lze psét jako L = (Li,...,Ly), kde L; € L(RN R), které lze kanonicky reprezentovat jako
L; = {7, kde definujeme 5 : x— {4 -z, x € RN, l; e RN,



Déle budeme pracovat s mnozinou £ C L(RY,R¥), definovanou jako

kde By = Bgn(0,1) je uzaviend jednotkové koule v RN . Zfejmé pro L € E je ||L|| < Vk. Na
mnoziné E definujeme miru p jako souéin mér A x --- x \, kde A = Ay /an, Ay je Lebesgueova
mira v RY a ay = Ay(By) objem jednotkové koule. Ziejmé X i p jsou pravdépodobnostni
miry, které popisuji ndhodnou volbu prvku z By respektive z E.

Lemma 1.11 Necht o € R¥, 2 € RV, ¢ > 0. Potom

k
p{L € E; |a+ Lz| < e} < eN*/? <| |>

kde konstanta c nezavisi na N, k, &, ¢ a a.

Poznamka. V predchozim dukaze se potfebuje asymptoticky odhad an_1/an < c¢N 1/2 Ten
Ize ziskat oklikou pies vzorecek ay = w¥/2/T'(N/2 + 1) a Stirlingovy formule

r) =2 () 1+ 0(1/2))

Nebo lze z Fubiniho véty spocist primo hodnotu ry := an/an—_1 a vysetfit prislusnou asymp-
totiku.

Lemma 1.12 [Borel-Cantelli.] Necht Q; jsou méfitelné mnoziny, necht 3, 11(Q;) < oc. Potom
p-s.v. prvky nalezi do nejvyse konecné mnoha Q.

Definice. Necht H je Hilbertiv prostor, X C H kompaktni. Definujeme
d(X,e) = min{d = dimV; V CC H je linedrni podprostor t.z. dist(X,V) <e }

Indx(A
7(X) = limsup Haxiae) x(4.¢)
e—0+ —Ine

Pozndamka. Cislo 7(X) se nazyva exponent tloustky (”thickness exponent”) mnoziny X.
Protoze d(X,e) < N(X,¢), je 7(X) nejvyse rovno pocitaci dimenzi.

Muze vsak byt podstatné mensi; typicky pokud X se nachazi v konecné-dimenziondlnim
podprostoru H. Pozdéji uvidime, ze pokud 2 C R™ je omezend oblast s regularni hranici,
H = L?(Q), pak omezenost X v né&jakém W2 implikuje 7(X) < m/k.

Véta 1.10. [Holder-Maifié - obecnd.] Necht H je Hilbertﬁv prostor, X C H kompaktni,
d=dimp X <k/2,kdekeNart=7(X),0<a< k(1+r/2) Potom existuje L € £L(H,RF)
takové, ze L je prosté na X a (L\ X)—l je a-holderovské.

Znaéeni. Necht jsou dany kone¢né-dimenziondlni linedrni podprostory V,, CC H, n =
1,2,.... Definujeme E C H* jako

o0

E={L=(01,....0); £; =Y n>l,, € By}
n=1
kde B,, je jednotkovd koule ve V;, a opét kanonicky ¢;, : © — (z,¢j,). Na u definujeme
pravdépodobnostni miru, kterda je nekoneénym souc¢inem normovanych Lebesgueovych mér
na B, a kterd vyjadiuje nezdvislou a ndhodnou volbu ¢;,, € B,,.



Dukaz Véty 1.10 je analogicky Vété 1.9, pficemz Lemma 1.11 nahradime obecnéjsim.

Lemma 1.13. Necht x € H, £ > 0 je ddno. Potom

k
LeFE; |Lzx|<e}<c n2d/? ° )
wiL € B |La| <} < ( ]

pro kazdé n =1,2,..., kde d,, = dimV,,, P, je kolméa projekce na V,, a opét ¢ je univerzalni
konstanta.
2. KONECNE-DIMENZIONALN{ ATRAKTOR.

V této kapitole budeme studovat ,,modelovy piipad“ rovnice reakce-difuze
Ou — aAu+ f(u) =0 (RD)

pro nezndmou funkci u = u(t, z) : (0,7) x 2 — R. Rovnici uvazujeme s okrajovou a pocatecni
podminkou

u=0 red, t>0
u = Uy reQ, t=0
Piedpoklady (P) platné v celé kapitole: Q C R™ je omezend mnozina s rozumnou (napf.

lipschitzovskou) hranici, a > 0, funkce f(-) je globalné lipschitzovska s konstantou L. Navic
pozadujeme podminku disipativity: f(u)u > 0 pro dost velkd |ul.

Znaceni. Na u hledime jako na funkci jen ¢asové proménné s hodnotami v néjakém prostoru
funkei na €, typicky L?(2) nebo VVO1 ’Q(Q); symbol ) nadédle vynechdvame. Normy v téchto
prostorech znacime [[ul|y, [|ull; o- Redeni bude lezet v prostoru Bochnerova typu L?(0, T'; VVO1 2.
Operator —A budeme chépat slabé, tj. jako zobrazeni

—Au:ng/Vu-Vgodw
Q

V tomto smyslu jde (pfi pevném u € WOI’Q) o prvek dudlu W12 .= (WOI’Q)*.

Budeme potiebovat nasledujici fakta: Poincarého nerovnost ||ully < )\1_1/ ?|Vul|,, jez plati pro
kazdé u € VVO1 ’2, kde A; > 0 je prvni (nejmensi) vlastni ¢islo Dirichletova laplacidnu, tj. ilohy
—Au = du v 2 s okr. podm. u = 0 na 0f2. Dile budeme potfebovat kompaktnost vnoreni
I/VO1 2 do L2 (tzv. Rellich-Kondrachovova véta). Koneéné budeme potifebovat kompaktnost
vnoteni Y7 do L?(0,T, L?), kde prostor Y7 je definovéan jako

Yr = {u € L*(0,T; W, ?), du € L*(0,T; W12)}

Tento vysledek se v literatufe vyskytuje pod rozlicnymi jmény (Aubin-Lions, Aubin-Simon,
Dubinskii, ... ).

Definice. Funkce u € L?(0, T} VVO1 ) se nazve slabé fesenf rovnice (RD), jestlize

% u<p+a/Vu-Vap+/f(u)<p:0 (1)
Q Q Q

ve smyslu distribuci v (0,T"), pro kazdé pevné ¢ € VVO1 2,



Poznamka. Lze ukdzat, ze definice mé smysl (integrandy jakozto funkce proménné ¢ jsou
alespon v LY(0,T)). Dale z ni vyplyva, ze dyu € L*(0,T;W~12) a odtud déle, 7ze feseni
nalez{ (ve smyslu reprezentanta) do tifdy C([0, T]; L?). Specidlné ma smysl hovoiit o nabyvan{
pocateéni podminky.

Véta 2.1.1 [Existence a jednoznaénost.] Pro kazdé ug € L? a T > 0 existuje pravé jedno slabé
fesenf rovnice (RD), splitujici u(0) = up. Odhad normy feseni v prostorech L?(0,T’; WOI’Q) a
C([0,T); L?) zévisi pouze na |lug|y, T > 0 a datech rovnice (tj. a, f(0), L a Q).

Véta 2.2. 2 [Regularita.] Slabé feseni déle spliuje

u € L®(to, T; Wy %) 2)
Owu € L3(ty, T; L?) (3)

pro libovolné ty € (0,7"). Odhad téchto norem zavisi pouze na tg, T', |lug||y a datech rovnice.

Definice. Rekneme, e dvojice (S(t), X), kde X je normovany prostor a S(t) : X — X, ¢ >0,
jsou (obecné nelinedrni) operatory, tvoii dynamicky systém (d.s.), jestlize: (i) S(0) = I, (ii)
S(t)S(s) = S(t+ s) a (iii) zobrazeni (t,up) — S(t)ug je spojité.

Poznamka. Z Véty 2.1 plyne, ze ,,operatory feseni“ (RD), definované jako S(t)ug — u(t),
kde u = u(t) je feseni pifslusné k pocateéni podmince ug, tvoif d.s. v prostoru X = L2
Obecné plati (za rozumnych predpokladu), ze ,,dynamické systémy “ a ,,Fesici operatory“ jsou
jen jiné zépisy téhoz; d.s. lze chdpat jako Sikovné znaceni pro (nebo abstraktni pohled na)
popis vyvoje feSeni v Case.

Definice. Dynamicky systém se nazve disipativni, jestlize 3W C X omezend t.z. pro VB C X
omezené Ity > 0 t.z. S(t)B C W pro Vit > 1.

Dynamicky systém se nazve asymptoticky kompaktni, jestlize pro V{u,} € X omezenou
posloupnost a Vt,, — oo plati, ze {S(t,)u,} ma konvergentni podposloupnost.

Definice. Mnozina A C X se nazve globdlni atraktor pro d.s. (S(t), X), jestlize: (i) A je kom-
paktni, (i) S(t)A = A pro Vt > 0 a (iii) pro VB C X omezenou plati, ze distx (S(¢)B,.A) — 0
pro t — oo.

Poznamka. Lze ukazat, ze atraktor (existuje-li) je nejvétsi omezend mnozina s vlastnosti (ii)
a zaroven nejmensi uzaviend mnozina s vlastnosti (iii). Specidlné je uréen jednoznac¢né.
Tedy globalni atraktor je nejmensi kompaktni mnozina, kterd obsahuje veskerou dynamiku
rovnice pro ,,nekonecné velké“ ¢asy. Kone¢né-dimenzionalni charakter dynamiky se zde musi
projevit a my sméfujeme nyni k hlavnimu vysledku kapitoly: totiz ze d.s. ptislusny k (RD)
ma globalni atraktor, a ten ma kone¢nou pocitaci dimenzi.

Véta 2.3. Necht (S(t), X) je dynamicky systém. Potom je ekvivalentni:
(1) (S(t), X) je disipativni a asymptoticky kompaktni.
(2) existuje A C X globédlni atraktor pro (S(t), X).

Véta 2.4. D.s. urceny rovnici (RD) je disipativni.
Véta 2.5. D.s. uréeny rovnici (RD) ma globalni atraktor A.

'Bez dikazu.

2Formélni dikaz.



Znaceni. [,,Metoda trajektorii.“]. Pro £ > 0 pevné definujeme:

Xo={x:[0,0 — L% x je slabé feseni (RD) na 0,4}
Ag = {x € Xy x(0) € A}

Mnozina trajektorii X, se implicitné uvazuje s topologii X, = L?(0,¢; L?). Déle definujeme
operdtory b : L? — X, predpisem b : ug — x takové, ze x(0) = ug a e : Xy — L? predpisem
e : x — x(0). Kone¢né definujeme L(t) : Xy — Ay jako L(t) : x — v, kde 9(s) = S(t)x(s),
s € 10,4].

Na (L(t), X;) lze hledét jako na alternativni dynamicky systém, popisujici chovéni (RD).
Mnohé vlastnosti se pro néj dokazuji snaze nez pro (S(t), L?). Pomoci operatorii e a b lze
prechdzet mezi jednim a druhym popisem. Napiiklad A, = b(A) je globalni atraktor pro
(L(1), X).

Lemma 2.1. Plati:

(i) A¢=b(A), e(A)) = A

(ii) b, e, L(t) jsou Lipschitzovské na A resp. Ay
(ili) L(t).Ar = Ag pro Vt >0

Lemma 2.2. Operatory L(¢) jsou na Ay lipschitzovské z X, do Y.

Lemma 2.3. Necht X, Y jsou Banachovy prostory, Y je kompaktné vnoien do X. Necht
A C X je omezend mnozina a necht existuje zobrazeni L : X — X takové, ze L(A) = A a L
je na A lipschitzovské z X do Y. Potom dimp A < oo (vicéi X i Y normeé).

Véta 2.6. Globaln{ atraktor A pro d.s. (S(t), L?), uréeny rovnici (RD), m4 kone¢nou poéitact
dimenzi.

Poznamky. 7Z Véty 1.10 plyne, 7e existuje prosta projekce P : A — R¥. Tedy rovnici lze na
atraktoru nahradit systémem 2’ = h(z) rovnic v R¥. Slabosti tohoto vysledku, kterou patrné
nenf mozné jednoduse odstranit, je, ze P~! a tedy h(-) je obecné pouze hélderovskd (viz
Dusledek za Lemmatem 1.10), a tedy redukovany systém neni jednoznacéné resitelny. Tuto
potiz se budeme snazit odstranit v nésledujicich kapitolach.

3. KONECNE-DIMENZIONALNI LIMITNI DYNAMIKA.

Poznamka. Pievazné dle ¢lanku [Romanov 2000, 2001.]
V této kapitole se budeme zabyvat abstraktni evolué¢ni rovnici

d

T + Au+ F(u) =0, u(0) = ug (ARD)
pro nezndmou funkei u(t) : [0,7] — H®. Klicovym pfedpokladem je (bodovy) spektralni
rozklad A(; cjuj) = >, Ajcjuj, kde u; je (abstraktni) bdze a vlastnf ¢isla A; splituji

0<)\1§)\2§"'§)\j—>00

1/2
Prostory H® jsou definovany normou <Z] A?‘c?) . VSechny tyto pojmy a jejich zdkladni

—tA

vlastnosti (mj. projekce P, @, operatory e " a také pojem feSeni pro rovnici (ARD)) jsou

popsény ve zvlastnim textu.



Zminme zde ,,shlazovaci vlastnost® operatoru e *4, tj. odhad
le™ A ull g < Mt~ 2 e |lul| ;0 (4)

platici prot > 0, u € Q,H" a libovolné w,, < Ap1, s vhodnou konstantou M,, = M (n, o, wy,).
Pozadujeme jesté existenci ¢isel wy, < Ap41, wy — 00 takovych, ze

inf w%ilM(n, a,wy) =0 (APS)

n>1
— technicky predpoklad, ktery je pfirozené splnén v aplikacich. Nelinearita F'(-) spliuje
F() € C*(H", H")
B C H%mezend = F(B) ¢ Homezena

+ néjaka podminka disipativity (zaruc¢ujici mj. globdini existenci feSeni). Prostor H®, v némz
feseni ,,zije“, je pevny v celé kapitole pro néjaké a € [0, 2).

Véta 3.1.2 Pro kazdé ug € H®, T > 0, existuje pravé jedno u(t) : [0, T] — H® feSeni rovnice
(ARD).

Poznamka. Predchozi véta opraviuje hovorit o ,,feSicich operatorech® alias dynamickém
systému urceném rovnici (ARD), S(t) : H* — H®, ovSem obecné jen pro t > 0.
Pfipomenme, ze mnozina K C H® se nazve invariantni, pokud S(¢)K = K pro kazdé t > 0.
Za uvedenych predpokladu lze dokdzat (metodami predeslé kapitoly), ze d.s. S(t) ma globdlni
atraktor (ktery je mj. nejvétsi kompaktni invariantni mnozinou).

Definice. Necht X C H® je kompaktni, invariantni mnozina. Rekneme, ze (ARD) m4 na
KC konecné-dimenziondini dynamiku, jestlize existuje bi-lipschitzovskd funkce g : K — RV a
lipschitzovskd funkce h : RY — R takova, ze g(S(t)uo) = ¢(t)g(uo) pro kazdé t > 0, ug € K,
kde (t) : RN — R jsou fesici operatory piislusné systému

7' = h(z), z(0) = xg (ODR)

Rekneme, ze (ARD) mé koneéné-dimenziondlnd limitni dynamiku, jestlize ma koneéné dimen-
ziondlni dynamiku na globalnim atraktoru A.

Poznamka. Resici operatory ¢(t) pro (ODR) jsou definovany pro viechna ¢ € R a lipschit-
zovskd konstanta ¢(t) lze odhadnout eCltl kde C je lipschitzovskad konstanta pravé strany
h(-).

Lemma 3.1. Necht A/ C H® je invariantni, a G(u) = —Au + F(u) je na N lipschitzovskd
HY — H? 6 < 2. Potom S(t) je na A prosté, a po rozsifeni i na ¢ < 0 zde spliiuje Lip S(t) <
Ke*l!l s vhodnymi K, w > 0.

Lemma 3.2. Necht K C H* je kompaktni. Potom zobrazeni G(S(t)-) je na K lipschitzovské
H® — H* piit > 0 pevném.

Lemma 3.3. [Lemma 2.2, Romanov 2000.] Ozna¢me II(#, k) mnozinu k-dimenzionédlnich
projekef H? — H?. Potom pro vSechna k > 1 a § > v je mnozina I1(6, k) N II(v, k) hustd v
I1(6, k) v prislusné operatorové normeé.

Véta 3.2. Necht K € H® je kompaktni, invariantni. Potom je ekvivalentni:

3Bez dukazu.



(FD) (ARD) ma na K kone¢né-dimenziondlni dynamiku
(VF) G(u) = —Au + F(u) je na K lipschitzovskd H* — H“
(F1) S(t) je na K prosté, a po rozsifeni i na ¢t < 0 je Lip S(t) < Ke“l*l t € R, pro vhodné K,
w >0
(GrF) existuje n € N tak, ze ||u — v||ga < ¢||Pp(u —v)| ga, pro Vu, v € K
(Gr) existuje koneéné-dimenziondlni projekce P tak, ze ze ||u — v|| o < c||[P(u — v)|| g, Pro
Yu, v € K
(EM) H® a H* 2 uréujf na K ekvivalentni metriky

Poznamky. V ¢lanku [Romanov 2001] se dokazuji dvé dalsi ekvivalentni podminky:
(KC) mnozina K° = {(u — v)/|[u — v||ga; u, v € K} je relativné kompaktni v H*
(GrL) pro kazdé w € K existuje W okoli v H* a kone¢né-dimenziondlni projektor P : HY —
H® takovy, ze ||[u — v|| go < ¢||P(u — v)|| ga, pro Vu, v € CNW

Posledné jmenovana podminka je pak ovérena v piipadé rovnice reakce-difuze v jedné pros-
torové proménné

O — Oggu + f(z,u, Vu) =0,
tj. HY = L%(0,1), pro v zdsadé obecné okrajové podminky a hladkou nelinearitu f(z,w, p).

4. INERCIALNI VARIETA.
Poznamka. Dle ¢lanku [Romanov 1994.]

V této kapitole studujeme stdle rovnici (ARD); predpoklady na operator A jsou jako vyse,
omezime se na pifpad a = 0, tj. feSeni budou u(t) : [0,00) — HC. Pfedpoklady na nelinearitu
F(-) zjednodusime na podminku globdlni lipschitzovskosti

1F(w) = F(0)ll go < Lllu = vl[ o (5)

pro néjaké L > 0. Budeme také predpokladat F'(0) = 0, tj. u = 0 je feSeni. Hlavnim cilem
kapitoly je dokdzat existenci inercidlni variety, coz je konetné-dimenziondalni lipschitzovska
varieta v H?, kterd je (ipIné¢) invariantni, popisuje exponencidlné dobie veskerou dynamiku
(ARD) pro t — oo a dokonce ji lze charakterizovat jako grafy vsech feSeni jistého expo-
nencialniho rastu pro t - —oc.

Piipomenme, ze Pk, Q jsou projekce odpovidajici vlastnim ¢&islim Ay, ..., \; respektive
Net1s -+, tj- Py je k-dimenzionalni. Normu v H° budeme znacit pro jednoduchost |||

Definice. Mnozinu M C H® nazveme inercidlni varietou t¥idy (k,&,v,7'), jestlize M =
graf o, kde o : P, = Qp je &-lipschitzovska, a plati

e pro Yug € M existuje u(t) : R — M feseni (ARD) t.z. u(0) = uy
e pro kazdé uy € H® existuje 1y € M takové, ze
luo — ol o < Coll@ruo — o(Pruo)|| e (6)
a prislusnd feseni u(t), 4(t) spliuji

[u(t) = @)l o < Cullug —ollgae™, ¥t =1 (7)
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e M= Z(v), kde Z(+) je sjednoceni grafu vsech feseni (ARD), definovanych pro t € R
a spliujicich odhad ||u(t)|| o < Cexp(—~'t) pro vsechna ¢ <O0.

Véta 4.1. Necht k € N a h € (0,1) splituji
Akl — A > (1 + w(h))L, Ak41 > L (SGC)

kde w(h) = (h + h™1)/2. Potom existuje inercidlni varieta ve tiidé (k,&,7,7'), kde & = h,
¥=MXey1— L, ¥ =X\ + L.

Poznamky. Klicovd podminka (SGC) (“spectral gap condition” neboli ,,podminka diry ve
spektru®) pozaduje, aby mezera mezi \; a Ap+1 byla dost velkd (vzhledem k lipschitzovské
konstanté nelinearity). Protoze funkce w(h) mé minimum w(1) = 1, lze ji vyhovét, pokud
Ak+1 — A > 2L. Lze také ukazat, Ze konstanta dva je zde nejlepsi mozna.

Obecngjsi forma véty se tykd situace, kdy F(-) je L-lischitzovskd H® — H° pro néjaké
a € [0,1). Potom predpoklad véty zni

Mest = e > A8+ wBADL, A >0

a zaver plati s v = A1 — Ap L, 7 = A+ AYL. V tomto pripadé se pracuje s feSenimi
u(t) : [0,00) — H®, varieta se konstruuje v prostoru H®.

Definice. Definujme pro dané k € N a € > 0 vyraz Ve(u) = ||y|*> — €2 z||?, kde u = Pyu +
Qru = = + y. Déle definujeme ,,kuzely “

VgL = {u € H V¢(u) >0} (8)
Vg = {u € H Ve(u) <0} (9)

Rekneme, ze (ARD) spliuje podminku (£, v)-kuzelu, jestlize pro libovolnd dvé feseni u(t),
u(t) plati
Ve(u(t) —a(t)) < Ve(ug —ao)e ™", vt >0 (€7-K)

Poznamka. 7Z naseho hlediska je Vg ,,dobrd mnozina“, protoze y (a tedy celd norma) je
kontrolovana kone¢né-dimenziondlni slozkou z. Podminka (£v-K) zahrnuje dvé dulezité vlast-
nosti: (i) Vg je doptredné invariantni, ekvivalentné Vg je zpétné invariantni a (ii) pokud na
néjakém intervalu u—1u ve Vg nelezi, tj. Ve(u—1) > 0, pak tato ,,porucha*“ klesa exponencialné.
Ve zbyvajicim textu jiz v podstaté probiha dukaz Véty 4.1, tj. konstrukce inercialni variety M.
Predpokladame tedy, ze k € N, u néjz nastava klicova podminka (SGC), je pevné, a budeme
psét jednoduse P a @ misto P a Q. Oznaéime X = PHY (rovnd se R¥) a Y = QHP.
Lemma 4.1. [Romanov, Lemma 4.] Necht plati (SGC). Potom plati (£7-K) pro kazdé & €
[ha h_l] aye [705’71]5 kde Yo = Ak +w(h)L’ "= )‘k:+1 — L.

Lemma 4.2. [Romanov, Lemma 5.] Necht uy, ug, ug € H°. Pisme u; = Pu; + Qu; = x; + y;,
i =1,2,3. Necht 21 = x9, u1 —ug € V;‘, up —ug € Ve, kde ¢ € (0,1) an = £~1. Potom
lyr = sl < Kellyr — o], kde Ke = (1 -~

Lemma 4.3. [Romanov, Lemma 6.] Necht 0 < £ <7 a u € V,f. Potom ull> < Mg, Ve(u),
kde Me,) = ;. Specidlng, pokud € € (0,1) a n = £, pak [[ul® < McV(u), kde M =
(1-¢&)~"
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Definice. Definujme pro 7 > 0 a € X zobrazeni g(7,z) = PS(7)z.

Lemma 4.4. [Romanov, Lemma 7.] Pro kazdé 7 > 0 pevné je g(7,-) vzdjemné jednoznacéné
(dokonce bi-lipschitzovské) zobrazeni X na X.

Definice. Pro x € X a t € R oznacme

x(t,x) = lim S(t+7)z(r, )

T—00

kde z(,-) = [g(7, )] -1

Komentar. Vyraz z(7,z) je definovan diky predchozimu lemmatu, operator S(t + 7) je
definovan pokud 7+t > 0, tedy pro 7 dost velkd. Existenci limity vSak bude nutno dokézat

Naproti tomu je lehké si rozmyslet, ze pokud je definovano x(t,z), je také definovano x(,x)
pro t > t, a plati x(¢,7) = S(t — t)x(t, x).

Lemma 4.5. Pro kazdé t € R a z € X je funkce x(¢,x) dobte definovana.

Definice. Pro z € X ozna¢me ¢(z) = x(0,2) a o(z) = Q¢(z), patrné je ¥(z) = x + o(x).
Budeme dokazovat, ze M := graf o = {¢)(x); = € X} je inercidlni varieta ve smyslu Véty 4.1.
Snadno si rozmyslime, Ze pro x, & € X je ¢¥(z) — (&) € V, , coz po rozepsani iikd, ze funkce
o je h-lipschitzovska jak pozadovano.

Lemma 4.6. Pro kazdé z € X at € R je x(t,z) € M.

Disledek. M je (tiplné) invariantni vuci S(t), tj. pokud ug € M at > 0 je také S(t)uy € M.
Naopak existuje u; € M takové, ze ug = S(t)u;.

Lemma 4.7. M m4 stopovaci vlastnost, tj. vlastnosti (6) a (7) v definici inercidlni variety.
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