
Konstrukce inerciálńı variety optimálńı dimenze.

Poznámka. Zjednodušeno dle článku A.V. Romanov: ”Sharp estimates of the dimension of
inertial manifolds . . . ”, Russian Acad. Sci. Izv. Math., vol. 43 (1994), no. 1.

Studujeme rovnici
d

dt
u+Au+ F (u) = 0 (1)

Operátor A má posloupnost vlastńıch vektor̊u uk a vlastńıch č́ısel λk, přičemž předpokládáme,
že λk je nerostoućı s limitou λk → ∞ pro k → ∞ a vektory uk tvoř́ı bázi Hilbertova prostoru
H0. Od nelinearity F (·) požadujeme globálńı lipschitzovskost

‖F (u)− F (v)‖H0 ≤ L‖u− v‖H0 (2)

Za uvedených předpoklad̊u lze dokázat, že pro každé u0 ∈ H0 existuje jediné u(t) : [0,∞) →
H0 (klasické) řešeńı rovnice s počátečńı podmı́nkou u(0) = u0. Př́ıslušné řešićı operátory S(t) :
H0 → H0 definujeme jako obvykle vztahem S(t) : u0 7→ u(t). Budeme také předpokládat
F (0) = 0, tj. u = 0 je řešeńı.
Chceme dokázat existenci inerciálńı variety, což je konečně-dimenzionálńı lipschitzovská va-
rieta v H0, která je (úplně) invariantńı, a přitom obsahuje vlastně všechna řešeńı (1) modulo
exponenciálně malá porucha pro t→ ∞.
V následuj́ıćım jsou Pk respektive Qk projekce na podprostor generovaný u1, . . . , uk respektive
uk+1, uk+2, . . . , tj. Pk je k-dimenzionálńı. Normu v H0 znač́ıme pro jednoduchost ‖·‖.

Definice. Množinu M ⊂ H0 nazveme inerciálńı varietou tř́ıdy (k, ξ, γ), jestliže M = graf σ,
kde σ : Pk → Qk je ξ-lipschitzovská funkce, a plat́ı

• pro ∀u0 ∈ M existuje u(t) : R → M řešeńı (1) splňuj́ıćı u(0) = u0

• pro každé u0 ∈ H0 existuje ũ0 ∈ M takové, že

‖u0 − ũ0‖ ≤ c0‖Qku0 − σ(Pku0)‖ (3)

a př́ıslušná řešeńı u(t), ũ(t) splňuj́ı

‖u(t)− ũ(t)‖ ≤ c1‖u0 − ũ0‖e
−γt, ∀t ≥ 1 (4)

Věta 4.1. Nechť k ∈ N a h ∈ (0, 1) splňuj́ı

λk+1 − λk > (1 + ω(h))L, λk+1 > L (SGC)

kde ω(h) = (h2+h−2)/2. Potom existuje inerciálńı varieta ve tř́ıdě (k, h, γ), kde γ = λk+1−L.

Poznámky. Kĺıčová podmı́nka (SGC) (“spectral gap condition” neboli ,,podmı́nka d́ıry ve
spektru“) požaduje, aby mezera mezi λk a λk+1 byla dost velká (vzhledem k lipschitzovské
konstantě nelinearity L). Protože funkce ω(h) má minimum ω(1) = 1, lze j́ı vyhovět, právě
když λk+1 − λk > 2L. Lze také ukázat, že konstanta dva je zde nejlepš́ı možná.

Definice. Definujme pro dané k ∈ N a ξ > 0 výraz Vξ(u) = ‖y‖2 − ξ2‖x‖2, kde u = Pku +
Qku = x+ y. Dále definujeme ,,kladný a záporný kužel“

V+
ξ = {u ∈ H0; Vξ(u) ≥ 0} (5)

V−

ξ = {u ∈ H0; Vξ(u) ≤ 0} (6)
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Řekneme, že (1) splňuje podmı́nku (ξ, γ)-kuželu, jestliže pro libovolná dvě řešeńı u(t), ũ(t)
plat́ı

Vξ(u(t)− ũ(t)) ≤ Vξ(u0 − ũ0)e
−2γt, ∀t ≥ 0 (ξγ-K)

Poznámka. Z našeho hlediska je V−

ξ ,,dobrá množina“, protože y (a tedy celá norma) je
kontrolována konečně-dimenzionálńı složkou x. Podmı́nka (ξγ-K) implikuje kĺıčovou vlast-
nost: V−

ξ je dopředně invariantńı, ekvivalentně V+
ξ je zpětně invariantńı pro rozd́ıly řešeńı.

Podrobněji: jsou-li u(t) a ũ(t) řešeńı a plat́ı u(t) − ũ(t) ∈ V−

ξ pro nějaké t0, pak totéž plat́ı i

pro všechna t ≥ t0. Naopak, je-li u(t)− ũ(t) ∈ V+
ξ pro nějaké t1, pak totéž plat́ı i pro všechna

t ≤ t1. Poznamenejme, že d́ıky možné volbě ũ ≡ 0 dostáváme analogickou invarianci i pro
jednotlivé řešeńı u(t).

Ve zbývaj́ıćım textu již v podstatě prob́ıhá d̊ukaz Věty 4.1, tj. konstrukce inerciálńı variety
M. Předpokládáme tedy, že k ∈ N a h ∈ (0, 1), pro něž plat́ı kĺıčová podmı́nka (SGC), jsou
fixována, a budeme psát jednoduše P a Q mı́sto Pk a Qk. Označ́ıme X = PH0 (rovná se Rk)
a Y = QH0. Opakovaně budeme pracovat s rozkladem u = Pu+Qu = x+ y.

Lemma 4.1. [Romanov, Lemma 4.] Nechť plat́ı (SGC). Potom plat́ı (ξγ-K) pro každé ξ ∈
[h, h−1] a γ ∈ [γ0, γ1], kde γ0 = λk + ω(h)L, γ1 = λk+1 − L.
D̊ukaz. Ukážeme, že pro libovolná řešeńı u(t), ũ(t) a konstanty ξ, γ v uvedených meźıch plat́ı

d

dt

{

e2γtVξ(u(t)− ũ(t))
}

≤ 0 ; (7)

odsud zřejmě plyne (ξγ-K). Označme u(t) = Pu(t) = Qu(t) = x(t) + y(t), analogicky
rozlož́ıme ũ(t) = x̃(t) + ỹ(t). Nejprve si vypoč́ıtáme d

dt‖x(t)− x̃(t)‖2 a d
dt‖y(t)− ỹ(t)‖2.

Odečteme rovnice pro u a ũ a na výsledek aplikujeme operátor P , který lze zaměnit s d
dt

i A a tud́ıž máme

d

dt
(x(t)− x̃(t)) = −A(x(t)− x̃(t))− P

[

F (u(t)− F (ũ(t))
]

Skalárně násob́ıme s 2(x(t) − x̃(t)) a poč́ıtáme (pro jednoduchost již bez argumentu t)

d

dt
‖x− x̃‖2 = −〈A(x− x̃), x− x̃〉 − 〈P [F (u)− F (ũ)], x− x̃〉

≥ −λk‖x− x̃‖2 − 〈[F (u)− F (ũ)], x− x̃〉 (8)

Užili jsme spektrálńı odhad 〈Ax, x〉 ≤ λk‖x‖
2 pro x ∈ X a ve druhém členu samoadjungo-

vanost P . Zcela analogicky pomoćı odhadu 〈Ay, y〉 ≥ λk+1‖y‖
2 dostaneme

d

dt
‖y − ỹ‖2 ≤ −λk+1‖y − ỹ‖2 − 〈[F (u)− F (ũ)], y − ỹ〉 (9)

Nyńı už můžeme vyč́ıslit levou stranu (7), kterou ihned násob́ıme (kladným) faktorem e−2γt:

2γVξ(u− ũ) +
d

dt
Vξ(u− ũ) = 2γ

(

‖y − ỹ‖2 − ξ2‖x− x̃‖2
)

+
d

dt
‖y − ỹ‖2 − ξ2

d

dt
‖x− x̃‖2

≤ 2(γ − λk+1)‖y − ũ‖2 + 2ξ2(λk − γ)‖x− x̃‖2 − 2J (10)

kde
J = 〈[F (u) − F (ũ)], (y − ỹ)− ξ2(x− x̃)〉 (11)

2



Dı́ky (2) je
‖F (u)− F (ũ)‖ ≤ L‖u− ũ‖ = L‖(y − ỹ) + (x− x̃)‖

a tedy, d́ıky Cauchy-Schwartzově nerovnosti,

|J | ≤ L‖(y − ỹ) + (x− x̃)‖‖(y − ỹ)− ξ2(x− x̃)‖

Zřejmě plat́ı odhad |J | ≤ cξL, my se však ještě trochu zdrž́ıme určeńım optimálńı hodnoty
konstanty cξ. Dı́ky ortogonalitě x a y plyne z Pythagorovy věty

|J |2 ≤ L2(a+ b)(a+ ξ4b)

kde a = ‖y − ỹ‖2, b = ‖x− x̃‖2; nyńı použijeme elementárńı nerovnost1

(a+ b)1/2(a+ cb)1/2 ≤ a+

(

1 + c

2

)

b ∀a, b, c ≥ 0.

Odsud je

|J | ≤ L‖y − ỹ‖2 + L

(

1 + ξ4

2

)

‖x− x̃‖2

a tedy odhad (10) lze pokračovat

≤ 2(γ − λk+1 + L)‖y − ỹ‖2 + 2ξ2(λk − γ + Lω(ξ))‖x − x̃‖2 (12)

Dı́ky podmı́nce γ ≤ γ1 = λk+1−L je nekladný prvńı člen. Dı́ky podmı́nce γ ≥ γ0 = λk+ω(h)L
a odhadu ω(ξ) ≤ ω(h) pro ξ ∈ [h, h−1] je nekladný i druhý člen. �

Lemma 4.2. [Romanov, Lemma 5.] Nechť u1, u2, u3 ∈ H0. Pǐsme ui = Pui +Qui = xi + yi,
i = 1, 2, 3. Nechť x1 = x2, u1 − u3 ∈ V+

η , u2 − u3 ∈ V−

ξ , kde ξ ∈ (0, 1) a η = ξ−1. Potom
‖y1 − y3‖ ≤ Kξ‖y1 − y2‖.
D̊ukaz. Z předpokladu u2 − u3 ∈ V−

ξ respektive u1 − u3 ∈ V+
η máme

‖y2 − y3‖ ≤ ξ‖x2 − x3‖ (13)

η‖x1 − x3‖ ≤ ‖y1 − y3‖ (14)

Aplikujeme postupně trojúhelńıkovou nerovnost, (13), rovnost x2 = x1 a konečně (14)

‖y1 − y3‖ ≤ ‖y1 − y2‖ + ‖y2 − y3‖

≤ ‖y1 − y2‖ + ξ‖x2 − x3‖

= ‖y1 − y2‖ + ξ‖x1 − x3‖

≤ ‖y1 − y2‖ + ξη−1‖y1 − y3‖

Ovšem η−1 = ξ a závěr plyne s konstantou Kξ = (1− ξ2)−1. �

Komentář. Předchoźı lemma je geometricky dost názorné: body u1 a u2 lež́ı nad sebou, body
u2 a u3 jsou sevřeny úzkým záporným kuželem V−

ξ , tj. lež́ı ,,vedle sebe“; body u1 a u3 jsou

naopak vzájemně v úzkém kladném kuželu V+
η , tj. lež́ı ,,nad sebou“. Pochopitelný závěr je,

že vertikálńı vzdálenost u1 a u3 je odhadnutelná vertikálńı vzdálenost́ı u1 a u2.

1BÚNO a+ b = 1, hledejme maximum levé strany při a = t, b = 1− t pro t ∈ [0, 1].
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Též následuj́ıćı lemma je velmi názorné: uváž́ıme-li, že Vξ(u) je úměrné vzdálenosti bodu u
od záporného kuželu V−

ξ , pak tvrd́ıme, že bod nacházej́ıćı se mimo širš́ı záporný kužel V−

η se

může přibĺıžit k užš́ımu zápornému kuželu V−

ξ pouze tak, že se přibĺıž́ı k počátku.

Lemma 4.3. [Romanov, Lemma 6.] Nechť 0 < ξ < η a u ∈ V+
η . Potom ‖u‖2 ≤Mξ,ηVξ(u).

D̊ukaz. Předpoklad u ∈ V+
η implikuje ‖x‖2 ≤ η−2‖y‖2. Nyńı odhadujeme

‖u‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 ≤ (1 + η−2)‖y‖2

a za druhé

(η2 − ξ2)‖y‖2 = η2‖y‖2 − ξ2‖y‖2 ≤ η2‖y‖2 − ξ2η2‖x‖2 = η2Vξ(u)

Kombinaćı těchto nerovnost́ı plyne závěr s konstantou Mξ,η = 1+η2

η2−ξ2 . �

Definice. Definujme pro τ ≥ 0 a x ∈ X zobrazeńı g(τ, x) = PS(τ)x.

✲
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S(τ)x

g(τ, x)

Y

X

Komentář. Uvedená definice je naivńı projekćı dynamiky z H0 do X; dle následuj́ıćıho lem-
matu však dostáváme prostý a dokonce invertovatelný (tj. definovaný i pro t < 0) dynamický
systém.

Lemma 4.4. [Romanov, Lemma 7.] Pro každé τ ≥ 0 pevné je g(τ, ·) vzájemně jednoznačné
(dokonce bi-lipschitzovské) zobrazeńı X na X.
D̊ukaz. Fixujme τ > 0 a x, x̃ ∈ X. Označme u(t) = S(t)x a ũ(t) = S(t)x̃. Z podmı́nky (ξγ-K),
kde si můžeme posloužit libovolným ξ ∈ [h, h−1] a γ ∈ [γ0, γ1] dle Lemmatu 4.1, máme

‖y(τ)− ỹ(τ)‖2 − ξ2‖x(τ) − x̃(τ)‖2 ≤ −ξ2‖x− x̃‖2e−2γτ

‖x− x̃‖2 ≤ e2γτ‖x(τ)− x̃(τ)‖2

a posledńı nerovnost ř́ıká, že

‖g(τ, x) − g(τ, x̃)‖ ≥ e−γτ‖x− x̃‖ (15)

Tedy zobrazeńı g(τ, ·) je prosté, a protože je zřejmě i spojité, z Brouwerovy věty o invarianci
vyplývá, že množina Xτ = g(τ,X) je otevřená.
Za druhé je snadné si rozmyslet, že Xτ je uzavřená: pokud yj ∈ Xτ konverguj́ı k bodu y0 ∈ X,
je př́ıslušná množina vzor̊u xj dle (15) cauchyovská a jej́ı limita je zjevně vzorem bodu y0.
Tedy Xτ je obojetná, neprázdná množina, tedy nutně rovná celému X. �
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Definice. Pro x ∈ X a t ∈ R označme

χ(t, x) := lim
τ→∞

S(t+ τ)z(τ, x) (16)

kde z(τ, ·) = [g(τ, ·)]−1.

Komentář. Výraz z(τ, x) je definován d́ıky předchoźımu lemmatu, operátor S(t + τ) je
definován pokud τ + t ≥ 0, tedy pro τ dost velká. Existenci limity však bude nutno dokázat
a je to v podstatě nejtěžš́ı technický krok v konstrukci inerciálńı variety.

Lemma 4.5. Pro každé t ∈ R a x ∈ X je funkce χ(t, x) dobře definována.
D̊ukaz. Rozmysleme si nejprve, že je-li definováno χ(t, x), je definováno i χ(t̃, x) pro každé
t̃ > t a plat́ı χ(t̃, x) = S(t̃− t)χ(t, x); lze totiž psát

lim
τ→∞

S(t̃+ τ)z(τ, x) = lim
τ→∞

S(t̃− t)S(t+ τ)z(τ, x) = S(t̃− t) lim
τ→∞

S(t+ τ)z(τ, x)

d́ıky spojitosti a semigrupové vlastnosti S(t). Fixujme x′ ∈ X a t′ ∈ R; dle předchoźıho lze
búno předpokládat, že t′ ≤ 0. Existenci limity χ(t′, x′) ověř́ıme přes b.c. podmı́nku

(

∀ε > 0
)(

∃T > 0
)(

∀τ, τ̃
)[

τ̃ ≥ τ > T =⇒ ‖S(t′ + τ)z(τ, x′)− S(t′ + τ̃ )z(τ̃ , x′)‖ ≤ ε
]

(17)

Pro kladná τ̃ > τ taková, že τ + t′ ≥ 0, definujeme (viz obrázek!) u0 = z(τ, x′) a ũ0 =
S(τ̃ − τ)z(τ̃ , x′). Př́ıslušná řešeńı označ́ıme u(t) = S(t)u0 a ũ(t) = S(t)ũ0. Všimněme si, že
Pu(τ) = Pũ(τ) = x′. Veličina odhadovaná v implikaci (17) je ‖u(t′ + τ)− ũ(t′ + τ)‖.

✲

✻

............................................

......................................................

..................................
........................................

.......................................
...............................................

.......................... ........................................
......................................

...............................
..................
............................

..............................................
............ ........................................

..............................
.............................

...........................
........................

................................................................ ...
.........................................................................

.........................
...............................

..............................
.......................
.............................

..........................................................................
........................

..............................
................................................................

..................................................
.......................................

....................................
......................................

................................
.........................

....................................
.....................................................................

.......................................
..........................................................

............................................................................
...................................

......................
..............................

..........................................

z(τ̃ , x′)

Y

X

ũ(τ)

z(τ, x′) = u0

u(t′ + τ)

ũ(t′ + τ)

ũ0

x′

u(τ)

Budeme potřebovat čtyři pomocné odhady: za prvé, z negativńı invariance kladných kužel̊u a
faktu, že u(τ) a ũ(τ) lež́ı nad sebou, plyne, že u(t)− ũ(t) ∈ V+

q , q = h−1 pro každé t ∈ [0, τ ].
Z lemmatu 4.3 (pro ξ = 1, η = q) speciálně máme

‖u(t′ + τ)− ũ(t′ + τ)‖ ≤MqV1(u(t
′ + τ)− ũ(t′ + τ)) (18)

Za druhé, z podmı́nky (ξγ-K) pro ξ = 1 a γ = γ1 máme

V1(u(t
′ + τ)− ũ(t′ + τ)) ≤ V1(u0 − ũ0)e

−2γ1(t′+τ)

Avšak V1(u0 − ũ0) = ‖y0 − ỹ0‖
2 − ‖x0 − x̃0‖

2 = ‖ỹ0‖
2 − ‖x0 − x̃0‖

2, tedy celkem

V1(u(t
′ + τ)− ũ(t′ + τ)) ≤

(

‖ỹ0‖
2 − ‖x0 − x̃0‖

2
)

e−2γ1(t′+τ) (19)
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Za třet́ı, uváž́ıme-li, že ũ0 = S(τ̃ − τ)z(τ̃ , x′) a z(τ̃ , x′) ∈ X ⊂ V−

h , je dle pozitivńı invariance
záporných kužel̊u též ũ0 ∈ V−

h . Tedy

‖ỹ0‖
2 − ‖x0 − x̃0‖

2 ≤ h2‖x̃0‖
2 − ‖x0 − x̃0‖

2 ≤ K‖x0‖
2 (20)

pro nějaké vhodné K = Kh dost velké. Za čtvrté, z podmı́nky (ξγ-K) pro ξ = 1 a γ = γ0
vyplývá (srovnej (15) výše)

‖x0‖
2 ≤ ‖x′‖2e2γ0τ (21)

Zřetězeńım nerovnost́ı (18 – 21) dostaneme

‖u(t′ + τ)− ũ(t′ + τ)‖ ≤ Ce−2(γ1−γ0)τ (22)

kde C = MqKe
−2γ1t′‖x′‖2 je pevná konstanta. Je zřejmé, že pro τ̃ > τ ≥ T dost velké je

pravá strana libovolně malá a b.c. podmı́nka (17) je t́ım ověřena. �

Definice. Pro x ∈ X označme ψ(x) = χ(0, x) a σ(x) = Qψ(x), patrně je ψ(x) = x + σ(x).
Ověř́ıme, že M := graf σ = {ψ(x); x ∈ X} je inerciálńı varieta ve smyslu Věty 4.1.
Zřejmě x− x̃ ∈ X ⊂ V−

h a užit́ım dopředné invariance a uzavřenosti záporných kužel̊u je též
χ(0, x) − χ(0, x̃) = ψ(x)− ψ(x̃) ∈ V−

h , což po rozepsáńı ř́ıká, že funkce σ je h-lipschitzovská.

Lemma 4.6. Pro každé x ∈ X a t ∈ R je χ(t, x) ∈ M.
D̊ukaz. Je dáno x ∈ X a t ∈ R. Ukážeme, že χ(t, x) = χ(0, x̃), kde x̃ = Pχ(t, x). Lze psát

χ(t, x)− χ(0, x̃) = lim
τ→∞

(

S(t+ τ)z(τ, x) − S(τ)z(τ, x̃)
)

= lim
τ→∞

(

S(t+ τ)z(τ, x) − S(t+ τ)z(t+ τ, x)
)

Protože z(τ, x)−z(t+τ, x̃) ∈ V−

h , plyne z dopředné invariance a uzavřenosti záporných kužel̊u,
že též χ(t, x)− χ(0, x̃) ∈ V−

h . Ovšem χ(t, x)− χ(0, x̃) ∈ Y , a zřejmě V−

h ∩ Y = {0}. �

Důsledek. M je (úplně) invariantńı v̊uči S(t): nechť u0 ∈ M, tj. u0 = χ(0, x0) pro nějaké
x0 ∈ X. Pro t > 0 je S(t)u0 = χ(t, x0) ∈ M, viz začátek d̊ukazu Lemmatu 4.5. Podobnou
úvahou pak je u0 = S(t)u−1, kde u−1 = χ(−t, x0) ∈ M.

Lemma 4.7. M má stopovaćı vlastnost, tj. vlastnosti (3) a (4) v definici inerciálńı variety.
D̊ukaz. Nechť u(t) = S(t)u0 je libovolné řešeńı, u(t) = Pu(t) +Qu(t) = x(t) + y(t). Fixujme
t1 > 0. Dı́ky invarianci M existuje ũ0t1 takové, že S(t1)ũ0t1 = ψ(x(t1)). Jinými slovy, řešeńı
ũ1(t) = S(t)ũ0t1 se v čase t = t1 nacháźı v bodě M lež́ıćım pod u(t1), tedy speciálně u(t1)−
ũ1(t1) ∈ V+

q , kde q = h−1. Z negativńı invariance kladných kužel̊u je též u0 − ũ0t1 ∈ V+
q .

Stejnou úvahu provád́ıme pro posloupnost t2, t3, . . . tn → ∞ a źıskáme počátečńı podmı́nky
ũ0tn ∈ M takové, že př́ıslušná řešeńı ũn(t) = S(t)ũ0tn lež́ı na M a nav́ıc u(t)− ũn(t) ∈ V+

q pro
každé t ∈ [0, tn]. Protože se posloupnost ũ0tn nacháźı na grafu konečně-dimenzionálńı variety
M a je zároveň omezená kladným kuželem o pevném vrcholu u0, lze z ńı vybrat konvergentńı
podposloupnost ũ0tn → ũ0 a rutinńım zp̊usobem se ověř́ı, že ũn(t) jdou lokálně stejnoměrně
k řešeńı ũ(t) = S(t)ũ0, a plat́ı u(t)− ũ(t) ∈ V+

q pro každé t ∈ [0,∞).
Zbývá ověřit (3) a (4). Aplikaćı Lemmatu 4.2 pro u1 = u0, u2 = ψ(x0) a u3 = ũ0 dostáváme

‖Qu0 −Qũ0‖ ≤ Kh‖Qu0 − σ(Pu0)‖

Ovšem u0 − ũ0 ∈ V+
q , tedy

‖u0 − ũ0‖
2 = ‖Pu0 − Pũ0‖

2 + ‖Qu0 −Qũ0‖
2 ≤ (1 + h2)‖Qu0 −Qũ0‖

2
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Kombinaćı těchto nerovnost́ı dostáváme (3) s c0 = (1 + h2)1/2Kh. Exponenciálńı přitahováńı
(4) plyne snadno z podmı́nky (ξγ-K) pro ξ = h, γ = γ1, odhadu

‖u(t)− ũ(t)‖2 ≤ KhVh(u(t)− ũ(t))

dle Lemmatu 4.3 pro ξ = h a η = q = h−1 a konečně zřejmého odhadu

Vh(u0 − ũ0) ≤ ch‖u0 − ũ0‖
2
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