PROSTORY H® A JEJICH APLIKACE V PDR.
1. Necht H je prostor formdlnich fad u = > ; Gy kde ¢; € R a u; jsou abstraktni bazové
prvky. Na H lze vzdy pohlizet jednoduse jako na posloupnosti {c¢;} C R; coz se nevylucuje s
tim, Ze upfesnéni vyznamu u; povede k ruznych druhtim konvergence.
2. Operator. Definujeme operdtor A : H — H podminkou Au; = Aju;j, tj. A(Zj cjuj) =
Zj Ajcjuj. Tedy Aj; jsou vlastni ¢isla a u; piislusné vlastni funkce. Klicovym parametrem
celé teorie je chovani \;. Budeme obecné predpokladat
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Lze definovat obecnou mocninu A%, 3 € R, piedpisem AB(Zj cjug) = D, )\fcjuj. Ziejme
AYAB = A2tB A0 =T a A~ je inverzni operator k A.
3. Prostory H®. Nyni definujeme podprostory H¢ C H, pro obecné a € R, pomoci normy
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lullFre =Y X35 (2)
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Snadno si rozmyslime, ze jde o uplné, dokonce Hilbertovy prostory se skalarnim souc¢inem

(u,ﬁ)Ha = Z )\?Cj@j, U = ch‘u]‘, U = Zéjuj. (3)
J J J

Také lze ukézat (viz d.i. 6), Ze pro & > a je H* kompaktné a husté vnoren do H®. Plati

odhad s
[l e < A2 lullga (4)

Vsimnéme si jesté, ze u; tvori uplnou OG bézi H* a ||uj| o = )\f. Déle se snadno ukaze, ze
H~* = (H“), s kanonickou dualitou
(u, ﬂ> = Z Cjéj (5)
J
kde uw € H*, 4 € H~® maji tvar jako v (3). Podrobnéji fe¢eno: pro @ € H ™ pevné definuje
vyraz (5) spojity linedrni funkciondl na H®, jehoz norma je rovna ||| ;.. Obricené, kazdy
prvek dudlu (H®)' lze takto reprezentovat.

4. Projekce. Je dan pfirozeny rozklad I = P,+Q,, kde P,, @, jsou projekce na podprostory

generované {uj,...,u,} respektive {un41,...}. Snadno se spocte, ze pro & > « plati
1Qnull o = llu — Paullga < X34 lull ga (6)

a tedy P, — u, Quu — 0, n — oo silné v H* (viz d.u. 6).

Poznamenejme, ze operatory P, Qn, A% a e7*4 (definovany nize) vesmés komutuji.

4. Spojitost. H® tvoii pfirozenou §kédlu prostoru, na nichz pusobi operdtor A a jeho
mocniny: A je spojity z H* do H*~2, dokonce se jedna o vzéjemné jednoznaéné izometrické
zobrazeni. Obecnéji AP : H* — H* 28 izometricky. To vie plyne snadno z definic. Specidlné
A:H? - H°a A7 : H® — H? jsou vzajemné inverzni izometrie. Byvéa zvykem oznacovat
pro 3 > 0 definiénf obor A?

D(AP) = {u e H°;, APue H} (7)



a z fe¢eného je jasné, ze D(AP) = H?B, specidlné D(A) = H?. Operitory tedy nejsou omezené
(nejsou spojité z H* do H®), jsou vsak uzaviené: pokud u, € D(A) a u, — u, Au, — v silné
v H pak jiz u € D(A) a Au = v. Z uzavienosti Ize mj. odvodit, ze

%Au —A <%u> (8)

d
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presnéji feGeno: ma-li leva strana smysl, ma ho i pravéd a rovnaji se.
5. Souéiny. V aplikacich na diferencidlni rovnice se pracuje s ekvivalentnimi vyjadfenimi

norem: napr.
(u, A%Pu) o = (A%u, APu) o = ||| Fpas (10)

coz je jasné formalné a jisté to plati, nalezi-li uvedené soucinitele do H°. Pfi praci s %u se
pak uzivaji vzorecky
d

(%%AQﬁ)HO = (

4
dt
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APy, APu) o = 55”“”%% (11)

5. Konkrétni realizace. Prostor H' je ziejmé totéz co [?, je-li obecnéji u; Gplnd ON
béaze Hilbertova prostoru H, pak H° = H a Zj cju; konverguje v H. Nejcastéjsi aplikace
je H = L?() a uj jsou vlastni funkce Dirichletova laplacidnu, tj. tlohy —Au = Au v
s okrajovou podminkou v = 0 na 9. Lze postupné ukédzat (je to ale docela pracné, a je
potieba zejména, aby hranice 2 byla dost hladkd), ze takovd posloupnost vlastnich funkei
existuje, tvoif iplnou (po vhodném normovan{ také ON) bazi L?(f2) a pifslusnd vlastn{ éfsla
spliuji (1). Je zndmo, ze A; ~ 42/™ pokud Q C R™.

Zavedeme-li v této situaci prostory H® jako vyse, lze dile dokazat, 7e H! = WO1 ’Q(Q), pri¢emz
[ull? = Jo IVul? a vnofenf H' C H® je Poincarého nerovnost s piislusnou konstantou )\fl/ 2,
Podobné lze ukazat, 7e H2 = D(A) = Wy(Q) N W22(Q). Dale plati H~! = W~12(Q).

6. Aplikace. Jde o pfirozené prostory funkci pro popis feSeni abstraktnich evolu¢nich rovnic,
v nichz A je hlavni operator. Jde ndm obecné o rovnici

d
T + Au+ F(u) =0, u(0) = ug (12)

pro nezndmou funkei u(t) : [0,7] — H®. Tu muzeme chdpat jako funkei t — >, ¢c;(t)u;, a
(12) jako ,,ODR“ v R*®. Clen F(-) je obecné nelinearita s vhodnymi predpoklady, napiiklad

F() € C2(H 1Y) »

B C H%mezend = F(B) C Homezena
Uvézime-li, ze A funguje z H? do HY, tj. , ztraci“ dvojku ve gkdle uvedenych prostort, iika
podminka a < 2 v (13), ze F(-) je operator nizsiho fddu nez A. Podminka (13) vypada
exoticky, nicméné pro konkrétni situaci v bodé 5 vyse je s ohledem na Sobolevovska vnoreni
H* C LP(Q) prirozené splnéna pro operatory Niemyckého typu

F (@) — f(u(x)) (14)



kde f : R — R je funkce vhodného polynomidlniho rustu.

7. Exponenciala. Podivejme se na piislusnou linedrni rovnici

%u + Au =0, u(0) = ug (15)

Pokud ug = Zj cju;, pak otekdvame, Ze
u(t) = Z e Mleju; (16)

je feeni pro t > 0. Byva zvykem oznacovat pravou stranu (16) jako e *4wuy. Snadno se
nahlédne, ze zobrazeni (t,uq) — e *4ug je spojité z [0,00) x H* do H®. Normu operatoru
et na H® lze odhadnout &slem e,

Velice dulezitd je tzv. shlazovaci vlastnost: lze dokézat, Ze pro t > 0 jde e *4 z HO jiz do
libovolného H® a plati odhad

le™ 4l o < M™% ]l o, ¢>0 (17)

s vhodnym M > 0, jez lze spocitat a jez obecné zavisi na «, viz (d.i. 6). Odsud specidlné
plyne, Ze pro t > 0 je e *4ug jiz prvkem H?, v (16) lze derivovat ¢len po élenu a rovnice (15)
je splnéna pro kazdé ¢ > 0. Pokud uy € H?, je rovnice splnéna i v bodé ¢t = 0 (derivovano
zprava).

7. Pojem feSeni. Zabyvejme se konecné obecnou nelinearni (pfesnéji semilinedrni) rovnici
(12). Funkce u(t) : [0,T] — H® se nazve klasické tesent, pokud vsechny ¢leny rovnice jsou
spojité z [0,T] do H?, derivaci chdpeme bodové, rovnice je splnéna ve vsech Gasech.

Funkce u(t) se nazve silné reSeni, pokud vSechny ¢leny rovnice jsou integrovatelné funkce v
[0,T] s hodnotami v H®, rovnice je splnéna skoro vsude, derivace se chape slabé. Ekvivalentné,
integrovatelnost vSech ¢lenu + integralni identita

u(t) —i—/o Au(s) + F(u(s))ds = up, te€[0,7] (18)

Poznamenejme, 7e Au € L'(0,T; HY) nastava pravé kdyz u € L1(0,T; H*2).
Klicovym pojmem teorie je tzv. mild Teseni (,,mirné feSeni“). Funkce u(t) : [0,7] — H® se
nazve mild feSeni, pokud je splnéna identita

u(t) = e ug + / t VAR (u(s))ds,  te0,T] (19)
0

Nenf tézké ukazat, ze (19) je formdlné ekvivalentni (12) (integraéni faktor e*4). Obecné plati,
ze klasické TeSeni je silné a silné je mild feSeni, kteryzto pojem feSeni je tedy nejslabsi ze
vSech.

Teorie pro (12) se buduje tak, ze se ukdze existence a jednoznacnost mild feSeni pomoci
véty o pevném bodé v prostoru C([0,Tp]; H*) pro néjaké malé Ty > 0. Klicové jsou odhady
integralniho ¢lenu, v nichz se pouzivd (17) a (13). Toto FeSeni ma maximalni prodlouzeni, a
vhodné predpoklady na F'(-) umozni pak odvodit, ze mé i vyssi regularitu (a je tedy silnym
¢i dokonce klasickym fesenim), zdvisi spojité (diferencovatelné) na pocateéni podmince, atd.
Cela teorie je formalné velice podobna zakladni teorii pro ODR.

Je vSak dulezité, Ze TeSeni lze obecné konstruovat jen ,,dopredu®, coz souvisi s tim, Ze operator
A je ,neomezeny na spravnou stranu“ (odborné feceno je disipativni); a to opét s tim, ze v
exponenciadle musi pred A vzdy byt nekladny faktor, srovnej (16) a (19).



