
X. Spočetnost a mohutnost.

Definice. Množina A se nazve spočetná, jestliže existuje vzájemně jed-
noznačné zobrazeńı mezi A a množinou přirozených č́ısel.

Názorně: prvky A lze seřadit do posloupnosti.

Poznámky.

• Pokud A je spočetná, a množinu B lze vzájemně jednoznačně zobrazit
na A, pak B je spočetná

• Pokud A, B jsou spočetné, pak také A ∪ B je spočetná
• Pokud A je spočetná, a B ⊂ A je nekonečná, je také B spočetná
• Všimněte si paradoxńı vlastnosti nekonečných množin: lze je vzájemně

jednoznačně zobrazit na nějakou jejich podmožinu. (To by se s konečnou
množinou nepodařilo.)

Př́ıklady.

1© N je spočetná
2© Z je spočetná

Věta X.1. Množina Q je spočetná.

Věta X.2. (Cantor.) Interval (0, 1) neńı spočetný.

Definice. Řekneme, že množina B má mohutnost kontinua, pokud exis-
tuje vzájemně jednoznačné zobrazeńı mezi B a množinou reálných č́ısel.

Poznámky. • interval (0, 1) má mohutnost kontinua. Dá se ukázat,
že každý netriviálńı interval má mohutnost kontinua. Také množina ira-
cionálńıch č́ısel má mohutnost kontinua.

• G. Cantor v roce 1878 zformuloval tzv. hypotézu kontinua:

Je-li A ⊂ R nekonečná množina, tak potom

buď A je spočetná, nebo A má mohutnost kontinua.

Jinými slovy, každá nekonečná množina č́ısel se dá vzájemně jednoznačně
zobrazit buď na N, nebo na R.

Dlouho se nevědělo, zda hypotéza kontinua plat́ı nebo ne. V roce 1938
dokázal překvapivě K. Gödel, že hypotézu kontinua nelze vyvrátit. V roce
1963 pak dokázal P. Cohen, že hypotézu kontinua nelze dokázat. Jde tedy o
”nerozhodnutelné” tvrzeńı.
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Definice. Č́ıslo a ∈ R se nazve algebraické, pokud existuje nenulový
polynom p(x) s celoč́ıselnými koeficienty takový, že p(a) = 0. V opačném
př́ıpadě se a nazve transcendentńı.

Poznámky.

• každé racionálńı č́ıslo je algebraické
• č́ıslo

√
2 je algebraické, iracionálńı č́ıslo

• lze dokázat, že e, π jsou transcendentńı

Definice. Č́ıslo a ∈ R se nazve vyč́ıslitelné, pokud existuje konečný algo-
ritmus (program), který pro zadané n vypoč́ıtá a s přesnost́ı na n desetinných
mı́st.

Věta X.3. Existuj́ı nevyč́ıslitelná č́ısla.

Literatura: Balcar, Štepánek: Teorie množin.
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