
Optimálńı regulace - návody a výsledky.

Věta 1. (Princip maxima pro lineárńı časově optimálńı regulaci.) Nechť
α : [0, τ ] → [−1, 1]m přivád́ı systém (tj. x(t) ∈ Rn, M ∈ Rn×n, N ∈ Rn×m)

ẋ = Mx + Nα

do počátku v optimálńım čase τ . Označ X(t) = exp(Mt). Potom existuje
nenulové h ∈ Rn tak, že

hT X−1(t)Nα(t) = max
a∈[−1,1]m

hT X−1(t)Na (1)

plat́ı pro s.v. t ∈ (0, τ).

Věta 2. (Princip maxima pro úlohu s pevným časem.) Nechť α : [0, T ] → A,
kde A ⊂ Rm a T > 0 jsou dány, maximalizuje funkcionál

P [α] =

∫ T

0

r(x(t), α(t)) dt + g(x(T )) ,

přičemž x řeš́ı systém (tj. x(t) ∈ Rn, f(x, a) : Rn
× Rm

→ Rn)

ẋ = f(x, α) .

Potom existuje p : [0, T ] → Rn řešeńı systému (i = 1, . . . , n)

ṗi(t) = −

n
∑

j=1

∂fj

∂xi

(

x(t), α(t)
)

pj(t) −
∂r

∂xi

(x(t), α(t)) (2)

pi(T ) =
∂g

∂xi

(x(T )) , (3)

takové, že
H(x(t), p(t), α(t)) = max

a∈A
H(x(t), p(t), a) (4)

plat́ı pro s.v. t ∈ (0, T ) kde

H(x, p, a) = f(x, a) · p + r(x, a)

je tzv. Hamiltonián.
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Poznámky k úlohám.

1. Podle (1) je α(t) = sgn(−h1t + h2), tedy α = ±1 a změna nastane
nejvýše jednou. Jak vypadaj́ı řešeńı v rovině x, y = ẋ pro α ≡ 1 resp.
α ≡ −1?

2. BÚNO (h1, h2) = (− cos a, sin a), potom α(t) = sgn sin(t + a), tj. op-
timálńı regulace stř́ıdá ±1 s intervalem π. Pro α ≡ 1 je uběhne řešeńı
v rovině x, y = ẋ polovinu kružnice se středem (0, 1).

3. Rovnice (2) ř́ıká ṗ = −1−α(kp−1), podle (4) α = 0 pro kp < 1, α = 1
pro kp > 1. Konstruujte p z podmı́nky p(T ) = 0 v čase zpět.

4. Soustava pro p vypadá ṗ1 = (µ−bα)p1−c(1−α)p2, ṗ2 = νp2, p1(T ) = 0,
p2(T ) = 1. Podle (4) je α = 1 pokud bp1 > cp2 a α = 0 jinak.
Postupujte z času T zpět.

5. Z principu maxima α(t) = p(t)/2, odtud soustava ẋ = x + p/2, ṗ =
2x − p.
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