Pifklady 3.

1. Cviceni na jednoznacnost feSeni.

(a) Necht f je spojita funkce, f(y) = 0 proy < 0 a f(y) > 0 pro
y > 0. Pak y = 0 je jedinym feSenim problému y' = f(y) s
pocétecni podminkou y(0) = 0 préavé tehdy, kdyz (pro § > 0)

o f(n)

(Navod: Barrowova formule.)

= +o0. (1)

(b) Ukazte, ze je-li funkce f v predchozim piipadé lipschitzovskd, je
podminka (1) splnéna.

(c) *Na zékladé bodu (a) navrhnéte silnéjsi variantu klasické véty:
"Je-li f(y) lipschitzovska, je rovnice y’ = f(y) jednoznac¢né resitelnd’.

2. Obélka a singuldrni feseni.

(a) Kiivka ¢ se nazyvd obdlkou systému kiivek {¢.}, pokud se ¢
dotykd kazdé kiivky z {¢.}. (Kiivky se dotykaji, maji-li spolecny
bod i teénu.)

(b) Necht funkce y.(x) jsou vesmés feseni jisté ODR 1. fddu. Necht
funkce y = y(z) je takova, ze jeji graf je obdlkou grafu funkei y..
Potom y(x) je téz feseni dané rovnice. Dokazte. Plati totéz pro
rovnice 2. fadu?

(c) *Necht kiivky {¢.} jsou popsény rovnicemi F(z,y,c) = 0. Pak
rovnice obdlky vznikne vylou¢enim ¢ z rovnic F(z,y,c) = 0 a
OF/0c(x,y,c) = 0.

(d) Neékteré rovnice lze Tesit tak, ze nejprve najdeme sadu “obecnych
reSeni”. Jejich obalkou pak ziskame dalsi tzv. singuldrni resend.



. Naleznéte obecné a singularni fesent:

(a) y=ay + [y () y=ay +1/y
(b) y = zy + cosy’

(Pro tyto tzv. Clairautovy rovnice existuje obecné reseni ve tvaru
y' = ¢, ¢ je konstanta.)

. Naleznéte kiivku takovou, aby ¢ast te¢ny ohrani¢ena souradnymi osami
méla délku a. Navod: omezte se na prvni kvadrant, obecné feseni
hledejte jako pfimku s tthlem sklonu ¢. Singuldrnim feSenim je asteroida
223 4 y?/3 = a?/3. Ukaizte téz, ze problém vede na diferencidlni rovnici

1+ P (=y —y)? =a’[y].

. Naleznéte kiivku takovou, aby soucin vzdélenosti tecny od bodu (—a, 0)
a (a,0) byl roven b*. (Singuldrnim fesenim je elipsa.) Ukazte, Ze
problém vede na rovnici

(zy' —y)* = 0>+ (V> + a)[y]".

. *Ukazte, ze Gronwallovo lemma je presné v nasledujicim smyslu: Necht
p > 0 je méfitelnd funkce takovd, ze [; p = 400 pro kazdé x > 0. Pak
existuje spojita funkce ¢ takova, ze

§@) < [ pwedu, ()

pro kazdé = > 0, a pfitom £(z) > 0 pro x > 0.

(Navod: ¢ konstruujte odzadu: polozte £ = 1 pro x > 1. Protdhnéte
¢ =1azdo xg € (0,1) tak, aby (4) bylo zarucéeno pro z > 1. Spojité
klesnéte na hodnotu & = 1/2, tu drzte do z; € (0,z¢) tak, aby (+)
platilo pro > xy. Atd.)



