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Předpokládejme situaci Věty 2.2 (o normálńım tvaru Hopfovy bifurkace, Theorem 19.5 v ODR2).
Na přednášce bylo ukázáno, že pro (r, µ) bĺızké počátku lze systém převést na tvar (v polárńıch
souřadnićıch)

r′ = dµr + ar3 + . . . (1)

θ′ = ω0 + cµ+ br2 + . . . (2)

kde r = r(t), θ = θ(t) a . . . znač́ı členy řádu µ2, µr2, r4 a výše (které nemaj́ı vliv na následuj́ıćı
výpočty). Přechodem k nové nezávislé proměnné θ

r′ =
d

ω0

rµ+
a

ω0

r3 + . . . (3)

kde nadále bude r = r(θ) a r′ = dr
dθ
.

Bod 1. Poincarého zobrazeńı
(r0, µ) 7→ P (r0, µ) (4)

definujeme jako P (r0, µ) = r(2π, r0, µ), kde (”with a slight abuse of notation”) je r(θ) = r(θ, r0, µ)
řešeńı rovnice (3) s počátečńı podmı́nkou r(0) = r0.
Derivaćı dle počátečńı podmı́nky a parametru ukažte, že Pr0 = 1, Pµ = 0, Pr0r0 = 0 a dále Pr0µ =
2πd/ω0, Pr0r0r0 = 12πa/ω0, to vše vyč́ısleno v bodě (r0, µ) = (0, 0).

Bod 2. Dle Lemmatu o vyděleńı je P (r0, µ) = r0p(r0, µ), kde p = 1, pr0 = 0, pµ = 2πd/ω0 a konečně
pr0r0 = 4πa/ω0, opět vyč́ısleno v bodě (r0, µ) = (0, 0).

Bod 3. Periodické řešeńı odpov́ıdá pevnému bodu Poincarého zobrazeńı, což pro r0 > 0 vede na
rovnici p(r0, µ) = 1. Dle Věty o implicitńı funkci existuje pro malá r0 ≥ 0 křivka řešeńı µ = µ̃(r0),
kde µ̃(0) = µ̃′(0) = 0 a µ̃′′(0) = −2a/d.

Odbočka. [Rozmyslet či dohledat v literatuře – neńı součást́ı úkolu.] Mějme diskrétńı dynamický
systém, určený iteracemi funkce F (x) : I → I, kde I je reálný interval. Tedy orbity tohoto d.s. jsou
posloupnosti

x1, F (x1), F (F (x1)), . . .

Stacionárńımi body jsou zřejmě právě pevné body F (x). Stacionárńı bod x0 nazveme stabilńı (či
asymptoticky stabilńı), pokud pro x1 dost bĺızké x0 se př́ıslušný orbit od x0 nevzdaluje (či k x0

konverguje).
Je-li x0 stacionárńı bod a F (x) tř́ıdy C1 na okoĺı x0, pak postačuj́ıćı podmı́nkou asymptotické stability
je |F ′(x0)| < 1 a postačuj́ıćı podmı́nkou nestability je |F ′(x0)| > 1.

Bod 4. K vyšetřeńı stability r0 coby pevného bodu Poincarého zobrazeńı r 7→ P (r, µ̃(r0)) tedy stač́ı
určit velikost absolutńı hodnoty (∂P/∂r0)(r0, µ̃(r0)). – Pozor na to, že zde se nejprve derivuje dle r0
a pak se dosad́ı (r0, µ̃(r0)).
Pomoćı předchoźıch výpočt̊u ukažte, že

(

∂P

∂r0

)

(r0, µ̃(r0)) = 1 + r0

(

∂p

∂r0

)

(r0, µ̃(r0)) (5)

přičemž člen (∂p/∂r0)(r0, µ̃(r0)) má stejné znameńı jako a/ω0.

Bod 5. Z toho plyne, že (netriviálńı) pevný bod Poincarého zobrazeńı je asymptoticky stabilńı (resp.
nestabilńı), právě když a/ω0 < 0 (resp. a/ω0 > 0).
Proč to neńı ve sporu s t́ım, že stabilita periodických řešeńı má záviset pouze na znaménku a?
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