
1. Ekvivalence dynamických systémů.

Značeńı. V celé kapitole E je eukleidovský prostor Rn, L(E) je prostor lineárńıch zobrazeńı
T : E → E a GL(E) je prostor lineárńıch invertovatelných (ekvivalentně prostých) zobrazeńı.

Definice. Dynamickým systémem (d.s.) rozumı́me dvojici (ϕ,Ω), kde Ω ⊂ E a ϕ je zobrazeńı
R × Ω do Ω, které je spojité a plat́ı (i) ϕ(0, x) = x a (ii) ϕ(s, ϕ(t, x)) = ϕ(t + s, x) všude v
daném definičńım oboru.
Kanonický př́ıklad: (x0, t) 7→ x(t), kde x = x(t) je řešeńı autonomńı počátečńı úlohy x′ = f(x),
x(0) = x0. Je-li f(·) : Ω → E lokálně lipschitzovská a Ω ⊂ E otevřená, je př́ıslušný d.s.
definován na otevřené nadmnožině {0} × Ω.

Definice. Řekneme, že (ϕ,U) a (ψ, V ) jsou ekvivalentńı d.s., jestliže existuje α > 0 a homeo-
morfismus h : U → V takový, že h(ϕ(t, x)) = ψ(αt, h(x)) v př́ıslušném definičńım oboru. Je-li
h dokonce Ck-difeomorfismus (resp. izomorfismus vektorových lineárńıch prostor̊u), hovoř́ıme
o Ck (resp. lineárńı) ekvivalenci d.s. Je-li α = 1, jde o izochronńı ekvivalenci d.s.

Věta 1.1. D.s. generované rovnicemi x′ = Ax a y′ = By jsou lineárně ekvivalentńı, právě
když existuje α > 0 tak, že zobrazeńı A a αB jsou podobná.

Věta 1.2. D.s. generované rovnicemi x′ = Ax a y′ = By jsou C1 ekvivalentńı, právě když
jsou lineárně ekvivalentńı.

Lemma 1.1. Nechť ϕ je d.s. generovaný x′ = Ax, kde Reσ(A) < 0. Pak existuje norma | · |∗
na E taková, že ϕ : R × S → E \ {0} je homeomorfismus, kde S = {|x|∗ = 1} je př́ıslušná
jednotková sféra.

Věta 1.3. Nechť Reσ(A) < 0. Potom d.s. generované rovnicemi x′ = Ax a y′ = −y jsou
ekvivalentńı.

Poznámka. Z vět 1.1 a 1.2 plyne, že tato ekvivalence obecně neńı lepš́ı než jen spojitá.

Značeńı. Pro A ∈ L(E) značme m+(A) resp. m−(A) resp. m0(A) počet (včetně násobnosti)
vlastńıch č́ısel, která splňuj́ı Re > 0 resp. Re < 0 resp. Re = 0. Zjevně m+(A) + m−(A) +
m0(A) = n.

Definice. Zobrazeńı T ∈ GL(E) se nazve hyperbolické, jestliže |λ| 6= 1 pro každé λ ∈ σ(T ).
Je dán přirozený rozklad T = T0⊕T∞ na podprostorech př́ıslušných k vlastńım č́ısl̊um |λ| < 1
resp. |λ| > 1.
Stacionárńı bod x0 rovnice x′ = f(x) se nazve hyperbolický, jestliže exp(tA) je hyperbolické
pro každé t 6= 0; ekvivalentně m0(A) = 0, kde A = ∇f(x0).

Věta 1.4. Nechť A, B ∈ GL(E). Potom d.s. generované rovnicemi x′ = Ax a y′ = By jsou
ekvivalentńı, právě když m−(A) = m−(B).

Poznámky. Pro T hyperbolické budeme BÚNO (tj. až na změnu normy) předpokládat, že
‖T0‖ ≤ α, ‖(T∞)−1‖ ≤ α pro jisté α ∈ (0, 1).

Značeńı. Prostor spojitých omezených funkćı E → E znač́ıme BC(E), lipschitzovskou kon-
stantu znač́ıme Lip.

Lemma 1.2. Nechť T je regulárńı hyperbolické zobrazeńı. Nechť g ∈ BC(E) a Lip g je dost
malá. Potom T a T + g jsou topologicky konjugované.
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Podrobněji: jestliže

λ := Lip g <
1

2
min{1− α, ‖T−1‖−1} , (1)

pak existuje právě jeden homeomorfismus H = I+u, kde u ∈ BC(E) t.ž. (T +g)◦H = H ◦T .

Věta 1.5. [Hartman - Grobmanova věta.] Nechť f je C1 na okoĺı hyperbolického stacionárńıho
bodu x0. Potom d.s. generovaný rovnićı x′ = f(x) je na jistém okoĺı x0 izochronně ekvivalentńı
d.s., generovanému rovnićı y′ = Ay na okoĺı y0 = 0, kde A = ∇f(x0).

Poznámka. Uvid́ıme v př́ı̌st́ı kapitole, že tato ekvivalence obecně neńı C1. V př́ıpadě ne-
hyperbolických stacionárńıch bod̊u podobná věta neplat́ı – linearizovaná rovnice může mı́t
dokonce jiný typ stability než p̊uvodńı systém.

2. Normálńı formy a bifurkace.

Výchoźı úvaha. Mějme systém x′ = f(x) v okoĺı stacionárńıho bodu x = 0. Označme
L = ∇f(0). Taylorova aproximace dá

x′ = Lx+O(|x|2)

Lineárńı záměna proměnných x = Cy vede na

y′ = C−1LCy +O(|y|2)

Pozorujeme :

• vhodnou volbou C lze odstranit téměř vše, ne však úplně vše v lineárńı části (Jordan̊uv
tvar)

• členy řádu ≥ 2 přejdou na členy řádu ≥ 2

• v aplikaćıch neńı zdaleka nutné poč́ıtat celou matici C; stač́ı znát vhodné invarianty L
(kupř. znaménka vlastńıch č́ısel)

Teorie normálńıch forem provád́ı analogické úvahy (a má podobný typ výsledk̊u) pro př́ıpad
nelineárńı záměny proměnných. Podrobněji řečeno, substitućı x = y + P (y), kde P (y) jsou
členy řádu k, se snaž́ıme odstranit či vhodně ,,učesat“ členy řádu k, pro obecné k ≥ 2.
Zároveň tato teorie vyřeš́ı otázku, zda a za jakých podmı́nek je ekvivalence v Hartman-
Grobmanově větě lepš́ı než jen spojitá.

Definice. Hk(E) =
{
fff : E → E : fj je homogenńı polynom stupně k

}
. Speciálně H1(E) =

L(E). Prostor Hk(E) je generován báźı {xxxαααe(j)} kde e(j) jsou bázové vektory E a xxxααα =
xα1
1 . . . xαn

n , xxx ∈ E a ααα jsou multiindexy stupně k.
V př́ıpadě n = 2 je H2(E) generován báźı (ṕı̌seme xxx = (x, y))

B2 =

{(
x2

0

)
,

(
xy
0

)
,

(
y2

0

)
,

(
0
x2

)
,

(
0
xy

)
,

(
0
y2

)}
(2)

Pro lineárńı zobrazeńı L : Rn → Rn definujeme zobrazeńı adL předpisem

P (y) 7→ LP (y)−∇P (y)Ly
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Zjevně adL je lineárńı zobrazeńı Hk(E)→ Hk(E).

Věta 2.1. Systém
x′ = Lx+ f (2)(x) + · · ·+ f (k)(x) +O(|x|k+1) (3)

kde f (j) ∈ Hj(E), přecháźı substitućı x = y + P (y), kde P ∈ Hk, na

y′ = Ly + f (2)(y) + · · ·+ adLP (y) + f (k)(y) +O(|y|k+1)

Poznámky. Protože ∇P (0) = 0, je y 7→ y+P (y) difeomorfismus (dokonce C∞) na vhodném
okoĺı 0. Členy řádu menš́ıho než k se neměńı; členy řádu k možno modifikovat operátorem
adL, který je určen lineárńı část́ı L. Členy řádu větš́ıho než k přecházej́ı na členy řádu větš́ıho
než k.

Důsledek. Nechť adL : Hk(E)→ Hk(E) je prosté pro všechna k = 2, . . . ,m. Potom systém
x′ = Lx+ . . . je na okoĺı počátku C∞-ekvivalentńı systému y′ = Ly +O(|y|m+1).

Lemma 2.1. Nechť L je diagonálńı, tj. L = diag(λ1, . . . , λn). Potom xxxαααe(s) jsou vlastńı funkce
adL s př́ıslušnými vlastńımi č́ısly λs − (ααα,λλλ).

Definice. Nechť L = diag(λ1, . . . , λn). Rovnost λs = (ααα,λλλ) nazýváme rezonanćı řádu |ααα| =
α1 + · · ·+ αn. Člen xxxαααe(s) nazýváme rezonantńı monom.

Věta 2.2. [Poincaré, Siegel, Sternberg] Nechť L nemá rezonance řádu k ≥ 2. Potom systém
x′ = Lx+ . . . je na okoĺı počátku C∞-ekvivalentńı linearizovanému systému y′ = Ly.
Obecněji, systém x′ = Lx+f(x) je C∞-ekvivalentńı systému y′ = Ly+g(y), kde g(y) obsahuje
pouze rezonantńı monomy.

Př́ıklady. 1© L = λI, kde λ 6= 0 nemá žádné rezonance řádu k ≥ 2, tedy x′ = λx + . . . je
vždy C∞-ekvivalentńı x′ = λx.
2© L = diag(2, 1) má rezonanci řádu 2, př́ıslušný monom je (y2, 0). Tedy systém x′ = 2x+ y2,
y′ = y neńı C1-ekvivalentńı př́ıslušné linearizaci x′ = 2x, y′ = y.
3© L = diag(−1, 1) má rezonanci řádu 3.
4© L = diag(a+

√
b, a−

√
b), kde

√
b je iracionálńı, nemá žádné rezonance.

Výpočet 2.1. Nechť

L =

(
0 −1
1 0

)
– nehyperbolická lineárńı část, souvisej́ıćı s Hopfovou bifurkaćı. Potom

adL

(
x2

0

)
=

(
2xy
x2

)
Obecněji, matice adL v̊uči bázi B2 je

0 −1 0 −1 0 0
2 0 −2 0 −1 0
0 1 0 0 0 −1
1 0 0 0 −1 0
0 1 0 2 0 −2
0 0 1 0 1 0


Matice je regulárńı, tj. členy řádu k = 2 lze vždy odstranit.
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Uvažujme nyńı k = 3. Vzhledem k bázi

B3 =

{(
x3

0

)
,

(
x2y
0

)
,

(
xy2

0

)
,

(
y3

0

)
,

(
0
x3

)
,

(
0
x2y

)
,

(
0
xy2

)
,

(
0
y3

)}
má adL matici 

0 −1 0 0 −1 0 0 0
3 0 −2 0 0 −1 0 0
0 2 0 −3 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 3 0 −2 0
0 0 1 0 0 2 0 −3
0 0 0 1 0 0 1 0


Matice je singulárńı. (Sloupce 1, 2, 3, 4, 5 a 8 jsou nezávislé, sloupce 6 a 7 lze jimi vyjádřit.)
Lze psát

H3 = adL(H3)⊕ V

kde V je algebraický doplněk – má dimenzi 2, leč neńı určen jednoznačně. Volme V báźı (v
souřadnićıch B3)

v1 = (1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1)t, v2 = (0,−1, 0,−1, 1, 0, 1, 0)t

tj. členy řádu 3 lze odstranit až na nějakou lineárńı kombinaci av1 +bv2 – to odpov́ıdá člen̊um

· · ·+ (ax− by)(x2 + y2) + . . .

· · ·+ (bx+ ay)(x2 + y2) + . . .

což je zjevně př́ıhodné pro přechod do polárńıch souřadnic.

V př́ıpadě k = 4 (obecněji pro každé k sudé) je matice adL regulárńı, tj. členy sudého
řádu lze vždy odstranit. V př́ıpadě lichého k lze odstranit vše vždy až na dvoudimenzionálńı
podprostor př́ıslušného Hk.
Speciálně pro k = 5 má adL vzhledem k bázi

B5 =

{(
x5

0

)
,

(
x4y
0

)
, . . . ,

(
0
xy4

)
0,

(
0
y5

)}
tvar 

0 -1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0
5 0 -2 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 4 0 -3 0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 3 0 -4 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 2 0 -5 0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1

1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 5 0 -2 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 4 0 -3 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 3 0 -4 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 2 0 -5
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
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opakuj́ıćı se struktura je zřejmá a podobně jako v př́ıpadě k = 3 se ukáže, že členy řádu 5 lze
odstranit až na

· · ·+ (ax− by)(x2 + y2)2 + . . .

· · ·+ (bx+ ay)(x2 + y2)2 + . . .

Výpočet 2.2. Uvažujme systém s lineárńı část́ı

L =

(
1 0
0 −1

)
(4)

– tj. hyperbolický (sedlový) bod.
Př́ıpad k = 2 : matice adL v̊uči bázi B2 je

−1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 3 0 0 0
0 0 0 −3 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 1


– členy druhého řádu lze odstranit.
Př́ıpad k = 3 : matice adL v̊uči bázi B3 je

−2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 4 0 0 0 0
0 0 0 0 −4 0 0 0
0 0 0 0 0 −2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2


Nulovost druhého a sedmého sloupce znač́ı, že

. . .+ ax2y + . . .

. . .+ bxy2 + . . .
(5)

jsou rezonantńı monomy, které nelze odstranit, dokonce ani modifikovat žádnou substitućı
typu I+P , kde P ∈ H3. Tedy žádný systém s lineárńı část́ı (4) a obsahuj́ıćı členy (5) nemůže
být C1-ekvivalentńı své linearizaci.

Věta 2.2. [Normálńı tvar Hopfovy bifurkace.] Soustavu

x′ = −ω0y + f(x, y)

y′ = ω0x+ g(x, y)

lze substitućı tvaru I + P (X), kde P (X) ∈ H2 ⊕H3 převést na tvar

x′ = −ω0y + (ax− by)(x2 + y2) + . . .

y′ = ω0x+ (bx+ ay)(x2 + y2) + . . .
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kde

16a = fxxx + fxyy + gxxy + gyyy +
1

ω0

[
fxy(fxx + fyy)− gxy(gxx + gyy)− fxxgxx + fyygyy

]
kde fxx, fxyy, . . . , znač́ı vždy př́ıslušnou parciálńı derivaci, vypočtenou v bodě (0, 0). Obecněji,
má-li lineárńı část tvar (

dµ −(ω0 + cµ)
ω0 + cµ dµ

)
lze systém převést na tvar – v polárńıch souřadnićıch –

r′ = r(dµ+ ar2) + . . .

θ′ = ω0 + cµ+ br2 + . . .

Odsud lze pomoćı VoIF a lemmatu o vyděleńı dedukovat existenci hladké křivky parametr̊u
µ = µ̂(r0), pro než existuj́ı netriviálńı periodická řešeńı, procházej́ıćı bodem (x, y) = (r0, 0).
Dále je µ̂′(0) = 0, µ̂′′(0) = −2a/d a tato periodická řešeńı jsou (orbitálně) stabilńı, právě
když a < 0. To je ve shodě s heuristikou, plynoućı ze ,,schematizované“ rovnice

r′ = r(dµ+ ar2)

3. Nehladká dynamika a diferenciálńı inkluze.

Klasická teorie: rovnice x′ = f(t, x) za předpokladu f(·, ·) spojité či hladké.
Méně regularity v̊uči času: lokálńı integrovatelnost (Carathéodoryho teorie), mı́ry, derivace
BV funkćı (fundamentálńı řešeńı, distribuce). Ještě méně regularity: b́ılý šum (stochastické
dif. rovnice).
Nás budou zaj́ımat: úlohu s nespojitost́ı v̊uči x, vedoućı na pravou stranu ve tvaru multifunkce,
s přirozenou formulaćı úlohy jako diferenciálńı inkluze.

Př́ıklady. 1© Coulombovo (suché) třeńı: třećı śıla nezáviśı na rychlosti; je-li śıla menš́ı než
kritická mez, pohyb nenastává. Newtonovy pohybové zákony pak dávaj́ı

mx′′ + F = h(t) (6)

kde m > 0 je hmotnost, h(t) je vněǰśı (daná) śıla, F je třećı śıla a x resp. x′ je poloha resp.
rychlost, přičemž plat́ı F = Fc pro x′ > 0, F = −Fc pro x′ < 0 a F ∈ [−Fc, Fc] pokud x′ = 0.
2© Gauseho model dravec-kořist se skrýš́ı:

x′ = rx− yϕ(x) (7)

y′ =
(
eϕ(x)− h

)
y (8)

kde funkce ϕ(x) vyjadřuj́ıćı mı́ru pož́ıráńı kořisti je

ϕ(x) =

{
0 x < xs
mx
a+x x > xs

(9)

Smyslu modelu je následuj́ıćı: pokud x < xs, kde xs je ,,kapacita skrýše“, nedocháźı v̊ubec k
odlovu kořisti. Naopak x > xs je kořist nucena opustit skrýš a nastává odlov jako u Holling-
Tannerova modelu.
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3© Problém úlohy s regulaćı
x′ = f(t, x, u)

kde u = u(t) je měřitelná funkce s hodnotami v U lze ekvivalentně formulovat jako

x′ ∈ F (t, x)

kde F (t, x) = {f(t, x, u); u ∈ U}

Definice. Řešeńım Gauseho modelu (7–9) rozumı́me trojici x = x(t), y = y(t) a ϕ = ϕ(t),
splňuj́ıćı

• x(t), y(t) jsou absolutně spojité, ϕ(t) je měřitelná

• pro s.v. t plat́ı

x′ = rx− yϕ
y′ =

(
eϕ− h

)
y

(x, ϕ) ∈ G

kde G ⊂ R2 je definováno jako

G = {(x, 0), x ∈ [0, xs]} ∪ {(xs, y), y ∈ [0, mxsa+xs
]} ∪ {(x, mxa+x), x ≥ xs}

Poznámka. Filippov̊uv př́ıstup: nechť pravá strana F rovnice X ′ = F (X) má nespojitost na
nadploše Γ, s jednostrannými limitami F+ a F−.
Zřejmě pot́ıže s pokračováńım řešeńı nastávaj́ı pouze tehdy, když F+ i F− mı́̌ŕı do Γ. (Situace,
že by obě mı́̌rily ven, v ,,rozumných“ modelech nenastává).
V takovém př́ıpadě se na Γ ř́ıd́ım rovnićı X ′ = F̃ (X), kde F̃ = αF− + (1 − α)F+, přičemž
α ∈ [0, 1] je voleno tak, že F̃ má směr tečný ke Γ.

Věta 3.1. Nechť x0 ≥ 0, y0 ≥ 0 a T > 0 je dáno. Pak existuje právě jedno řešeńı Gauseho
modelu, definované na [0, T ], s počátečńımi podmı́nkami x(0) = x0 a y(0) = y0.

Nyńı se budeme zabývat problémem Coulombova třeńı; úlohu ještě nepatrně zobecńıme na

mx′′ + F − γ(x′) + σ(x) = h(t) (10)

kde γ(·) je relaxačńı funkce, σ(·) elastická śıla (např. pružiny). Budeme předpokládat, že
pravá strana h(t) ∈ L2(0, T ) a funkce σ, γ jsou lipschitzovské.

Definice. Řešeńım Coulombova problému (10) rozumı́me dvojici x = x(t) a F = F (t),
splňuj́ıćı

• x(t) a y(t) = x′(t) jsou absolutně spojité, F (t) měřitelná

• pro s.v. t je splněna rovnice (10) a dále vztah

(x′, F ) ∈ C (11)

kde C ⊂ R2 je definováno jako

C = {(x,−Fc), x ≤ 0} ∪ {(0, y), y ∈ [−Fc, Fc]} ∪ {(x, Fc), x ≥ 0} (12)
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Věta 3.2. Pro každé x0, y0 existuje právě jedno řešeńı Coulombova problému, splňuj́ıćı
x(0) = x0 a y(0) = y0.

Poznámka. V uvedených větách jde pouze o dopřednou existenci a jednoznačnost; pro t < 0
jedno ani druhé obecně zaručeno neńı.

Poznámka. Multifunkce F : X → 2Y jednoznačně odpov́ıdá svému grafu

G = {(x, y) ∈ X × Y ; y ∈ F (x)}

proto v následuj́ıćım tyto pojmy použ́ıváme v podstatě jako synonyma.

Definice. Graf G nazveme monotónńı, jestliže pro všechny dvojice (x1, y1), (x2, y2) ∈ G plat́ı
(y1 − y2)(x1 − x2).
Nazveme ho maximálně monotónńı, jestliže je monotónńı, a neexistuje striktńı rozš́ı̌reńı, které
je opět monotónńı.

Poznámky. Pojem maximálńı monotonie má mnoho pěkných vlastnost́ı, např.

• lze obecně uplatnit i pro multifunkce na Hilbertových prostorech či z X do X∗, obecně
kdykoliv má smysl součin 〈x, y〉 pro y ∈ F (x)

• geometrická charakterizace: G je maximálně monotónńı ⇐⇒ otočeńım o 45o vznikne
graf 1-lipschitzovské (jednohodnotové) funkce

• má-li multifunkce x→ F (x) maximálně monotónńı graf, pak úloha

x′ ∈ F (x)

x(0) = x0

má pro každé x0 právě jedno tzv. pomalé řešeńı, tj. x′(t) je (skoro vždy) bodem minima
množiny {|y|; y ∈ F (x(t))}.

My využijeme jednu kĺıčovou vlastnost monotónńıch zobrazeńı, totiž uzavřenost grafu vzhle-
dem k silné krát slabé topologii:

Lemma 3.1. Nechť X je Hilbertov̊uv prostor, nechť multifunkce F : X → 2X je maximálně
monotónńı. Nechť

• xn(t)→ x(t) silně v X

• yn(t)→ y(t) slabě v X

• yn ∈ F (xn) pro ∀n

Potom též y ∈ F (x).

Poznámka. Ekvivalentně řečeno jde o uzavřenost grafu F vzhledem k silné krát slabé topologii.

Poznámky. Nechť F : B → B je spojitá (jednohodnotová) funkce, B neprázdná podmnožina
prostoru X. Existence pevného bodu je zaručena, je-li dále

• X = Rn, B konvexńı, omezená, uzavřená (Brouwer)

• X obecně Banach̊uv, B ⊂ X konvexńı, omezená, uzavřená a nav́ıc buď F nebo F (B)
prekompaktńı (Schauder)
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• X úplný metrický prostor, F kontrakce (Banach)

Aplikace na existenčńı věty v teorii DR: Schauder =⇒ Peano, Banach =⇒ Picard, vždy
jde o pevný bod funkcionálu

x(t) 7→ x0 +

∫ t

0
f(s, x(s)) ds

Pro diferenciálńı inkluze potřebujeme analogicky pevný bod pro multifunkce Pro multifunkce
je to podobné, potřebujeme správný pojem spojitosti. V následuj́ıćım X je lokálně konvexńı
prostor (typicky Banach̊uv prostor se silnou nebo slabou topologíı).

Definice. Pevným bodem multifunkce F rozumı́me x takové, že x ∈ F (x).
Multifunkce F se nazve shora polospojitá, jestliže pro každé x0 a otevřenou G ⊃ F (x0)
existuje okoĺı U(x0) takové, že F (x) ⊂ G pro každé x ∈ U(x0).

Lemma 3.2. Nechť K ⊂ X je kompaktńı, nechť multifunkce F : K → 2K má uzavřené
hodnoty. Potom F je shora polospojitá, právě když jej́ı graf je uzavřený v K ×K.

Věta 3.3. [Kakutani - KyFan.] Nechť K ⊂ X je neprázdná, kompaktńı, konvexńı. Nechť
F : K → 2K je shora polospojitá, s konvexńımi, uzavřenými, neprázdnými hodnotami. Potom
F má v K pevný bod.

Důsledek. Důkaz Věty 3.2 (existenčńı část). Osnova d̊ukazu je následuj́ıćı:
1) X = L2(0, T ) se slabou topologíı, K = {F ∈ X; |F (t)| ≤ Fc s.v.}, Y = AC([0, T ]). Dále
definujeme η : K → Y řešićı funkci(onál) F (·) 7→ y(·) rovnice (10). Konečně ϕ : L2(0, T )→ K
je multifunkcionál ,,př́ıpustných sil“, tj.

ϕ(y) = {F ∈ K; (y(t), F (t)) ∈ C s.v.}

Zřejmě (kĺıčové pozorováńı) existence řešeńı ⇐⇒ pevný bod multifunkcionálu F = ϕ ◦ η na
množině K. Ověřeńı předpoklad̊u Věty 3.3:
2) K ⊂ X je kompaktńı (neboť je omezená, uzavřená a konvexńı, tedy slabě uzavřená).
Podobně F(F ) je neprázdná, konvexńı, uzavřená (a tedy kompaktńı).
3) Operátor η je spojitý (zobecněný Picard) a nav́ıc omezený do W 1,2 (apriorńı odhady), tedy
kompaktńı do L2 d́ıky vlastnostem Sobolevových prostor̊u
4) Multifunkcionál ϕ má maximálně monotónńı graf. Dı́ky Lemmatu 3.1 a kompaktnosti η
odsud lehce dostanu uzavřenost grafu a tedy shora polospojitost F = ϕ ◦ η (vše v̊uči X, tj.
slabé L2 topologii).

4. Optimálńı regulace
Budeme se zabývat úlohou

min
u∈U

P (u(·)) =

∫ t∗

0
r(x(t), u(t)) dt

U = {u : [0, T ]→ U, měřitelné }
x′ = f(t, x, u), x(0) = x0, x(t∗) = x1

(M)

Trvalé předpoklady: f , r hladké a omezeného r̊ustu tak, aby úloha měla smysl (existence,
jednoznačnost x, nav́ıc spojitá závislost na u v̊uči řekněme L1 topologii, zdola omezenost
funkcionálu P ).
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Množina U ⊂ Rm hodnot př́ıpustných regulaćı je kompaktńı, konvexńı, neprázdná.

Poznámky. Jedná se o tzv. Mayer̊uv problém (s předepsanou koncovou podmı́nkou x1 a
volným časem t∗), speciálńım př́ıpadem je problém časově optimálńı regulace (r ≡ 1).
Budeme studovat nutné i postačuj́ıćı podmı́nky nabýváńı minima.

Značeńı a terminologie. Pro danou regulaci u(t) a počátečńı podmı́nku x0 existuje jediné
řešeńı x(t), tzv. ,,odezva“, též ,,trajektorie“. (Anglicky: response, trajectory).
Splňuje-li trajektorie/odezva, př́ıslušná k danému u(t) nav́ıc počátečńı a koncovou podmı́nku,

ṕı̌seme krátce x0
t∗−−→
u(·)

x1.

Lze studovat speciálńı tř́ıdy regulaćı s vyšš́ı regularitou, např. ULip
λ znač́ı λ-lipschitzovské,

UPK
ν jsou po částech konstatńı s nejvýše ν body nespojitosti. (Existence minima v těchto

tř́ıdách je snadná d́ıky jejich kompaktnosti v L1 normě).
Při studiu úlohy (M) je přirozené zabývat se multifunkćı F : [0, T ]× Rn → 2R

n
, definovanou

jako
F (t, x) =

{
f(t, x, u); u ∈ U} (13)

Ze spojitosti f a kompaktnosti U lehce plyne, že F má kompaktńı hodnoty a také uzavřený
graf. Dle Lemmatu 3.2 je tedy shora polospojitá.

Věta 4.1. Funkce x(t) ∈ AC([0, T ]) je trajektoríı, právě když x′(t) ∈ F (t, x(t)) pro s.v. t.

Lemma 4.1. [Filippov.] Nechť U je kompaktńı, g(t, u) : [0, T ] × U → Rn spojitá, ψ(t) :
[0, T ]→ Rn měřitelná funkce taková, že ψ(t) ∈ g(t, U) pro s.v. t.
Potom existuje měřitelná funkce η(t) : [0, T ]→ U taková, že ψ(t) = g(t, η(t)) pro s.v. t.

Lemma 4.2. Nechť multifunkce (13) má nav́ıc konvexńı hodnoty. Potom množina trajektoríı
je uzavřená v C([0, T ]).

Definice. Reformulace úlohy (M): rozš́ı̌rená úloha (M̂), přidáńı falešné rovnice x′n+1 =
r(t, x, u), xn+1(0) = 0. Pak jde o minimizaci xn+1(t

∗).

Věta 4.2. Nechť existuje u(t) ∈ U takové, že x0
t∗−−→
u(·)

x1. Nechť multifunkce, př́ıslušná k

rozš́ı̌rené úloze, tj.
F̂ (t, x) =

{
(f(t, x, u), r(t, x, u)), u ∈ U

}
má konvexńı hodnoty. Potom úloha (M) má řešeńı.

Věta 4.3. [Pontrjagin̊uv princip maxima pro úlohu (M).] Nechť u∗(t) ∈ U je lokálńı minimum
úlohy (M), nechť x∗(t) je př́ıslušná odezva. Pak existuje q ≤ 0 takové, že pro Hamiltonián
H(p, x, u) = p · f(x, u) + qr(x, u) plat́ı:

1. H(p∗(t), x∗(t), u∗(t)) = maxv∈U H(p∗(t), x∗(t), v)

2. maxv∈U H(p∗(t), x∗(t), v) = 0

pro skoro všechna t ∈ (0, t∗), kde p∗(t) je jisté netriviálńı řešeńı adjungované úlohy

(pT )′ = −
(
∇xH

)
(p, x∗(t), u∗(t))

Opakováńı. Princip ,,bang-bang“ – Věta 18.9. z ODR2. Pro lineárńı autonomńı úlohu

x′ = Ax+Bu (14)
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s př́ıpustnými regulacemi u(t) ∈ [−1, 1]m se lze vždy omezit na regulace typu ,,bang-bang“,
tj. splňuj́ıćı ui(t) = ±1 pro s.v. t a všechna i.

Definice. Bod x ∈ K nazveme extremálńım bodem množiny K, pokud x nelze napsat jako
netriviálńı konvexńı kombinaci bod̊u z K. Znač́ıme x ∈ extK.
Krejn-Milmanova věta: nechť X je LKP, nechť K ⊂ X je neprázdná, konvexńı, kompaktńı
množina. Pak extK 6= ∅; obecněji K = co(extK).

Věta 4.4. [Princip ,,bang-bang”.] Je dána úloha (14). Nechť S ⊂ Rm je libovolná omezená

množina. Potom x0
t∗−−→
u(·)

x1 pro nějaké u(·) s hodnotami v S, právě když x0
t∗−−→
ũ(·)

x1 pro

nějaké ũ s hodnotami v coS.
Obecněji: pro úlohu (14) se lze omezit na regulace typu ,,bang-bang“, tj. splňuj́ıćı u(t) ∈ extU
pro s.v. t.

Důsledek. Existence minima pro úlohu, která je lineárńı, autonomńı vzhledem k x, tj. f =
f(x, u) = Ax+ b(u), r = r(x, u) = a · x+ e(u).
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