
27. Teorie distribućı.

Motivačńı poznámky. Dosavadńı chápáńı funkce: ,,bodové“, tj. přǐrazeńı x 7→ f(x).
Nevýhody: neexistence singulárńıch objekt̊u (Dirac). Problémy s ,,bodovým“ pojet́ım
derivace: neńı vždy definována, neměř́ı správně velikost nespojitosti, . . . .

Předběžné úvahy. [Dualita, funkcionál.] Pro f , g ∈ L2(Ω) je definováno

〈f, g〉 =

∫

Ω

f(x)g(x) dx

Tento výraz lze r̊uzně zobecňovat, přičemž f se zlepšuje: L∞(Ω), Cc(Ω), . . . , zat́ımco g se
zhoršuje (zobecňuje): L1(Ω), mı́ra na Ω, . . .
Definice: je-li X (normovaný) vektorový prostor, pak množinu všech spojitých lineárńıch
zobrazeńı F : X → R nazýváme duálem X a znač́ıme X ′. Výše uvedené prostory jsou v
(kanonickém) duálńım vztahu v následuj́ıćım smyslu:
• je-li T ∈

(
L2(Ω)

)′
pak existuje jediné g(x) ∈ L2(Ω) tak, že T (f) =

∫
Ω
f(x)g(x)dx pro

každé f(x) ∈ L2(Ω). (V tomto smyslu duálem k L2 je opět L2. Obecněji: duálem k Lp je
Lq, kde 1/p+ 1/q = 1.)
• je-li T ∈

(
Cc(Ω)

)′
a nav́ıc nezáporný, pak existuje jediná Radonova mı́ra µ na Ω taková,

že T (f) =
∫
Ω
f(x)dµ(x) pro každé f(x) ∈ Cc(Ω). (Duálem ke spojitým funkćım jsou mı́ry.)

Pozorujeme: č́ım lepš́ı (hladš́ı) prostor, t́ım větš́ı (obecněǰśı) duál. V tomto duchu dis-
tribuce (tedy duál k C∞

c ) bude zobecněńı všech Lp a prostoru měr zároveň.

Úmluva. V celé kapitole je Ω ⊂ Rn otevřená množina.

Opakováńı. Pro f(x) : Rn → R definujeme nosič funkce supp f jako uzávěr množiny

{x ∈ Rn; f(x) 6= 0} .

Ekvivalentně: nosič je nejmenš́ı uzavřená množina K taková, že f = 0 na Rn \K.

Multiindexem nazývám n-tici č́ısel α = (α1, . . . , αn), kde αj ≥ 0 jsou celá. Č́ıslo |α| =∑n
j=1 αj nazývám výška (stupeň) multiindexu. Pro funkci f(x) : Rn → R definuji

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

∂xα1

1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n

.

Pro vektor x ∈ Rn definuji
xα = xα1

1 xα2

2 . . . xαn

n .

Definice. Nechť Ω ⊂ Rn je otevřená množina. Prostor testovaćıch funkćı D(Ω) definujeme

D(Ω) =
{
ϕ(x) ∈ C∞(Ω); suppϕ je kompaktńı podmnožina Ω

}
.

Řı́káme, že funkce ϕn konverguj́ı k nule v prostoru D(Ω), jestliže plat́ı:
(i) existuje K ⊂ Ω kompaktńı tak, že suppϕn ⊂ K pro ∀n;
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(ii) Dαϕ(x) ⇒ 0 na K pro každý pevný multiindex α.
Obecněji, ϕn konverguj́ı k ϕ v prostoru D(Ω), jestliže ϕn − ϕ konverguj́ı k nule ve smyslu
předchoźı definice.

Značeńı. Normu v prostoru Ck(Ω) definujeme jako

‖φ(x)‖Ck(Ω) = sup
x∈Ω

sup
|α|≤k

∣∣Dαφ(x)
∣∣.

Tato norma popisuje stejnoměrnou konvergenci všech derivaćı až do řádu k včetně.
Pro ϕ(x) ∈ C∞(Ω) mohou být tyto normy nekonečné (např. φ(x) = 1/x v Ω = (0,∞).)
Pro ϕ(x) ∈ D(Ω) jsou ovšem nutně konečné a podmı́nka (ii) v definici konvergence v D(Ω)
ř́ıká, že ‖ϕn(x)‖Ck(Ω) → 0 pro každé k pevné.
Nalézt však jednu normu (či metriku), která by popisovala konvergenci v D(Ω), neńı možné
– př́ıčinnou je podmı́nka (i).
Definice. Distribućı v Ω rozumı́me spojité lineárńı zobrazeńı

T :D(Ω) → R

ϕ 7→ 〈T, ϕ〉.

Podrobněji řečeno, požadujeme
(i) 〈T, ϕ1 + ϕ2〉 = 〈T, ϕ1〉+ 〈T, ϕ2〉, 〈T, aϕ〉 = a〈T, ϕ〉;
(ii) ϕn → 0 v D(Ω) implikuje 〈T, ϕn〉 → 0.

Množinu všech distribućı v Ω znač́ıme D′(Ω). Symbolem 〈T, ϕ〉 znač́ıme (jak vidno výše)
hodnotu distribuce T na testovaćı funkci ϕ.

Př́ıklady. 1© Je-li f(x) ∈ L1
loc(Ω), pak definujeme Tf ∈ D′(Ω) předpisem

〈Tf , ϕ〉 =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx.

Řı́káme, že Tf je regulárńı distribuce s hustotou f .
2© Pro libovolný bod a ∈ Ω definujeme Diracovu distribuci δa předpisem

〈δa, ϕ〉 = ϕ(a).

3© Dirac na sféře δSr
∈ D′(R3) je definován jako

〈δSr
, ϕ〉 =

∫

Sr

ϕ(x)dS(x),

kde Sr = {x ∈ R3; |x| = r}; integrál chápeme jako plošný 1. druhu.
4© Vzorkovaćı distribuce V ∈ D′(R) je definována jako

〈V, ϕ〉 =
∑

n∈Z

ϕ(n).
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5© Obecněji, každá ,,rozumná“ mı́ra µ v Ω určuje distribuci Tµ předpisem

〈Tµ, ϕ〉 =

∫

µ

ϕ(x)dµ(x).

,,Rozumná“ mı́ra je zhruba taková, že spojité funkce jsou měřitelné a kompaktńı množiny
maj́ı konečnou mı́ru.
Poznámka. Lze dokázat, že vnořeńı L1

loc(Ω) ⊂ D′(Ω) (realizované zobrazeńım f 7→ Tf ) je
prosté v následuj́ıćım smyslu: jestliže f , g ∈ L1

loc(Ω) jsou takové, že distribuce Tf a Tg se
rovnaj́ı, pak nutně f(x) = g(x) skoro všude v Ω.
Značeńı. Symbolem G ⊂⊂ Ω znač́ıme situaci, kdy G je kompaktńı a G ⊂ Ω.

Věta 27.1. [O lokálně konečném řádu distribuce.] Nechť T ∈ D′(Ω), nechť G ⊂⊂ Ω je
otevřená množina. Potom existuj́ı konstanty K > 0 a m ≥ 0 celé tak, že

∣∣〈T, ϕ〉
∣∣ ≤ K‖ϕ‖Cm(G) pro ∀ϕ ∈ D(G). (*)

Poznámka. Č́ısla K a m obecně záviśı na množině G.

Poznámka. Jestliže pro T ∈ D′(Ω) můžeme v předchoźı větě volit č́ıslo m nezávisle na
množině G, nazýváme T distribućı konečného řádu.
Řádem distribuce nazýváme nejmenš́ı č́ıslo m takové, že plat́ı (*) – konstanta K stále může
obecně záviset na množině G.

Př́ıklady. 1© regulárńı distribuce je řádu 0
2© Diracova distribuce je řádu 0
3© distribuce ϕ 7→ ϕ(k)(0) je řádu k; distribuce

ϕ 7→
∑

n∈N

ϕ(n)(n)

nemá konečný řád.

Poznámka. Množina D′(Ω) je vektorový prostor: pro T , T1 a T2 ∈ D′(Ω) a a ∈ R

definujeme

〈T1 + T2, ϕ〉 := 〈T1, ϕ〉+ 〈T2, ϕ〉,

〈aT, ϕ〉 := a〈T, ϕ〉.

Lehce se ověř́ı, že T1 + T2 resp. aT jsou opět prvky D′(Ω).

Definice. Nechť Tn, T ∈ D′(Ω). Řekneme, že Tn konverguj́ı k T ve smyslu distribućı,
jestliže 〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 pro každé ϕ ∈ D(Ω) pevné.

Analogicky:
∑

k Tk = T ve smyslu distribućı, jestliže limn→∞〈
∑n

k=1 Tk, ϕ〉 = 〈T, ϕ〉 pro
každé ϕ ∈ D(Ω) pevné.
Konečně, zobrazeńı λ 7→ Tλ z metrického prostoru Λ do D′(Ω) je spojité, jestliže funkce
λ 7→ 〈Tλ, ϕ〉 (to je funkce z Λ do R) je spojitá pro každé ϕ ∈ D(Ω) pevné.
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Věta 27.2. [Úplnost D′(Ω).] Nechť Tn ∈ D′(Ω) je posloupnost distribućı. Nechť pro každé
ϕ ∈ D(Ω) pevné existuje konečná limn→∞〈Tn, ϕ〉.
Potom: označ́ıme-li tuto limitu jako 〈T, ϕ〉, je T ∈ D′(Ω).

Lemma 27.1. Jsou dány posloupnosti Tk ∈ D′(Ω) a ϕk ∈ D(Ω). Nechť (reálná) posloup-
nost 〈Tk, ϕ〉 je omezená pro každé ϕ ∈ D(Ω) pevné; nechť ϕk → 0 v D(Ω). Potom
〈Tk, ϕk〉 → 0.

Značeńı. Pro T ∈ D′(Ω) budeme někdy psát T = T (x) nebo 〈T, ϕ〉 = 〈T (x), ϕ(x)〉x,
abychom formálně pojmenovali proměnnou x ∈ Ω. – T (x) tedy neznač́ı hodnotu distribuce
T v bodě x; tento pojem nelze definovat.

Definice. Nechť A ∈ Rn×n je regulárńı matice, nechť b ∈ Rn. Označme Ω̃ = {Ay+ b; y ∈
Ω}. Potom pro T (x) ∈ D′(Ω̃) definujeme T (Ay + b) ∈ D′(Ω) předpisem

〈T (Ay + b), ϕ(y)〉y := 〈T (x),
ϕ(A−1(x− b))

| detA|
〉x, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Poznámka. Předchoźı definice je motivována vzorečkem

∫

Ω

f(Ay + b)ϕ(y) dy =

∫

Ω̃

f(x)
ϕ(A−1(x− b))

| detA|
dx;

tj. pokud f ∈ L1
loc(Ω̃), tak pro př́ıslušné regulárńı distribuce plat́ı

〈Tf(Ay+b), ϕ(y)〉y = 〈T (x),
ϕ(A−1(x− b))

| detA|
〉x.

Př́ıklady. 1© δ0(y + b) = δ−b(y)
2© ε−nδ0(ε

−1y) = δ0(y)

Lemma 27.2. [O spojitosti duálńıho zobrazeńı.] Nechť Ω, Ω̃ ⊂ Rn, nechť Φ : D(Ω) →
D(Ω̃) je spojité, lineárńı zobrazeńı. Definujme Φ′ : D′(Ω̃) → D′(Ω) předpisem

〈Φ′(T ), ϕ〉 := 〈T,Φ(ϕ)〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Potom Φ′ je spojité lineárńı zobrazeńı; speciálně Φ′(T ) ∈ D′(Ω) pro každé T ∈ D′(Ω̃).

Důsledek. Při značeńı předchoźı definice je T (x) 7→ T (Ay + b) spojité lineárńı zobrazeńı
z D′(Ω̃) do D′(Ω). Speciálně T (Ay + b) je distribuce v Ω.

Opakováńı. Je-li F (x) ∈ C1(M), kde M ⊂ Rn je ,,rozumná“ oblast, pak máme Gaussovu
větu: ∫

M

∂F

∂xi
dx =

∫

∂M

Fνi dS,

kde nalevo se integruje dle ,,plošné“ (tj. v obecném př́ıpadě n − 1-rozměrné mı́ry přes
hranici M , ν = (ν1, . . . νn) je vněǰśı normála.
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Volbou F = fg, kde f , g ∈ C1(M) dostáváme vzoreček pro integraci per-partes v Rn:
∫

M

∂f

∂xi
g dx =

∫

∂M

fgνi dS −

∫

M

f
∂g

∂xi
dx.

Lemma 27.3. Nechť f(x) ∈ Cm(Ω), nechť ϕ(x) ∈ D(Ω). Potom
∫

Ω

(Dαf)ϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

fDαϕdx

pro každý multiindex |α| ≤ m.

Definice. Nechť T ∈ D′(Ω), nechť α je libovolný multiindex. Potom definujeme distribuci
DαT ∈ D′(Ω) předpisem ϕ 7→ 〈T, (−1)αDαϕ〉.

Věta 27.3. Pro libovolný multiindex α je Dα spojité lineárńı zobrazeńı z D′(Ω) do D′(Ω);
speciálně DαT ∈ D′(Ω) pro každé α.

Poznámka. Symbol Dα už́ıváme jak pro klasickou (bodovou) derivaci, tak pro derivaci ve
smyslu distribućı. Smysl je jasný z kontextu. – Dı́ky Lemmatu 27.3. v́ıme, že pro hladkou
funkci f plat́ı DαTf = TDαf .

Př́ıklady. 1© d
dx
TY = δ0, kde Y (x) je Heavisideova funkce

2© d
dx
Tln |x| = v.p. 1

x
, kde

〈v.p.
1

x
, ϕ〉 = lim

ε→0+

∫

R\(−ε,ε)

ϕ(x)

x
dx.

je takzvaná ,,hlavńı hodnota“ (valeur principale) integrálu (Lebesgueovsky neexistuj́ıćıho).

Opakováńı. Funkce f(x) : (a, b) → R je po částech C1, jestliže existuj́ı body xj , j =
1, . . . N takové, že f a f ′ jsou spojité všude mimo xj , a nav́ıc v bodech xj maj́ı jednostranné
vlastńı limity.

Lemma 27.4. Nechť f(x) je po částech C1 v intervalu (a, b). Potom

d

dx
Tf = Tf ′ +

∑

j

{
f(xj+)− f(xj−)

}
δxj

,

kde f ′ je bodová derivace f .

Př́ıklad. Uvažujeme funkci f(x) = x2, x ∈ [−π, π], která je 2π- periodická. Jej́ı Fourierovy
koeficienty jsou bk = 0, a0 = 2π2/3, ak = (−1)k4/k2 pro k ≥ 1. Rovnost

f(x) =
π3

3
+

∞∑

k=1

(−1)k
4

k2
cos kx

plat́ı bodově (pro každé pevné x) d́ıky Větě 21.2. Ovšem rovnost (a konvergence) řady plat́ı
také v prostoru L2(−π, π), d́ıky Větě 21.4. Odsud se snadno vyvod́ı, že se jedná i o rovnost
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ve smyslu distribućı v R, kdy jednotlivé funkce ztotožńıme s př́ıslušnými regulárńımi dis-
tribucemi.
Ovšem d́ıky Větě 27.3 můžeme tuto rovnost libovolně derivovat. Tedy

d

dx
f(x) =

∑

k

(−1)k+1 4

k
sin kx,

d2

dx2
f(x) =

∑

k

(−1)k+14 cos kx,

přičemž řady vpravo stále konverguj́ı ve smyslu distribućı! Derivace vlevo vypočteme d́ıky
Lemmatu 27.4: d

dx
f(x) je 2x na (−π, π) a dále rozš́ı̌ŕıme 2π-periodicky. Konečně d2

dx2 f(x)
rovná se

2− 4π
∑

j∈Z

δ(2j+1)π.

Opakováńı. Z prvńıho semestru v́ıme, že pokud f ′(x) = 0 v intervalu (a, b), je funkce
f(x) v tomto intervalu konstantńı. Jinými slovy, derivace určuje funkci až na konstantu.
Následuj́ıćı věta nám ř́ıká, že distributivńı derivace má stejnou vlastnost.

Věta 27.4.1 Nechť Ω ⊂ Rn je otevřená, souvislá množina. Nechť T ∈ D′(Ω) je taková, že
∂

∂xj
T = 0 pro j = 1, . . . , n. Potom existuje c ∈ R takové, že T = Tc.

Definice. Nechť T ∈ D′(Ω), nechť G ⊂ Ω je otevřená množina. Řekneme, že T je nulová
v G, jestliže 〈T, ϕ〉 = 0 pro každou ϕ ∈ D(Ω), jej́ıž nosič je obsažen v G.
Řekneme, že T , S ∈ D′(Ω) se rovnaj́ı v otevřené množině G ⊂ Ω, jestliže T − S je nulová
v G ve smyslu předchoźı definice.
Definujeme nulovou množinu distribuce T ∈ D′(Ω)

OT =
⋃{

G; G ⊂ Ω je otevřená a T je nulová v G
}
;

nosič distribuce jako
suppT = Ω \ OT .

Jestliže f ∈ C∞(Ω) a T ∈ D′(Ω), definujeme distribuci fT předpisem

〈fT, ϕ〉 = 〈T, fϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Př́ıklady. 1© supp δa = {a}. Obráceně plat́ı: je-li nosič distribuce T jednobodový, je T
nutně tvaru

∑N
j=1 cjD

αjδa.

2© Př́ıklady součinu: xδ0 = 0, x(v.p. 1
x
) = T1.

Př́ıklady. Definovat obecně součin dvou distribućı T , S nelze. Přesněji vzato: nelze
definovat takový součin, aby byly splněny všechny ,,rozumné“ požadavky (asociativita,

1Důkaz pouze pro n = 1.
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komutativita) na součin, a zároveň aby bylo možné libovolně derivovat a platilo Leibnizovo
pravidlo. (Tzv. Schwartz̊uv výsledek o nemožnosti.)

Poznámky. Nyńı usilujeme o sĺıbené zobecněńı funkćı xn

n!
, tj. xn

Γ(n+1)
. Jmenovatel má

singularitu v bodě n = −1. Ovšem i čitatel zde má singularitu v tom smyslu, že funkce
xn přestává být (lokálně) integrovatelná (a tedy distribuce). Uvid́ıme, že tyto singularity
jsou ,,odstranitelné“.

Poznámka. Nadále jsou distribuce obecně komplexńı, tj. spojité lineárńı zobrazeńı T :
D(Ω) → C. Lze psát T = T1 + iT2, kde T1, T2 jsou reálné distribuce.

Definice. Je-li T distribuce, definujeme komplexně sdruženou distribuci T předpisem

〈T , ϕ〉 = 〈T, ϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Definice. Parametrickým souborem distribućı (p.s.d.) v Ω rozumı́me zobrazeńı λ 7→ Tλ,
kde Tλ ∈ D′(Ω) pro každé λ.
Řekneme, že p.s.d. Tλ záviśı holomorfně na λ ∈ O ⊂ C, jestliže λ 7→ 〈Tλ, ϕ〉 je holomorfńı
funkce pro každé pevné ϕ ∈ D(Ω).
Řekneme, že p.s.d. Tλ má v bodě λ0 izolovanou singularitu, jestliže funkce 〈Tλ, ϕ〉 maj́ı
tuto vlastnost (pro každé pevné ϕ ∈ D(Ω)).
Řekneme, že distribuce T ∈ D(Ω) je reziduum p.s.d. Tλ v bodě λ0, jestliže resλ0

〈Tλ, ϕ〉 =
〈T, ϕ〉 pro každé pevné ϕ ∈ D(Ω).
Definice. Pro λ ∈ C pevné definuji funkce

xλ
+ =

{
xλ, x > 0

0, x ≤ 0.

Tyto funkce nálež́ı L1
loc(R) pokud Reλ > −1. Př́ıslušné regulárńı distribuce budeme značit

též xλ
+.

Poznámky. [Vlastnosti xλ
+.]

1© x0
+ je Heavisideova funkce

2© pro Reλ > 1 je xλ
+ ∈ C1(R) a plat́ı

d

dx
xλ
+ = λxλ−1

+

– rovnost plat́ı bodově a (d́ıky Lemmatu 27.4.) i ve smyslu distribućı.
3© λ 7→ xλ

+ je p.s.d., který je holomorfńı v {λ ∈ C; Reλ > −1}.
4© ve smyslu násobeńı distribuce hladkou funkćı plat́ı xxλ

+ = xλ+1
+ .

Věta 27.5. P.s.d. xλ
+ lze holomorfně rozš́ı̌rit na množinu C\{−N}. Toto rozš́ı̌reńı (značené

stejně) má následuj́ıćı vlastnosti:

1. pro k ∈ N je

resλ=−k x
λ
+ =

(−1)k−1

(k − 1)!

(
d

dx

)k−1

δ0
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2. d
dx
xλ+1
+ = λxλ

+, −λ /∈ N

3. xxλ
+ = xλ+1

+ , −λ /∈ N

Definice. Pro λ ∈ C \ {−N} definujeme distribuce χλ
+ ∈ D′(R)

χλ
+ =

xλ
+

Γ(λ+ 1)
.

Zjevně se jedná o p.s.d., který záviśı holomorfně na λ ∈ C \ {−N}.

Věta 27.6. Pokud dodefinujeme

χ−k
+ =

(
d

dx

)k−1

δ0,

záviśı χλ
+ holomorfně na λ ∈ C. Plat́ı

d

dx
χλ
+ = χλ−1

+ , λ ∈ C.

Poznámka. Analogicky zavedeme distribuce xλ
−

〈xλ
−, ϕ〉 =

∫ 0

−∞

(−x)λϕ(x)dx, Reλ > −1;

poté rozš́ı̌ŕıme pro všechna λ ∈ C \ {−N}. Dále definujeme

|x|λ = xλ
+ + xλ

−, |x|λ sgn x = xλ
+ − xλ

−.

Poznámka. Daľśım ćılem je definovat Fourierovu transformaci distribućı. (Zopakujte si
kapitolu 24 minulého semestru!) – Lemma 24.4. nám ř́ıká, v jazyce distribućı, že

〈Tf̂ , ϕ〉 = 〈Tf , ϕ̂〉

Nab́ıźı se proto definovat Fourierovu transformaci distribuce T jako

〈T̂ , ϕ〉 = 〈T, ϕ̂〉, ϕ ∈ D(Rn).

Je zde ovšem háček: d́ıky Větě 24.6. v́ıme, že pokud ϕ ∈ D(Rn) a také ϕ̂ ∈ D(Rn), je
už nutně ϕ = 0. Řešeńım je nahradit D(Rn) Schwartzovým prostorem ,,rychle klesaj́ıćıch
funkćı“ S (Rn). T́ım źıskáme menš́ı prostor ,,temperovaných“ distribućı, na kterém vše už
funguje dobře.

Definice. Schwartz̊uv prostor ,,rychle klesaj́ıćıch funkćı“ definujeme jako

S (Rn) =
{
ϕ(x) ∈ C∞(Rn); xαDβϕ(x) omezená pro ∀ α, β

}
.

Řekneme, že ϕn → 0 v S (Rn), jestliže xαDβϕn(x) ⇒ 0 v Rn pro všechna α, β.

Věta 27.7. [Vlastnosti Schwartz̊uvova prostoru.]
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1. ϕn → 0 v D(Rn) =⇒ ϕn → 0 v S (Rn)

2. zobrazeńı ϕ(x) 7→ xαϕ(x) a ϕ(x) 7→ Dβϕ(x) jsou spojitá z S (Rn) do S (Rn)

3. F je lineárńı, spojité, vzájemně jednoznačné zobrazeńı S (Rn) na sebe

Definice. Temperovanou distribućı v Rn rozumı́me spojité, lineárńı zobrazeńı

T : S (Rn) → R(C),

ϕ 7→ 〈T, ϕ〉.

Prostor temperovaných distribućı znač́ıme S ′(Rn). Konvergenćı Tn → T v S ′(Rn)
rozumı́me, že 〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 pro každé ϕ ∈ S (Rn).

Poznámky. 1© S ′(Rn) ⊂ D′(Rn), neboli temperovaná distribuce je distribuce.
2© Leč ne každá distribuce je temperovaná distribuce. Např́ıklad funkce f(x) = exp(2x2)
je lokálně integrovatelná, tedy Tf ∈ D′(Rn), avšak Tf /∈ S ′(Rn).
3© Lze dokázat: pokud f(x) ∈ Lp(Rn) pro nějaké p, tedy f(x) je globálně integrovatelná,
pak už Tf ∈ S (Rn).
Obecněji, pokud f(x) je měřitelná funkce a existuje N > 0 takové, že funkce (1 +
|x|2)N |f(x)| je omezená, pak Tf ∈ S (Rn). (Takové funkce f se nazývaj́ı ,,pomalu ros-
toućı“ nebo též ,,moderované“ funkce.)
Také distribuce s kompaktńım nosičem jsou temperované (přesněji řečeno, lze je přirozeně
rozš́ı̌rit na temperované distribuce).

Lemma 27.2-S.2 Nechť Φ : S (Rn) → S (Rn) spojité, lineárńı zobrazeńı. Definujeme
duálńı zobrazeńı Φ′ : S ′(Rn) → S ′(Rn) jako

〈Φ′(T ), ϕ〉 = 〈T,Φ(ϕ)〉, ∀ϕ ∈ S (Rn).

Potom Φ′ je spojité, lineárńı zobrazeńı; speciálně Φ′(T ) ∈ S ′(Rn) pro každé T ∈ S ′(Rn)

Poznámky. Pomoćı předchoźıho lemmatu se lehce ověř́ı, že následuj́ıćı operace jsou ko-
rektně definované pro libovolnou temperovanou distribuci T ∈ S

′(Rn):
1© Derivace DαT , kde

〈DαT, ϕ〉 = 〈T, (−1)αDαϕ〉, ∀ϕ ∈ S (Rn).

2© Záměna proměnné T (Ax+ b), kde

〈T (Ay + b), ϕ(y)〉y := 〈T (x),
ϕ(A−1(x− b))

| detA|
〉x, ∀ϕ ∈ S (Rn).

3© Součin ωT , kde ω je nekonečně hladká, pomalu rostoućı funkce, kde klademe

〈ωT, ϕ〉 = 〈T, ωϕ〉, ∀ϕ ∈ S (Rn).

2Bez d̊ukazu.
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Definice. Nechť T ∈ S ′(Rn) je temperovaná distribuce. Potom definujeme jej́ı Fourierovu
transformaci T̂ ∈ S ′(Rn) jako

〈T̂ , ϕ〉 = 〈T, ϕ̂〉, ∀ϕ ∈ S (Rn).

Př́ıklady. 1© δ̂a = exp(−2πiaξ); speciálně δ̂0 = 1.

2©
(̂
v.p. 1

x

)
= −iπ sgn x

Věta 27.8. T 7→ T̂ je lineárńı, spojité, vzájemně jednoznačné zobrazeńı prostoru S ′(Rn)
na sebe.

Poznámka. Pro T ∈ S ′(Rn) definujeme dále inverzńı Fourierovu transformaci Ť ∈
S ′(Rn) předpisem

〈Ť , ϕ〉 = 〈T, ϕ̌〉, ∀ϕ ∈ S (Rn).

Plat́ı též, že T 7→ Ť je lineárńı, spojité, vzájemně jednoznačné zobrazeńı prostoru S ′(Rn)
na sebe. Dále

(
T̂
)
ˇ=

(
Ť
)
ˆ= T pro každé T ∈ S ′(Rn).

Věta 27.9. Nechť T ∈ S ′(Rn). Potom:

1. Ť (x) = T̂ (−x)

2. Ť = T̂ , T̂ = Ť

3. T̂ (y − a) =
[
exp(2πi(a, x))T (x)

]
(̂y)

4.
[
T (x− a)

]
(̂y) = exp(−2πi(a, y))T̂ (y)

5.
[
T (εx)

]
(̂y) = |ε|−nT̂ (ε−1y)

6. Je-li T sudá (lichá, radiálně symetrická), má T̂ stejnou vlastnost.

7.
[
DαT

]
(̂y) = (2πiy)αT̂ (y)

8. DβT̂ (y) =
[
(−2πix)βT (x)

]
(̂y)

Př́ıklady. 1©
[
exp(2πi(a, x))

]
ˆ = δa; odsud pak

[
cos(b, x)

]
ˆ =

1

2

(
δb/2π + δ−b/2π

)

[
sin(b, x)

]
ˆ =

1

2i

(
δb/2π − δ−b/2π

)

2© Pro Heavisideovu funkci Y plat́ı:

Ŷ (x) =
1

2πi

(
v.p.

1

x

)
+

1

2
δ0(x)
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Poznámky. Nechť f(x) : Ω1 → R, g(y) : Ω2 → R. Potom definuji tenzorový součin f ⊗ g
jakožto funkci z Ω1 × Ω2 do R předpisem

(
f ⊗ g

)
(x, y) = f(x)g(y).

Jsou-li f , g lokálně integrovatelné na Ω1, Ω2, je také f⊗g lokálně integrovatelná na Ω1×Ω2

a pro př́ıslušnou regulárńı distribuci plat́ı

〈Tf⊗g, ϕ〉 =

∫∫

Ω1×Ω2

f(x)g(y)ϕ(x, y)dxdy

=

∫

Ω1

f(x)

(∫

Ω2

g(y)ϕ(x, y)dy

)
dx

=

∫

Ω2

g(y)

(∫

Ω1

f(x)ϕ(x, y)dx

)
dy

d́ıky Fubiniho větě. Druhý a třet́ı řádek lze také napsat jako

〈Tf(x), 〈Tg(y), ϕ(x, y)〉〉 respektive 〈Tg(y), 〈Tf(x), ϕ(x, y)〉〉.

To motivuje následuj́ıćı definici.

Definice. [Tenzorový součin distribućı.] Nechť T (x) ∈ D′(Ω1), nechť S(y) ∈ D′(Ω2), kde
Ω1 ⊂ Rn, Ω2 ⊂ Rm jsou otevřené množiny. Pak definujeme distribuci T ⊗S ∈ D′(Ω1×Ω2)
předpisem

〈T ⊗ S, ϕ〉 = 〈T (x), 〈S(y), ϕ(x, y)〉〉, ∀ϕ ∈ D(Ω1 × Ω2).

Poznámka. Nebudeme ověřovat, že se jedná o korektně definovanou distribuci. Též
následuj́ıćı větu ponecháme bez d̊ukazu.

Věta 27.10.3 [Vlastnosti tenzorového součinu distribućı.] Nechť T a S jsou jako v
předchoźı definici. Potom:

1. 〈T (x), 〈S(y), ϕ(x, y)〉〉 = 〈S(y), 〈T (x), ϕ(x, y)〉〉 (tzv. distributivńı Fubiniho věta)

2. supp
(
T ⊗ S

)
⊂ supp T × suppS

3. Tn → T v D′(Ω1) =⇒ Tn ⊗ S → T ⊗ S v D′(Ω1 × Ω2)

4. Dα
x

(
T ⊗ S) =

(
Dα

xT
)
⊗ S, Dβ

y

(
T ⊗ S) = T ⊗

(
Dβ

yS
)

Př́ıklad. Pro a ∈ Rn, b ∈ Rm je δa ⊗ δb = δ(a,b), kde vpravo máme Diraca v bodě
(a, b) ∈ Rm+n.

Poznámky. Konvoluce funkćı f(x), g(x) : Rn → C je definována jako

f ∗ g(x) =

∫

Rn

f(y)g(x− y)dy.

3Bez d̊ukazu.
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Je to asociativńı a komutativńı operace. Plat́ı, že f ∗g je tak hladká jako f a g dohromady.
Při aplikováńı libovolné derivace máme

Dα
{
f ∗ g

}
= Dαf ∗ g = f ∗Dαg.

Daľśı kĺıčovou vlastnost́ı je

f̂ ∗ g = f̂ ĝ.

Naš́ım ćılem je zavést konvoluce distribućı. Protože se jedná o nelineárńı operaci, nep̊ujde
to bez dodatečných omezeńı.

Motivačńı výpočet 1. Jsou-li f ∈ L1(Rn), g ∈ D(Rn), je také f ∗ g ∈ L1(Rn) a v jazyce
distribućı

f ∗ g(x) =

∫

Rn

f(y)g(x− y)dy = 〈Tf (y), g(x− y)〉y.

To motivuje následuj́ıćı definici.

Definice. [Konvoluce distribućı – 1. verze] Nechť T ∈ D′(Rn), ϕ ∈ D(Rn). Potom
definujeme konvoluci T ∗ ϕ předpisem

T ∗ ϕ(x) := 〈T (y), ϕ(x− y)〉y.

Věta 27.11. 4 Nechť T ∈ D′(Rn), ϕ ∈ D(Rn). Potom T ∗ ϕ(x) je C∞ a plat́ı

Dα
{
T ∗ ϕ}(x) = DαT ∗ ϕ(x) = T ∗Dαϕ(x)

pro každé x, α.

Motivačńı výpočet 2. Jsou-li f , g ∈ L1(Rn), je také f ∗ g ∈ L1(Rn) a pro ϕ ∈ D(Rn)
máme (s použit́ım Fubiniho věty)

〈Tf∗g, ϕ〉 =

∫∫

Rn×Rn

f(y)g(x)ϕ(x, y) dxdy = 〈Tf ⊗ Tg, ϕ(x+ y)〉.

Problém: ϕ(x+ y) neńı testovaćı funkce v Rn ×Rn, neboť nemá omezený nosič. Je-li totiž
nosič funkce ϕ(x) obsažen v kouli B(0, R), má ϕ(x+ y) nosič v neomezeném pásu

ΩR :=
{
(x, y) ∈ Rn × Rn; |x− y| < R

}
.

To motivuje následuj́ıćı definici.

Definice. [Konvoluce distribućı – 2. verze] Nechť T , S ∈ D′(Rn). Nechť je splněna
dodatečná podmı́nka:

supp(T ⊗ S) ∩ ΩR je omezená množina pro každé R > 0. (1)

4Bez d̊ukazu.
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Potom definujeme konvoluci T ∗ S ∈ D′(Rn) předpisem

〈T ∗ S, ϕ〉 := 〈T ⊗ S, ηϕ(x+ y)〉,

kde η ∈ D(Rn × Rn) je volena tak, že η ≡ 1 na množině supp(T ⊗ S) ∩ suppϕ(x+ y).

Poznámka. Opět by bylo třeba dokázat, že T ∗ S je korektně definovaná distribuce;
speciálně že definice nezáviśı na bližš́ı volbě funkce η.
Podmı́nka (1) je splněna např́ıklad v těchto situaćıch:

• jedna z distribućı T , S má omezený nosič

• distribuce T , S maj́ı jednostranně omezený nosič (obě z téže strany)

Věta 27.12. 5 Nechť distribuce T , S splňuj́ı podmı́nky předchoźı definice. Potom

1. T ∗ S = S ∗ T (komutativita)

2. Pokud nav́ıc alespoň dvě z distribućı T , S, R maj́ı omezený nosič, pak T ∗ (S ∗R) =
(T ∗ S) ∗R (asociativita)

3. pro libovolné α plat́ı

Dα
{
T ∗ S

}
= DαT ∗ S = T ∗DαS.

4. supp T ∗ S ⊂ suppT + suppS; množinou vpravo mı́ńıme {a + b; a ∈ suppT, b ∈
suppS}.

Př́ıklady. 1© T ∗ δ0 = δ0 ∗ T = T
2© T ∗Dαδ0 = DαT
3© T ∗ δa(x) = T (x− a)
4© 1 ∗ ( d

dx
δ0 ∗ h) = 1, zat́ımco (1 ∗ d

dx
δ0) ∗ h = 0 (srovnej bod 2 předchoźı věty)

Poznámka. Pokud T je temperovaná distribuce a S je distribuce s kompaktńım nosičem,
definujeme T ∗ S formálně stejně jako výše.

Lze dokázat, že T ∗ S je opět temperovaná distribuce a

T̂ ∗ S = T̂ Ŝ.

Součin vpravo má smysl, protože kompaktnost nosiče S zaručuje, že to je také temperovaná
distribuce; nav́ıc Ŝ je nekonečně hladká a pomalu rostoućı funkce.

Zavedeńı necelých derivaćı. Pro libovolnou distribuci g ∈ D′(R), jej́ıž nosič je zleva
omezený, a pro libovolné λ ∈ C definujeme

dλg := g ∗ χ−1−λ
+ .

Z vlastnost́ı distribućı χλ
+, zavedených výše, lze ukázat:

5Bez d̊ukazu.
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• dkg =
(

d
dx

)k
g, k ≥ 0 celé

• d−1g je ,,primitivńı distribuce“, tj. d
dx

(
d−1g

)
= g

• obecně plat́ı dλ(dµg) = dλ+µg pro libovolná λ, µ ∈ C

• nav́ıc λ 7→ dλg je p.s.d. který záviśı holomorfně na λ ∈ C.

Konkrétně: pokud s ∈ [0, 1], tak d−sg (neboli s-tá primitivńı funkce) je konvoluce g
s (lokálně integrovatelnou) funkćı xs−1

+ /Γ(s). Naopak dsg lze chápat jako ds−1d1g =
d−(1−s) d

dx
g; tj. necelá primitivńı funkce od prvńı derivace g.
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