
25. Laplaceova transformace.

Definice. Definujeme prostor

L1
+ :=

{

f(t) : (0,+∞) → C měřitelná a ∃ c ∈ R, f(t)e−ct ∈ L1(0,+∞)
}

.

Poznámky.

• L1
+ ( L1(0,+∞)

• f ∈ L1
+ =⇒ f ∈ L1(0, K) pro ∀K < +∞ (tj. je lokálně integrovatelná)

• f(t) = et
2

/∈ L1
+

Značeńı. Pro f(t) ∈ L1
+ definujeme abscisu konvergence

cf = inf
{

c ∈ R : f(t)e−ct ∈ L1(0,+∞)
}

Obecně f(t)e−cf t /∈ L1(0,∞); pro libovolné c > cf f(t)e−ct integrovatelné je.

Definice. Laplaceovu transformaci funkce f(t) ∈ L1
+ definujeme

L
{

f(t)
}

[p] = F (p) =

∫ +∞

0

f(t)e−pt dt ∀p ∈ C, Re p > cf .

Poznámky.

• přǐrazuje funkci f(t) funkci F (p)
• definice je korektńı: |f(t)|e−Re pt integrovatelná majoranta
• souvislost s Fourierovou transformaćı:

F (p) = ̂[

f(x)e−Re px
]

(
Im p

2π
) ,

přičemž plat́ı (v celé kapitole) následuj́ıćı –

Úmluva. Pro každou f ∈ L1
+ klademe f(t) = 0, je-li t ≤ 0.

Věta 25.1. [Vlastnosti F (p) = L{f(t)}.] Nechť f(t) ∈ L1
+. Potom

(1) F (p) ∈ H
(

{p ∈ C : Re p > cf}
)

(2) dk

dpk
F (p) = L

{

(−t)kf(t)
}

[p] pro ∀k ∈ N

(3) F (p) → 0 pro Re p → +∞, Im p ∈ R pevné
(4) F (p) → 0 pro Im p → ±∞, Re p > cf pevné

Př́ıklady.

• L{1} = 1
p
(cf = 0)

• L{eat} = 1
p−a

, Re p > a = cf

• L{tα} = Γ(α+1)
pα+1 , Re p > 0 = ctα , pro α > −1

1



Opakováńı. V souvislosti s předchoźım př́ıkladem připomeňme, že tzv.
hlavńı větev logaritmu Ln(z) je definována jako inverzńı funkce k exp(z) re-
stringované na pás {−π < Im z < π}.
Plat́ı: Ln(z) ∈ H(C\ (−∞, 0]), Ln′(z) = 1/z a Ln(x) = ln(x) pro x ∈ (0,∞).

Věta 25.2. [Škálováńı a posun L.t.] Nechť f(t) ∈ L1
+. Potom

(1) L
{

f(αt)
}

[p] = 1
α
L
{

f(t)
}

[p/α] pro α > 0, Re p > αcf
(2) L

{

f(t− α)
}

[p] = e−αtL
{

f(t)
}

[p] pro α > 0, Re p > cf
(3) L

{

eatf(t)
}

[p] = L
{

f(t)
}

[p− a] pro a ∈ C, Re p > Re a+ cf

Věta 25.3. [L.t. a derivace.] Nechť f (j)(t) ∈ L1
+ ∩ C([0,+∞)) pro j =

0, . . . , n. Potom

L
{

f (n)(t)
}

[p] = pnF (p)−
n−1
∑

j=0

pjf (n−1−j)(0) .

Speciálně

L
{

f ′(t)
}

[p] = pF (p)− f(0) ,

L
{

f ′′(t)
}

[p] = p2F (p)− f ′(0)− pf(0) .

Definice. Pro f(t), g(t) ∈ L1
+ definujeme konvoluci

[

f ∗ g
]

(t) =

∫ t

0

f(s)g(t− s) ds t > 0

a nula pro t < 0.

Poznámka. Dı́ky úmluvě výše (f , g = 0 pro t ≤ 0) je tato definice totožná
s definićı konvoluce v Kapitole 24.

Lemma 25.1. [Konvoluce v L1
+.] Nechť f , g ∈ L1

+. Potom [f ∗ g](t) má
smysl pro s.v. t a je prvkem L1

+. Nav́ıc: cf∗g ≤ max{cf , cg}.

Věta 25.4. [L.t. a konvoluce.] Nechť f(t), g(t) ∈ L1
+. Potom

L
{

[f ∗ g](t)
}

[p] = L{f(t)}[p]L{g(t)}[p] , Re p > max{cf , cg} .

Důsledek. [L.t. primitivńı funkce.] Nechť f(t) ∈ L1
+. Označ h(t) =

∫ t

0
f(s) ds. Pozorováńı: h(t) = f ∗ Y (t), kde

Y (t) =

{

1, t > 0,

0, t < 0.
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je Heavisideova funkce. Výše jsme ukázali, že LY (t) = 1/p. Tedy Lh(t)[p] =
F (p)/p. Nav́ıc: ch ≤ max{cf , 0}.

Věta 25.5.1 [Prostota L.t.]
(1) Nechť f(t) ∈ L1

+. Jestliže ∃c0 ∈ R tak, že F (p) = 0 pro všechna p ∈ C,
splňuj́ıćı Re p > c0, je f(t) = 0 skoro všude. (Tzv. Lerchova věta).
(2) Nechť f(t), g(t) ∈ L1

+. Jestliže N =
{

p ∈ C; F (p) = G(p)
}

má hromadný
bod v množině

{

p ∈ C; Re p > max{cf , cg}
}

, pak f(t) = g(t) skoro všude.

Věta 25.6. [Inverze L.t.] Nechť F (p) ∈ H({Re p > c0}) a plat́ı odhad
|F (p)| ≤ A/|p|2 pro |p| > R0, Re p > c0. Označme

f(t) =
1

2πi

ξ+i∞
∫

ξ−i∞

F (p)eptdp t ∈ R, ξ > c0

Potom f(t) = 0 pro t < 0, f(t) ∈ L1
+ a L{f(t)}(p) = F (p) pro každé

Re p > c0.
Pokud dokonce F (p) ∈ H(C \ {p1, . . . , pn}), kde Re pj ≤ c0, přičemž plat́ı
odhad |F (p)| ≤ A/|p| pro Re p < c0, |p| velké, pak

f(t) =
∑

j

respj F (p)etp,

pro každé t > 0 pevné.

Poznámka. Výše uvedený integrál se rozumı́ podél křivky ϕ(η) = ξ + iη,
kde η ∈ (−∞,∞). Jeho hodnota (za předpoklad̊u věty) je konečná a nezáviśı
na volbě ξ > c0.

1Dokázano za silněǰśıho předpokladu spojitosti f g.
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