24. FOURIEROVA TRANSFORMACE.

Definice. Pro f(z) € L'(R") definujeme Fourierovu transformaci

~

[Ff} &) =f(&) = /n e~ 2mi(@) f(z)dz, £eR”.

Déle definujeme inverzni Fourierovu transformaci

Faf)© = FO = [ e )iz, cer,

Zde (z,&) je skalarni soucin x, £ € R™.

Poznamky.

e korektnost: | exp{+2mi(z,£)}| = 1, majoranta integrdlu |f(x)| € L
e F piifazuje funkci f(z) : R* — C funkci f(§) : R* — C

e jind varianta definice (ne ekvivalentni):

~ 1

—i(x, ¢ _ 1 i(z,
f(f)zw/we @O f(z) dz, f(f)—W/Rne(Qf(fc)dﬂf-

e vztah F_1{Ff} = f neni ziejmy, ovéiime casem
e Pro f(z) : R —> R je

:/f(:p)cos%rfxdx—i/f(x)sianfxdx.
R R

(Souvislost s Fourierovymi fadami.)
Piiklad. f(x) =1 proz € (—1,1) a 0 jinde. Potom f(0) =2 a

flo =22 ez

Véta 24.1. Necht f € L*(R"). Potom
W fO=f=

(2) £(&) = F(&), (&) = F(©)

(3) ( n) = [627”(9”7 (2)](€), n € R" pevné
(4 )

(5

-~

) (x—z() e~ 2miE2) £(€), z € R™ pevné
) F(en)(6) = 2= f(¢/e) pro e € R\ {0}

Definice. Funkce f(x) se nazve radialné symetricka, pokud f(z) zavisi jen
na |z| (=norma z). Ekvivalentné: f(Qz) = f(z) pro libovolné otoceni @
kolem pocatku.



Véta 24.2. [Zachovani symetrie.] Necht f € L'(R") je suda (resp. lichd
resp. radidlné symetrickd.) Potom f ma stejnou vlastnost.

Znaceni. Prostory funkei f(x): R — C.

o LP(R") ... LP-integrovatelnd, || f||r» = [ [gn |f(2)[F dz] e
o (,(R™) ... spojité a omezené, || f|lc, = sup,ern | f(2)|
e (p(R™) ... s limitou 0 v nekonecnu:

Co(R™) ={f € Cp(R™) : |f(x)| — 0 pro || — +oo}

e C.(R™) ... spojité s kompaktnim nosicem:
C.(R") = {f € C(R"): f(z) =0 pro |z] > R}
Plat{ inkluze: C. C Cy C Cy a C, C L'.
Véta 24.3. F je spojité linedrni zobrazeni z L'(R™) do Cy(R™) a plati

[ flle, < 1Az

Véta 24.4. [Vztah F.t. a derivace.]
(1) Necht f(z) € L*(R") N Co(R™) a 2L (z) € LY(R") N C(R"). Potom

=7 A
a—jj(&) — o€, f€).

(2) Necht f(x), z;f(x) € L'(R™). Potom
of —
8—§j(€) = [ - 2miz; f(2)](€) -

Poznamka. Nézorné: derivace f dle x; odpovida ndsobeni F (2mi krat) 38
A naopak: derivace f dle {; odpovida nasobeni (—27i krét) z;.

Priklad. Pfipomenme, ze Au =Y ,_, %. Plati:
5

—

[Au()] (§) = —4r*|g|*a(s)

Véta.! [Hustota hladkych funkci v LP.] Pro libovolné p € [1,00) je mnoZina
C*(R™) husta v LP(R™), tj.

(Vf c LP(R”)) (vg > o) (3¢ c CSO(R”)) I1f = blle < €]

1Bez dukazu.




Poznamky.

e “hluboké” tvrzeni o Lebesgueové integralu.

e dusledek (fakticky ekvivalentni): ke kazdé funkci f € LP(R") existuje
posloupnost funkei ¢,, € C°(R") tak, ze ¢, — f v normé LP(R™).

e pozor: neplati pro p = oo.

Véta 24.5. [Nulovost F.t. v nekoneénu.] Necht f(z) € L'(R"). Potom
F(&) = 0 pro [¢] = oo,
Definice. Pro f(x) : R* — C definujeme nosi¢ funkce supp f jako uzaver
mnoziny

{z €R"; f(z) £ 0}
Ekvivalentné: nosi¢ je nejmensi uzaviend mnozina K takova, ze f = 0 na

R\ K.

Véta 24.6. Nechi f(z) je spojitd v R a ma omezeny nosi¢. Nechi f ma
omezeny nosi¢. Potom nutné f = 0.

Poznamka. Hledame prostor funkci X tak, ze F : X — X, v idedlnim
pripadé vzajemné jednoznacné.

Ptedchozi véta ukazuje, ze funkce s omezenym nosi¢em nejsou vhodny kan-
did4t. Podobné se ukazuje, 7ze FL' ¢ L.

Vhodnym kandidatem se ukaze Schwartzuv prostor definovany nize, a pozdéji
téz prostor L2.

Definice. Multiindexem nazyvam n-tici ¢isel o = (aq, ..., ®,), kde a; > 0
jsou celd. Cislo |a| = Z?Zl a; nazyvam vyska (stupen) multiindexu. Pro
funkci f(x) : R™ — R definuji

0l f(x)

(51 a9 °
0x{*0xgy? ... OQxon

D°f(x) =

Pro vektor x € R™ definuji

x* =y
Priklady. Nechf o = (1,0,2). Potom
a 83f<.1’> a 2
D f(x) = v % = mas.

Zobecnéni Véty 24.4. (1) Necht D*f(z) € LY(R") N Cy(R™) pro kazdy
multiindex |o| < k. Potom

~

[DfT(E) = 2mig)* f(§)  V]e| <k.

3



(2) Necht zf(x) € L'(R") pro kazdy multiindex |a| < k. Potom

[DF](€) = [(—2riz)of(x)](€)  V]a| < k.

Definice. Schwartziuv prostor (prostor rychle klesajicich funkei) definujeme
jako

= {f(z) € C*(R"); 2D’ f(x) omezens pro V a, B}.

Lemma 24.1. [Integrace radidlnich funkci.] Necht f(|z|) : R* — C je

radidlni. Potom
[ staha /f "y,
|z|<R

kde k,_1 je (n — 1) rozmérnd mira mnoziny S, = {x € R": |z| = 1}.
Dusledek. fRn 1+Ir| < 0o, prave kdyz p > n.

Véta 24.7. [Zakladni vlastnosti .7.]

(1) C=R") & 7 (R")

(2) Z(R") C Go(R™) N LP(R™), Vp > 1

(3) f(x) e (R") = z*f(z), D*f(z) € L (R"), Va

Definice. Funkce exp(—m|z|?) se nazyvd gausidn.

Lemma 24.2. [F.t. gausidnu.] Plati

[exp(=7|2[*)] (§) = exp(—¢]*).
Véta 24.8. F.7(R") C S (R").
Definice. Pro f(z), g(z) : R" — C definuji konvoluci

Lf x gl(x) = - flx—y)g(y) dy

pokud ma integral smysl.

Véta 24.9. [Vlastnosti konvoluce. ]

(1) komutativita: [f * g](x) = [g * f](x)
(2) Necht f(x) € LP(R™), g(x) € LY(R"), kde 1/p+1/q = 1. Potom [f * g](z)
ma smysl pro vSechna z € R" a plati odhad

f o+ gl@) < [ fllzellgllze Vo e R™.



(3) Necht f(z), g(x) € L*(R"). Potom [f * g](z) ma smysl pro skoro viechna
x € R™ a plati odhad

L * gl < ([ fllzllgler-

Véta 24.10. [Vztah F.t. a konvoluce.] Necht f(z), g(z) € L'(R"). Potom

—
~

[1f * g)(2)] (&) = F(£) 3(&).

Poznamky. Diracova funkce (x) je charakterizovana nasledujici vlastnosti:
6(z) = 0 pro Vx # 0, avsak [, d(z)dz = 1.

Prostory funkei ndm dosud zndmé (spojité, integrovatelné funkce) takovouto
funkci NEOBSAHUJIL. To je jeden z divodii, proé¢ zavadét i obecnéjsi pros-
tory (napt. prostor distribuci.)

Podivejme se (¢isté formalné) na dalsi vlastnosti §(z). Pro kazdou spojitou
funkci f(y) plati

. f(y)o(y) dy = £(0).
Tudiz
Fx8l() = [ fo = )6) dy = Flo = 9)lymo = ().

neboli f *§ = f. Fourierova transformace Diraca je
5(e) = / o276 §(2) d = 1.
R’ﬂ

Vzhledem k Véte 24.5. opét vidime, ze 6(z) ¢ L' (R™).
Lemma 24.3. [Aproximace Diracovy funkce.] Necht f(z) € Cy(R™), necht
o(x) € LY(R™) a [, ¢(x) dr = 1. Oznacme p.(x) = e "p(¢ ). Potom

lim [f % ¢.](z) = f(x) Vr e R".

e—0+

Véta 24.11. [Inverze F.t.] Necht f(z) € #(R"). Potom [F(O)] (z) = f(x)
a[f(&)] () = f(x) pro kazdé = € R™.

Poznamka. Véta fakticky dokézana za predpokladu f eC,NL', felLl
Disledek. F. t. je vzdjemné jednoznacéné zobrazeni .(R™) na . (R").
Lemma 24.4. Necht f(z), g(z) € L}(R"). Potom

| s@itwde= [ fwg@de, [ f@ide= [ fwgds.

bt



Predbézné tvahy. Nasim cilem je nyni rozsifit F na prostor L*(R™).
Ptripomenme, ze

L*R")={f:R* = C: f je méfitelnd, / |f(z)] dz < oo} .

n

Na tomto prostoru definujeme skaldrni souc¢in a normu takto:

o) = [ s )
1l = VT = { /

K hlubsim vlastnostem patii: L*(R") je tiplny, a mnozina .(R") je v ném
husta.

Véta 24.12. [Plancherelova rovnost.] Necht f(x), g(x) € . (R"). Potom

1/2
If(fv)|2dx} . @)

n

N o~ —

[ f@dr= [ fleaeac.

Jinymi slovy, F zachovdvé skaldrni souc¢in v L?*(R™), specidlné zachovava

normu, tj. |[fllz2 = [If]lz pro Vf € .#(R").

Véta 24.13. [F.t. v L?] Existuje linedrni{ zobrazeni F, : L?*(R") — L*(R")
takové, ze

(1) Fof = Ff pro Vf € Z(R")

(2) F, je izomorfismus L?(R") na sebe, tj. vzdjemné jednoznacné zobrazent,
zachovavajici normu a skaldrni soucin.

Poznamka. Jak prakticky pocitat F» ? Lze dokdzat, Ze pro dané f € L?(R")
existuji R,, — oo takovd, ze pro skoro vSechna £ je

F2f(§) = lim e 28 f(z) da .

Specidlné odtud plyne, ze pro f € L'NL?je Fof = Ff. Nadale tedy budeme
psat prosté F f ¢ f misto Faf.

Poznamky. “Principem neurcitosti* rozumime, zhruba fec¢eno, pozorovani,
ze ¢im je f ,koncentrovanéjsi“, tim je f ,,rozptylenéjsi“, a naopak: koncen-
trovanost f nutné implikuje rozptylenost f.

Existuje mnoho vét, kterd tento princip neurcitosti vyjadiuji matematicky
presné. Vsimnéme si nékolika ptikladu.



@ Oznaé fy(x) = A2 f(x/)). Pozoruji, ze ||frllz2 = ||f||z2. Pfitom tato
operace koncentruje (A — 0) nebo rozptyluje (A — o0). Z Véty 24.1.(5)
vidime, ze m = [fle.

2 Veétu 24.6. 1ze interpretovat tak, ze jista koncentrovanost nosice f imp-
likuje rozptylenost nosice f .

@ Krajni piipad: Dirac (maximélné koncentrovand funkce) se transformuje
na 1 (maximélné rozptylena funkce.)

@ Definujeme operatory (pro jednoduchost na prostoru .#(R")) X : f(x) —
zvf(x), a D: f(z) — 5=f(z). Mdme

27
X1 = [ 1) da.
coz v jistém smyslu méif rozptylenost f od pocatku. Protoze l/?? =£f(9), je
DS = IDTI: = [ 1F©)Fe as.

tudiz D f analogicky méti rozptylenost f od pocatku. Snadno se ovéii, ze X a
D jsou samoadjugované, a DX f— XD f = ﬁ f. Kvantitativnim vyjadfenim
principu neurcitosti je nasledujici tvrzeni:

Véta 24.14. [Heisenbergiiv princip neurcitosti.] Necht f(x) € .Z(R"), a
| fllz2 = 1. Potom

1
X 2|| D 2 > — .
IXFlIDS e >

Rovnost nastava, pravé kdyz f je (vhodné skdlovany) gausian.



