16. VARIACNI POCET.

Terminologicka poznamka. Zobrazeni F' : M C R™ — R se nazyva funkce. Zobrazeni
®: M C X — R, kde X je néjaky obecngjsi (Casto nekone¢né-dimenzionélni prostor) se
nazyva funkciondl.

Opakovani. X se nazve normovany prostor, jestlize X je vektorovy prostor (nad R), a
kazdému x € X je pfifazena norma ||z| tak, ze plati: (i) ||| = 0 prave kdyz x = 0, (ii)
|laz|| = |al||z]|, (iii) ||z + y|| < ||z] + [|y||; pro kazdé x, y € X, a € R. Definujeme okoli

Ulzo,0) = {z € X; ||z — zol| < 0}
P(SL’(),(S) = U(l’o,é) \ {SL’()}
Funkciondl ®(x) : M C X — R je spojity, pokud

(Vzo € M) (Ve > 0)(36 > 0) [:c € U(xp, ) N M = |®(x) — P(x)| < 8]

Definice. Necht ®(z) : M C X — R, kde X je normovany prostor.
1. Necht g, h € X. Limita (pokud existuje)

hm%@%+m%@@ﬂ

t—0
se nazyva Gateauxuv diferencidl ® v bodé xy ve sméru h. Znaci se D®(xo; h).
Ekvivalentné je D®(xg; h) = ¢'(0), kde p(t) : R — R je definovana p(t) = ®(x¢+th).
2. Necht zy € X. Existuje-li spojité linedrni zobrazeni A : X — R, spliujici
O(zo + h) = B(wo) + A(h) +o([|])),  h—0,
podrobnéji

Oz + h) — B(zo) — A(h)
[

(ve > 0)(30 > 0) [n e P(0,0) —

<.
nazyva se Fréchettuv diferencidl ® v bodé zg. Znadci se ®'(xg).

Poznamky.

e pro X = R" je Gateauxuv diferencidl totéz co derivace ve sméru; Fréchetuv diferencial
totéz co totalni diferencial.

o plati: ®'(zg) existuje = DP(xo; h) existuje pro kazdé h € X, a plati D®(zg;h) =
@ (w0)](h).

e plati: ®'(x) existuje =  je spojity v bodé xy.

e dulezité: k existenci ®’(zo) je nutné, aby mnozina M (=defini¢ni obor ®) obsahovala
néjaké okoli zy — dosti silny predpoklad. Existence D®(x;h) predpoklada pouze, ze
xo + th € M pro t dosti malé.

Definice. Necht ®(z) : M C X — R. Bod zy € M se nazve:

1



1. globaln{ minimum, jestlize (Vz € M)[®(z) > @(wo)};
2. lokdlni minimum, jestlize (39 > 0)(Vz € U(zo, §) N M) [®(z) > @(xo)};

3. ostré lokdln{ minimum, jestlize (30 > 0)(Va € P(xo,6) N M) [®(x) > q)(xo)].

Analogicky se definuje maximum. Souhrnny ndzev pro minimum/maximum je ,extrém*.

Véta 16.1. Necht ®(z) : M C X — R mé v 2y € M lokdlni extrém. Necht h € X je
takové, ze D®(xg; h) existuje. Potom D®(zg; h) = 0.
Definice. Necht k > 0 celé, a < b € R. Definujeme

C*([a,b]) = {Flaw : € CFR)} ;
Co(la,b]) = {y € C'([a,b]) : y(a) =y(b) =0} .

Zakladni tloha varia¢niho poc¢tu. Nalezeni extrému funkcionalu ®(y) : M C X — R,
kde X = C*([a,b]),

B(y) = /f(fc,y(x),y'(fv)) da (U)

M = {y c C'([a,b]) : y(a) = A, y(b) = B} )

Prostor O'([a. b)) je opatieny normon [y = sup, iy {lu(e)| + [y/(2)]}.
Klicovou roli naddle hraje funkce f = f(x,y,2) : R® — R, kterd funkciondl ”vytvaii’.

Budeme znacit f, = g—g, f. = %.
Véta 16.2. Je déna tiloha (U). Necht yo € M, h € C{([a, b]) jsou libovolnd. Piedpoklddejme,
7e f € C'. Potom existuje D®(yo; h) a plati

b
D®(yo; h) =/ fo(@,y0(@), yo(2)) () + fo((2, yo(x), yo ()W (z) dz .

Upresnujici poznamka. V predchozi véte staci, aby f = f(z,y,2) € CYG), kde G C R3
je oteviend mnozina takova, ze (x,yo(x),yy(z)) € G pro kazdé z € [a, b)].
Diracova funkce §(z). Je urcena vlastnostmi @ 6(z) =0 proVz #0a @ [°_0(z)dz =

1 pro Ve > 0. Interpretujeme-li pojmy ,.funkce“ a ,integral“ v obvyklém smyslu, pak
Diracova funkce nemuze existovat!

Definice. Nosi¢ (support) funkce f definujeme jako

supp f = {x eR; f(x) # O}.

Ekvivalentné: nosic¢ je nejmensi uzaviend mnozina M takova, ze f = 0 mimo M.
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Lemma 16.1. Necht ¢(z) je omezend funkce s omezenym nosi¢em, a necht [, ¢ = 1.
Necht f(x) je spojitd v bodé zy. Potom

Jim [ f(xo+y)ee(y) dy = f (o),

kde ¢.(y) = e p(y/e).
Poznamka. Je-li ¢ nula vné intervalu [— K, K|, staci v tvrzeni predchozi véty integrovat
pies [—eK,eK].

Disledek. Necht v(z) : R — R je spojitd v bodé zy. Potom
i 1
lim — / v(z) dr = v(xg) .

Poznamka. Posloupnost funkei . aproximuje Diracovu funkei 6 — podobné jako posloup-
nost ¢isel, jdoucich do 0, aproximuje ,,nekoneéné malé“ ¢islo: dalsi klicovy objekt analyzy,
ktery striktné vzato neexistuje.

Diilezitd konstrukce. Shlazovaci funkce (molifiér, bump function, sefezavaci funkce) se
definuje jako
(z) 0 |z| > 1
elr) =
Cexp (=) lz| <1

Zékladni vlastnosti ¢:

e p(z)>0VvR

e p(z) =0 pro |z| > 1, ¢(x) >0 pro |z| <1

e p(z) € C*(R)

o [o¢(x)dr =1 (docilime vhodnou volbou konstanty C' > 0)

Setezavaci funkce s nosicem v (a — €, a + €) se dostane jako

%m@)zéw(x;a)-

Lemma 16.2. [Slabd formulace diferencidlni rovnice.|

1. Nechf u € C([a,b]). Potom u =0 v [a, b], pravé kdyz

b
/u(:p)h(x) dr =0  VYhe Cy[a,b]).



2. Necht w € C1([a,b]), v € C([a,b]). Potom —w’' +v =0 v [a,b], pravé kdyz

b
/w(:p)h'(x) +o(x)h(z)de =0  VYh e Ci([a,b]).

a

Véta 16.3. [Euler-Lagrange.] Je ddna tloha (U). Necht y € M je lokdlni extrém.
Predpoklddejme navic, ze y € C?, f € C?. Potom y splituje v [a, b] rovnici

—%(fz(x,y(x),y’(x))) + fy(z,y(x),y'(x)) =0. (E.L.)

Definice. Ptedchozi rovnice se nazyva Euler-Lagrangeova rovnice funkciondlu ®. Kazdé

jeji feseni, nalezici do M (tj. spliujici okrajové podminky y(a) = A, y(b) = B), nazyvame

extremalou tlohy (U).

Priklad. ®(y) = [ (v +y)* + 2ysinzdz, M = {y € C'([0,7]); y(0) =0, y(x) = 1}.
sinh

. . " s . ., , o 1 .- , o
E.L. rovnice je y” —y = sinz, jedind extreméla yo(r) = 0% — S sinz. Elementarné lze
dokazat, ze yo je globalni minimum.

Véta 16.4. [Legendre.] Je ddna tiloha (U). Necht y € M je C?, f € C%. Potom

1. je-li y lokdlni minimum, je f..(z,y(z),y'(x)) > 0 pro Vz € (a, b);
2. je-li y lokdlni maximum, je f..(z,y(x),y'(z)) <0 pro Vz € (a,b).

Poznamka. Souvisi s tvrzenim: mé-li ¢(¢) : R — R v bodé ¢t = 0 lokdln{ minimum, je
¢©"(0) > 0. V prubéhu dukazu se odvodi druhy Gateauxuv diferencidl

b
DQ(I)(% h7 h) = / fyy(xu y7 y/)h2 + 2fyz<x7 y7 y/)hh/ + fzz(xa y7 Z/) [h/]2 dSU .

Lemma 16.3. Necht f nezdvisi explicitné na x, tj. f = f(y,2). Potom kazdé feseni E.L.
rovnice Tesi také rovnici

=y L. ¥) + fly,y) = K,
kde K je vhodna konstanta.
Definice. Necht y € M je extremdla tlohy (U). Ozna¢me

P(z) = fe(z,y(x),y (2))
Q) = fyy(2,y(2),y'(2)) = [fye(z. y(2), y/'(2))]

Rovnice
[P(z)u/(2))] = Q(@)u(z) =0 (J)

(pro neznamou funkci v = u(z)) se nazyva Jacobiho rovnice, pfislusna dané extremale.
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Bod % € (a,b] se nazve konjugovany bod rovnice (J), pokud existuje netrividlni (tj. ne
identicky nulové) feseni u(z) takové, ze u(a) = u(z) = 0.

Véta 16.5.1 [Jacobiho.] Necht y € C?([a,b]) je extremalou tlohy (U), necht f € C3(RR3).
Necht (J) je pifslusnd Jacobiho rovnice, pticemz P(z) > 0 v [a, b].

1. Je-li y lokdlni minimum, pak rovnice (J) nemé v intervalu (a, b) konjugovany bod.

2. Jestlize rovnice (J) nemd v intervalu (a, b] konjugovany bod, je y ostré lokdlni mini-
mum.

Zrcadlova verze: P(x) < 0 v [a,b], maximum misto minimum.

Variac¢ni uloha s vazbou. Hledame extrémy funkcionalu ¢ na mnoziné M, kde

b
B(y) = / f(y(@), o (@) de

M={yeCyla,b]) : ¥(y)=c} (V)

U(y) = / gz, y(2), ' (x)) do

a

Véta 16.6.> [Lagrangetv multiplikdtor.] Necht y € M je lokdln{ extrém tlohy (V).
Piedpokladejme, ze y € C?, f, g € C?, navic DU(y; h) # 0 alespon pro jedno h € C}([a, b]).
Potom existuje A € R takové, ze

D®(y;h) = ADW(y;h) =0 Vhe Cy(la,b]) (L)

Pouziti na tlohu (V). (L) tvrdi nulovost Gateauxova diferencidlu pro funkcional

b
) = / F@ ) — Ag(x,y,y) de,

tedy extrémy (V) tesi odpovidajici E.L. rovnici

d

—%(fz(x, v, y) — A= (2,9, Y)) + fo(z.y,¥') — Agy(z,y,9) =0

Poznamka. Srovnej s vétou v R™: necht z je lokalni extrém F : R™ — R na mnoZiné
M = {x € R"; G(x) = c}. Necht vektor VG(z) je nenulovy. Potom existuje A € R takové,
ze V(F(z) — A\G(z)) = 0.

1Bez dikazu.
2Bez dikazu.



