13. METRICKE PROSTORY.

Definice. Metrickym prostorem rozumime dvojici (X, g), kde X je mnozina
a funkce z, y — o(z,y) je tzv. metrika, splinujici (pro vSechna z, y, z € X):
(i) o(z,y) > 0, pricemz o(z,y) = 0 pravé kdyz x = y

(ii) o(z,y) = o(y, ) (symetrie)
(iii) o(x, z) < o(x,y) + o(y, z) (trojihelnikova nerovnost)

Poznamky. Metricky prostor (ddle m.p.) je obecnd matematicka struktura,
v niz je mozné mérit vzdalenost. Diky metrice zavedeme okoli, a tudiz i
vSechny zdkladni pojmy analyzy (limita, konvergence, spojitost) ve zcela
obecné situaci.

Priklady. @D R s metrikou o(z,y) = |z — y|
@) na libovolné mnoziné P lze zavést ,,diskrétni metriku” jako

L, z#y
o(z,y) =
0, z=vy

Opakovani. Vektorovy prostor X je mnozina, jejiz prvky lze sc¢itat, nasobit
skaldrem (typicky z R), a obsahuje prvek 0 (nulovy vektor.)

Definice. Normovany vektorovy prostor je dvojice (X, [|]|), kde X je vek-
torovy prostor, a norma je pfitazeni x — ||x||, splaujici:

L. ||z|| > 0, a ||z|]| = 0 pravé kdyz z =0
2. |laz|| = |al||z|| pro Va € R

3. llz+yll < llz] + llyll (A-nerovnost)

Priklady. (D Na R™ lze zavést ruzné normy: |[z|; = D, |z, [z]|ec =
max{|zy|,..., |z,|}, nejcastejsi je Eukleidovskd norma

||x||:‘lz$?, kde R" 3z = (21, ...,2,) .

@ Na prostoru C([a, b]) — spojité funkece f : [a,b] — R — se obvykle pouziva
,,supremova’ norma

[/ lloe = sup{|f(z)[; = € [a, 0]}

Jina norma na témze prostoru je tzv. L' norma:

b
I = [ 5@ ds.
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Dalezity priklad. Normovany prostor je metricky prostor, kde metriku
definujeme jako o(z,y) = ||z — y||.

Definice. (X, ) je m.p., z € X, § > 0. Definujeme kruhové okoli
U(z,0) = {y € X; olx,y) <}
a prstencové okoli
P(z,6) ={ye X; 0<o(x,y) <} =U(x,0) \ {z}.
Mnozina G C X se nazve oteviena, jestlize
(Vz € A)(36 > 0)[U(x,8) C A].

Mnozina F' C X se nazve uzaviend, jestlize jeji doplnék F¢ = X \ F je
oteviend mnozina.

Piiklady. V R s obvyklou metrikou o(z,y) = |z—y|: (a,b) je oteviend, [a, b]
uzaviena. Mnozina [0, 1) neni ani oteviend, ani uzaviend. Prazdnd mnozina
je zaroven oteviena i zaviena.

Véta 13.1 [vlastnosti otevienych mnozin] (X, ¢) je m.p. Potom

(1) X, 0 jsou oteviené mnoziny

(2) G4 oteviené proVa € A = |J,c4 Ga je oteviend

(3) Gy, ..., Gy jsou oteviené = (2, G, je oteviend

Poznamka. koneény pocet mnozin v bodé (3) je podstatny: mnoziny
(—=1/n,1/n) jsou oteviené, jejich prunik pres n € N je vsak uzaviend mnozina
{0}.

Véta 13.1° [vlastnosti uzavienych mnozin| (X, o) je m.p. Potom

(1) X, 0 jsou uzaviené mnoziny

(2) F, uzaviené proVa € A = (), c4 Fa je uzaviend

(3) Fi, ..., Fy jsou uzaviené = |J\_, F, je uzaviend

Definice. (X, o) je m.p., {z,} C X posloupnost bodii. Rekneme, ze {z,}
mé limitu 2o € X (neboli konverguje k zy), jestlize

(Ve > 0)(3no eN)[n>ny = w, € U(xo,2)].

Zmacime: x, — xo pro n — 0o, nebo lim, . x,, = .
Ekvivalentni je pozadovat, aby posloupnost (redlnych éisel) o(xz,, xo) méla
limitu 0.

Véta 13.2 [charakterizace uzavienych mnozin pomoci posloupnosti| (X, o)
je m.p., ' C X. Potom je ekvivalentni:



(1) F je uzaviena

(2) Jsou-li x,, € F libovolné body, splaujici z,, — x¢ pro n — oo, pak nutné
téz xg € F.

Nazorné: z uzaviené mnoziny nelze vykonvergovat.

Definice. (X, o) je m.p. Uzavér mnoziny A C X definujeme jako
A={yeX; (V6>0)U(y,0)NA#0D}.

Piiklady. 0 (0,1)=[0,1] @ Q=R

Véta 13.3 [Vlastnosti uzavéru| (X, o) je m.p., A, B C X. Potom
)ACB — ACB, §=0

(2) A je uzaviend mnozina

(3) A C A, pricemz A = A, pravé kdyz A je uzaviens

(4)yeA < 3z, €A, 2, — ypron— o0

Definice. (X, o) je m.p. Hranici mnoziny A C X definujeme jako

OA={y e X; (V6 >0) U(y,0) N A#0 azdroven U(y,d) N A°# 0} .

Véta 13.4 [Vlastnosti hranice]

(1) 0A=ANAc, 0A=0A°

(2) 0A je uzaviens, A= AUOIA

(3) A je uzaviend <= 0A C A, A jeoteviend < JANA=1

Poznamka. Definujeme dalsi pojmy: vnitiek A
intA={yeX; (36 >0)U(y,0) C A},
vnéjsek A
extA={yeX; (36>0)U(y,0)NA=0}.
Plati:
e int A C A, pricemz rovnost praveé kdyz A je oteviena;
e A=int AUOA (disjunktné)

e X =int AUOJA Uext A (disjunktne)

Definice. (X, ), (Y,0) jsou m.p. Funkce f : X — Y se nazve spojita,
jestlize

(Vao € X) (Ve > 0) (30 > 0) [z € Ux(x0,8) = f(z) € Uy(f(20),€)] .

3



Piipomenuti. Pro funkci f: X — Y definujeme vzor mnoziny B C Y
f(B) ={z € X; f(z) € B};

— nema co do ¢inéni s inverznim zobrazenim, f nemusi byt prosta.

Véta 13.5 (X, o), (Y,0) jsou m.p., f: X — Y. Potom je ekvivalentni:

(1) f je spojita

(2) pro kazdou G C Y otevienou je f~}(G) C X oteviend

(3) pro kazdou F' C Y uzavienou je f~1(F) C X uzaviend

Véta 13.6 [Heineho charakterizace spojitosti.] (X, o), (Y, o) jsou m.p., f :
X — Y. Potom je ekvivalentni:

(1) f je spojité

(2) pro kazdy bod zy € X a pro libovolnou posloupnost {x,} C X, splaujici
T, — T pro n — oo, plati f(z,) — f(zo) pron — oo

Véta 13.8 [Spojitost superpozice, souctu atd.]

(1) Necht (X, 0), (Y, 0), (Z,7) jsou metrické prostory, f : X — Y, g:Y — Z
jsou spojité. Potom go f: X — Z je spojité.

(2) Je-li (X,0) m.p., f: X =R, g: X — R spojité funkce, potom i f + g,
f—g, [-9:X — R jsou spojité. Je-li navic g(x) # 0 pro Vo € X, je také
f/g: X — R spojité.

Definice. (X, o), (Y,0) jsou m.p., f : X — Y funkce. Rekneme, ze b € Y
je limita funkce f v bodé xg € X, jestlize

(Ve > 0)(30 > 0) [z € Px(z0,8) = f(z) € Uy(b,e)].

Znacime lim, .., f(z) = b, nebo f(z) — b pro z — zy.
Poznamka. Vidime, ze hodnota f(xy) nehraje v definici zadnou roli, fak-

ticky zde f nemusi byt ani definovana.

Véta 13.9 [Heineho charakterizace limity] (X, o), (Y, o) jsou m.p., f: X —
Y dana funkce, xqg € X, b € Y. Potom je ekvivalentni:

(1) lim, ., f(x) =0

(2) pro libovolnou posloupnost {z,} C X, splaujici z,, — x¢ pro n — oo, a
zéroven x,, # xo pro Vn, plati f(z,) — b pro n — oc.

Definice. (X, o), (Y,0) jsou m.p., f : X — Y funkce. Rekneme, ze f je
spojita v bodé xy € X, jestlize

(Ve > 0)(30 > 0) [z € Ux(x0,8) = f(z) € Uy(f(20),€)].

Poznamky.



e f: X —Y jespojita, pravé kdyz je spojitd v kazdém zy € X

e f: X —Y jespojitd v bodé g, pravé kdyz lim, .., f(z) = f(xo)

Definice. Necht (X, o) je m.p., {z,,} C X posloupnost bodii. Rekneme, ze
{yn} je podposloupnost (téz vybrana posloupnost), jestlize existuje rostouci
posloupnost piirozenych cisel {k,}22 ; tak, ze y, = xy, pro Vn.

Definice. Necht (X, o) je m.p. Mnozina A C X se nazve kompaktni, jestlize
pro libovolnou posloupnost {z,} C A existuje podposloupnost {zy,} a bod
xg € A tak, ze xp, — xy pro n — oco.

Poznamky. (X, o) je m.p., {z,} posloupnost bodu.

e 1 se nazve hromadny bod posloupnosti {z,}, jestlize existuje pod-
posloupnost {xy, } takova, ze xy, — x¢ pro n — oo

e ckvivalentné: xj je hromadny bod posloupnosti {z,}, pravé kdyz

(Ve > 0) [z, € U(zo,e) plati pro nékoneéné indexii n | .

e ckvivalentni definice limity: lim,,_,. x,, = %o, pravé kdyz

(Ve > 0) [z, € U(wo,e) plati pro viechna n az na konetné vyjimek] .

e jestlize lim,, .., x, = x¢, pak z¢ je hromadny bod této posloupnosti, a
je to jediny jeji hromadny bod.

e ckvivalentni definice kompaktnosti: A je kompaktni, pravé kdyz libo-
volna posloupnost x,, € A ma alespon jeden hromadny bod, ktery je
prvkem A.

Definice. (X, 0) je m.p. Mnozina A C X se nazve omezend, jestlize

(Jzo € X) (3K > 0)[A C U(zo, K)] .

Véta 13.7 Necht (X, 0) je m.p. a A C X je kompaktni. Potom
(1) A je omezena a uzaviena
(2) Je-li B C A, a B je uzaviend, pak B je téz kompaktni.

Véta 13.10 Necht (X, o), (Y, o) jsou m.p., necht X je kompaktni. Potom
(1) Je-li f: X — Y spojité, potom f(X) je kompaktni.

(2) Je-li f: X — R spojité, potom f je v X omezend, a nabyvé zde maxima
a minima.



Pripomenuti. Funkce f : X — R se nazyva omezend, jestlize
(3K > 0)(Vz € X)[|f(2)] < K],
coz je totéz, jako ze mnozina
F(X) = {f(z); =€ X}
je omezena.
Definice. Necht (X, o) je m.p., Rekneme, ze posloupnost {z,} C X spliuje

Bolzano-Cauchyho podminku (neboli je cauchyovska), jestlize

(‘v’e > 0) (Hno € N) [m, n>ng = o(x,,Tn,) <€ } )

Pozorovani. Jestlize posloupnost {x,} ma limitu, pak je cauchyovska.

Definice. Metricky prostor (X, g) se nazve uplny, jestlize libovolné cauchy-
ovska posloupnost bodu z X ma zde také limitu.

Definice. Necht (X, o), (Y, o) jsou metrické prostory. Funkce f: X — Y
se nazve lipschitzovska, jestlize existuje L > 0 tak, ze

o(f(x), fy)) < Lo(x,y) Vo,ye X .

Je zjevné, ze lipschitzovska funkce je spojitd. Funkce, kterd lipschitzovska s
konstantou L < 1, se nazyva kontrakce.

Véta 13.11 [Banachova véta o pevném bodé.] Necht X je tplny metricky
prostor, necht f : X — X je kontrakce. Potom existuje jediné zo € X tak,
ze f(xg) = .

Poznamka. Zbytek kapitoly je vénovan specialné situaci v RY. To, jak
znamo, je normovany vektorovy prostor, s eukleidovskou normou

kde z; jsou jednotlivé slozky vektoru x. Specidlné, RY povazujeme té7 za
metricky prostor s metrikou o(x,y) = ||z — y||.

Opakovani. Prostor se skaldrnim souc¢inem je dvojice (X, (-,-)), kde X je
vektorovy prostor, a skaldrni soucin je ptitazeni x, y — (z,y), splaujict:

1. pfifazeni x — (z,y) je linedrni (pfi y pevném)



2. (y,7) = (2,9)
3. (x,x) >0, a (z,z) =0 pravé kdyz x = 0.

Na prostoru se skaldrnim soucinem lze definovat normu predpisem

2]l = v/ (2, 2) . (1)

Eukleidovskd norma v R™ je vytvofena pomoci skaldrniho souc¢inu

i=1

Fakt, ze toto (1) je vzdy norma zejména, ze spliuje trojihelnikovou nerovnost),
plyne z obecné platici tzv. Cauchy-Schwartzovy nerovnosti:

* Véta 13.12 [Cauchy-Schwartz] Necht (X, (-,-)) je prostor se skaldrnim
souéin, a ||-|| definujeme pomoci (1). Potom

(@, )| < =[]yl

pro libovolné prvky x, y € X.

Lemma 13.1 Posloupnost bodii z,, € RY konverguje k zo € RV, pravé kdyz
kazda slozka vektoru z,, konverguje k odpovidajici slozce vektoru xg.

Véta 13.13 Mnozina A C RY je kompaktni, pravé kdyz je omezend a
uzaviena.

Poznamka. Implikace kompaktni = omezena a uzaviend plati obecné
(viz Véta 13.7) vyse. Obréacena implikace obecné neplati; fakticky vzato plati
pouze v kone¢né-dimenzionalnich prostorech (tj. v RY).

Véta 13.14 Prostor RY je tplny.

Poznamka. Vyse uvedené vlastnosti ma také mnozina komplexnich ¢isel C,
kterou piirozené ztotoziiujeme s R2.

Definice. Normovany vektorovy prostor, ktery je uplny vzhledem k metrice,
urcené jeho normou, se nazyva Banachuv prostor.

Prostor se skaldarnim soucinem, ktery je uplny vzhledem k metrice, urcené
normou, kterdzto je urcena skalarnim soucinem, se nazyva Hilbertuv prostor.



