12. DIFERENCIALN{ ROVNICE.
Umluva. V celé kapitole jsou I, J oteviené intervaly.

Definice. Necht F(z,y,21,...,2,) je readlnd funkce (n + 2) proménnych,
ktera neni konstantni vuci z,. Potom vyraz

Flx,y,y,...,y™) =0 (1)

nazveme obyc¢ejnou diferencidlni rovnici fadu n pro neznamou funkci y pro-
meénné x.

Resenfm rovnice (1) rozumime funkci y(z) : I — R, kterd ma vlastni derivace
az do ftadu n vsude v I, a

F(z,y(x),y(z),...,y™(x)) =0
pro kazdé x € I.
Definice. Necht y: I — R, §: I — R jsou dvé feSeni, pricemz interval I je
striktné vétsi nez I, a y(x) = g(x) pro Vx € I.
Potom g se nazve prodlouzenim y, a naopak y se nazve restrikci .

Piiklad. Funkce y;(z) =0, z € (—00,0), y2(z) =0,z € R a

() = {0, z <0

22, >0

jsou vsechny feSeni rovnice y' = 2,/y. Vidime, zZe y,, y3 jsou dvé rizna
prodlouzeni feseni y;. V bodé z = 0 nastava vétveni (nejednoznacnost).

Definice. Obycejnou diferencialni rovici 1. fadu rozumime vyraz

F(z,y,y) =0, (2)

kde F = F(z,y,2) je nekonstatni viiéi z. ReSenfm rovnice (2) je funkce
y(x): I — R, pficemz y'(z) existuje vlastni véude v I a F(z,y(x),y'(z)) =0
pro Vz € [.

Poznamka. Ptripomenme z minulého semestru:
Véta. Necht f(x) : I — R je spojitd. Pak existuje F'(z) : I — R primitivn{
funkce (zkratka p.f.) k f(z), tj. F'(x) = f(z) pro Vo € I. Znactime téz
Véta. Necht F(x), G(x) maji vlastni derivace v intervalu I. Potom je ekvi-
valentni

(i) F'(x) = G'(x) proVz € I

(i) Jc € R tak, ze F(z) = G(x) +cproVz €
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Definice. Linearni ODR 1. fddu rozumime
y' +a(x)y = b(x). (3)

Véta 12.1. [Reseni linearni ODR 1. fadu.] Je déna rovnice (3). Nechf a(z),
b(x) jsou spojité v I, necht A(x) = [a(x)dx, B(z) = [b(z)exp A(z)dx v
I. Necht ¢ € R je libovolné. Potom

y(2) = exp(—A(@)) [B(x) + ¢

je Feseni rovnice (3) v I. Naopak: vSechna Feseni rovnice (3) maji tento tvar.
Poznamka. Vyraz exp A(z) se nazyva integracni faktor.
Priklad. rovnice: 3’ + ycosx = exp(—sinz), i.f.: expsinz, obecné fesent:
y(x) =[x 4 c]exp(—sinz), x € R.
Definice. Rovnice

y' =9 f(x) (4)
se nazyva rovnice se separovanymi promeénnymi.

Véta 12.2. [ReSenf rce se sep. prom.] Je dana rovnice (4). Necht f(z) je
spojitd v I, necht g(y) je spojitd a nenulova v J. Necht F(z) resp. G(y) jsou
p.f. k f(z) resp. 1/g(y) v I resp. v J.

Ozna¢ G_y(z) funkci inverzni ke G(y). Necht I € I a ¢ € R jsou zvoleny
tak, ze F(z) + ¢ lezi v definiénim oboru G_;(z) (tj. v G(J)) pro Yz € I.
Potom funkce

y(x) = Ga(F(x) +¢), zel
je Teseni rovnice (4).
Poznamka. Predpoklad “F(x)-+c lezi oboru hodnot G” je potieba hlidat —
formalni vypocet totiz muze vést k feSeni, které feSenim neni.
Piiklad. Rovnice y' = 24/|y|. Aplikaci pfedchozi véty nachdzime dva typy
feSent:
L typ: I =R, J = (-00,0), Gy) = —/~y, F(z) = z. Tedy G(J) =
(—00,0), I = (=00, —c). nalezené feSeni y(z) = —(x + ¢)?, v € (—o0, —c).
Pozor: pro x > —c dana funkce NENI fesSeni rovnice.
2. typ: podobné - J = (0,00), G(y) = \/y, G(J) = (0,00). Nalezené feseni
y(z) = (x +¢)?, 2 € (—c¢,00). (Opét nenf fegeni pro r < —c).
3. typ: zjevné y(x) =0, x € R je teSeni.

Poznamka. V dalsim se zamérime na rovnici tvaru

y = [f(x,y), ()
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- tzv. rovnice vyTeSend vzhledem k derivaci - kterd je z hlediska teorie ”siko-

vnéjsi” nez obecny tvar (2).

Lemma 12.1. [O napojovani.] Necht y;(z) : (a,2¢) — R, ya() : (20,b) —

R jsou fesen{ rovnice (5) ¥’ = f(x,y). Necht lim y(2) =yo = lim+ yo(x).
T—To— T—T0

Necht f(x,y) je spojita v bodé (zg, yo) € R% Potom funkce

yi(x), z € (a,zo)
y(@) =  92(x), @ € (70,0)

Yo, T =T

je fesenim rovnice (5) v celém (a, b).
Priklad. Funkce
—(x+¢)? x<-—c
y(e) = { wro

0, x > —c

(tj. napojenf feseni typu 1 a 3) je feseni rovnice y' = 21/Jy| v R.

Lemma 12.1 tesi vlastné jedinou véc: zZe rovnice je splnéna v bodé napojeni
(jinde je to jasné) a tikd, Ze to je zaruCeno, napojim-li spojité. Srovnej s
Lemmatem 6.3 v minulém semestru.

Poznamka. Obecny postup feSeni rovnice se separovnymi proménnymi (4):

e pokud yy € R je takové, ze g(yo) = 0, pak y(x) = yo je tzv. singuldrni
(stacionarni) feseni. Plati na kazdém intervalu, na némz je definovéna

().

e pomoci Véty 12.2 hledam feseni y(z) : I — J, kde f(x) je spojita I,
g(y) je spojitd, nenulovd v J.

e pomoci Lemmatu 12.1 nalezend feSeni napojuji.

Definice. Rekneme, Ze feseni y(z) rovnice (5) prochézi bodem (o, yo) € R?,
jestlize (i) definiéni obor y(x) obsahuje bod zg a (ii) y(xo) = yo.

V bodé (xg, yo) nastava vétveni, jestlize exituji dve feseni y;(x), yo(z), kterd
timto bodem prochazeji, avsak kterd se neshoduji na zadném okoli xy. Tj.

Vo >0 3% € U(xo,0) tak, ze y1(Z) # y2(T).

Piiklad. Pro rovnici ¥’ = 24/|y| nastava v bodé (0,0) vétveni: y;(z) = 0
prox € Rayy(r) =22 prox >0a=0proz<0.

Poznamka. Jestlize y(x) FeSeni rovnice (5) prochdzi bodem (xg,yo), pak
nutne y'(xg) = f(zxo,y(z0)) = f(xo,yo). Dusledek: pokud stejnym bodem



prochazi vice feseni, maji zde stejnou tecnu - jejich grafy se ”dotykaji”, nemo-
hou se "kiizit”.

* Véta 12.3. Necht f(x,%) je spojitd na okoli bodu (zg, ). Potom bodem
(x0, Yo) prochézi alespon jedno feSeni rovnice (5).

Podrobné: existuje 6 > 0 a funkce y(x) : (xg — §, 20 + §) — R, kterd tesi (5)
a spliuje y(o) = yo.

* Véta 12.4. Necht funkce f(x,v), a% (z,y) jsou spojité na okoli bodu
(0,%0). Potom bodem (zg,yo) prochazi feseni (5), které je lokalné jed-
noznacné.

Podrobné: existuje y(x) teseni (5) prochazejici (zo, yo), a je-li g(x) jiné feSent,
prochézejici (zo, yo), tak existuje § > 0 tak, ze y(x) = g(z) pro Vo € U(xy, ).
Jinak feceno: v bodé (zg, yo) nenastava vétveni.

Priklad. Pro rovnici y' = 24/|y| zarucuji vyse uvedené véty, ze (i) kazdym
bodem (zg, yo) € R? prochdzi alespon jedno fesen{ a (ii) vétveni muze nastat
jen v bodech (x,0).

Definice. Resenf y(z) : I — R dané ODR se nazve maximalni, jestlize
ho nelze prodlouzit, tj. neexistuje g(x) : I — R takové teseni, ze I C I a
y(z) = gy(x) pro Vz € 1.

Definice. N4&s cil: najit vSechna maximalni feSeni.

Resen{ y(x) : (a,b) — R rovnice (5) urcité nejde prodlouzit za bod x = b,
jestlize (i) b = 400 nebo (ii) y(x) — oo pro x — b— a nebo (iii) y(x) — yo
pro x — b—, avSak bod (b, y) nelezi v definicnim oboru funkece f(x,y).

Jak pozndm, ze mam vsechna feseni? Necht Q C R? je oteviens a funkce
flx,y), a% (z,y) jsou spojité v Q. Jestlize najdu néjaka teseni {y.(z)}cer
takova, ze jejich grafy vyplni celou 2, pak diky Vété 12.4. jsou to zaroven
vSechna TeSeni, kterd se v 2 mohou vyskytnout.

Definice. Rovnice y' = f(x,y) se nazve homogenni, jestlize funkce f(z,y)
splauje f(Az, \y) = f(z,y) pro VA # 0.

Postup feseni: polozime y(z) = xz(x) — rovnice piejde na rovnici se sep-
arovnymi proménnymi (pro novou neznamou funkci z(z).) Pozor na bod
r=0.

Piiklad. 2%y + xy = 292

Definice. Rovnice y' + a(z)y = b(z)y*, kde o # 0, 1, se nazyva Bernoulliho
rovnice. X

Postup fedeni: substituci z(z) = [y(z)] " pievedeme na linedrnf rovnici
(pro novou neznamou funkei z = z(x)).

Piiklad. zy —4y = 2*\/y, tj. « = 1/2, z = /y vede na 2’ — 2z/x = /2.
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Definice. Systémem n ODR prvniho fadu rozumime

¥y =F(z,y), (6)
tj. rovnice yi(z) = Fi(z,y1(x), ..., yn(2z)), i =1,...,n, kde y = (y1,...,yn) :
I — R" jsou neznamé funkce, a F = (F, ..., F,) : I x R" — R" jsou dény.
Ptirozena pocatecni podminka je

y(l'o) =7, (7)

neboli y;(zg) =n;, i =1,...,n, kde o € [ an € R™ jsou predepsany.

Poznamka. Plati véta analogicka V.12.4: pokud F' ma rozumné vlastnosti,
pak pro libovolné zvolenou pocéateéni podminku (7) existuje (jediné) feseni
(6), definované na jistém okoli bodu zy.

Definice. Rovnici n-tého tadu, vytesenou vuéi nejvyssi derivaci, rozumime
y "= flay s yT ). (8)

Véta 12.5. Funkce y(z) : I — R je FeSenim rovnice (8), pravé kdyz funkce
z(x): I — R" kde

fesi systém

Zy = 23
2 =2
2= fz 21,0 20) .

Pocatecni podminka z(zy) = 1 odpovidd pocatecni podmince pro y tvaru
y(wo) = m, y'(w0) =12, ..y "V (x0) = 7.

Poznamka. Priirozend pocdteéni podminka (tj. takovd, pro niz existuje
préavé jedno feseni) pro rovnici 1. fddu je uréend hodnotou feseni v jednom

bodé.



Pro rovnici n-tého tadu je piirozend pocateéni podminka predepsat hodnotu
a prvni az (n-1)-tou derivaci v jednom bodé.

Definice. Linedrni diferencidlni rovnici radu n rozumime
ao(x)y™ + ar(x)y" Y + -+ an(2)y = f(x). (9)

Terminologie: a;(z) ... koeficienty rovnice, f(x) ... pravé strana.

Zmaceni C(I) ... funkce y(x) : I — R(C), které jsou spojité; C*(I) ... funkce
y(z), které jsou spojité a jejichz derivace az do fadu k véetné jsou také spojité
na I.

Redenfm rovnice (9) rozumime funkce y(x) € C™(I), kterd spliuje (9) pro
Vo e 1.

Klicovy piedpoklad (P). O rovnici (9) budeme pfedpokladat, ze a;(z),
i=1,...,na f(x) jsou spojité na I (otevieny interval), navic ao(z) # 0 pro
Vo e 1.

* Véta 12.6. Je ddna rovnice (9) a plati predpoklad (P). Necht xq € I a
n € R™ jsou libovolné. Potom existuje jediné funkce y(x) € C™(I), kterd fesi
(9) na celém I, a spliiuje pocdtecni podminky

y(wo) =m
Y (o) = m2

y" D (20) =,

Poznamka. Rovnice fadu n ... n poc¢atecnich podminek. Existence feseni
je zaruena na celém I (obor spojitosti a;, f) — to je typické pro linedrni
rovnice.

Pro nelinearni rovnice muzeme obecné ¢ekat jenom lokalni existenci feSeni.

Znaéeni. Piiznacen{ L[y] = > 1_, ax(2)y™ % mizeme rovnici (9) piepsat
jako Zy| = f.

Specialni piipad f = 0 je tzv. homogenni tloha

Zly]=0. (10)

Véta 12.7. Necht plati (P). Potom mnoZina # vsech feseni homogenn{
tulohy (10) tvoii linearni podprostor dimenze n v prostoru C"(I).

Definice. Fundamentalnim systémem (F.S.) rovnice (9) rozumime libovol-
nou bazi prostoru .77.



Tj. F.S. je n-tice funkei {yy, ..., 50} C F takova, ze je-li (x) libovolné fesent
ulohy (10), tak existuji (jednoznacéné urcené) konstanty cy,. .., c, takové, ze
§(w) = > 5= ¢y;i(x)-

Piiklad. Funkce {2 S22} tyoif F.S. pro tlohu " — 2y’ +y = 0.

Véta 12.8. Necht plati (P). Potom pro mnozinu .4} viech feseni tilohy (9)

plati
Ny ={yp+y; ye A},

kde y, je jedno libovolné, pevné zvolené (tzv. partikuldrni) feseni dlohy (9).

Dodatek. Je-li y, libovolné feseni dlohy (9), a {y1,..., %} C S je funda-
mentalni systém, pak obecné feseni tlohy (9) ma tvar

Yo(z) = yp(2) + Z cjyi(z),

kde ¢; € R jsou konstanty.

Poznamka. Obecny navod, jak nalézt fundamentalni systém nebo par-
tikuldrni feSeni, neexistuje. Nasledujici véta ale ukazuje, ze muzeme nalézt
feSeni nehomogenni tlohy, pokud uz mame fundamentalni systém.

Lemma 12.2. Necht plati (P) a necht {y1,..., 0} je fundamentaln{ systém

tlohy (9). Pro z € I definuji matici U(x) = {U;(x)}};=; jako Uj(z) =
i—1

y (@),

Potom pro kazdé = € I je U(x) regularni matice.

Véta 12.9. [Variace konstant.] Je ddna rovnice (9) Z[y] = f a plati (P).

Necht {yi,...,y0} je fundamentdlni systém. Necht c,(x),...,c,(z) splitujf

pro Va € I soustavu

@)y (@) + cy(a)ys" 7 (2) + . (2)yl P (x) = 0

@)y (@) + @)y (@) + @)y () = 5

Potom funkce y(x) = > 7, ¢;(7)y;(x) je TeSenim tlohy (9).
Poznamka. Soustava ve Vété 12.9. ma tvar U(z)C(x) = B(z), kde U(z) je

reguldrni matice (Lemma 12.2.), C(z) = (¢} (x),...d,(x)) je nezndmy vektor

a B(z) = (0,...,0,L%) Mizeme tedy spocist c;(z) a integracf ziskat c; ().

? ao(z)
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Definice. Rovnice
boy™ + by ™V + -+ by = fla), (11)

kde b; € C jsou konstanty (by # 0), se nazyva linedrni ODR fadu n s kon-
stantnimi koeficienty. Znacime ¢ [y] = >_1_, bry™*). Rovnice

Ayl =0 (12)

je odpovidajici homogenni tiloha.
Poznamka. Hlavni myslenka teorie rovnic s konstantnimi koeficienty: hlede-

jme teseni tvaru y(z) = exp(Az). Pozoruji, ze J [exp(Ax)] = p(\) exp(\x),
kde

pA) =) bpA"F (13)

Tedy: je-li A9 kofenem polynomu p(A), tak funkce exp(Aox) je Fesenim ho-
mogenni tulohy.

Definice. Polynom (13) se nazyva charakteristicky polynom rovnice (11).

Poznamky. Kazdy polynom p = p()) lze napsat jako
p(A) =a(A—=A)™ .. (A= A"

kde A1, ... s € C jsou navzdjem ruzné koreny, a nq,...ng jsou jejich nasob-
nosti.

Plati: n; + - -+ + ng rovna se stupen polynomu.

Déle: A je kofen polynomu p(\) ndsobnosti k, pravé kdyz 0 = p(Ag) =
P'(No) = -+ = p¥H(No), avsak p¥)(X) # 0.

Ke stupni polynomu: aA+b, kde a # 0, je polynom stupné 1. Nenulova kon-
stanta je polynom stupné 0. Identicky nulové funkce se povazuje za polynom
zaporného stupné.

Lemma 12.3. Je dén operdtor % [y| a p(\) je jeho charakteristicky poly-
nom. Potom pro VI > 0 celé

H [z exp(Az)] = exp(Ax) Z (;_)p(j)()\)xlj.

J=0

Dasledek. Je-li A\g kofen char. polynomu nasobnosti k, pak funkce exp(Aox),
rexp(Mox), ..., 28 Lexp(\oz) fesf homogenni tlohu (12).



Poznamka. Ptipomenme tvrzeni (které plyne napf. jako specidlni piipad
Véty 11.6): je-li g(x) polynom a ¢(z) = 0, tak nutné ¢(z) je trivialni (tj. ma
viechny koeficienty nulové.)

Totéz feceno jinak: funkce 1, z, 2%, ... 2%, ... jsou linedrné nezavislé.
Nasledujici lemma muzeme chapat jako zobecnéni tohoto faktu.

Lemma 12.4. Nechf )\; € C jsou vzdjemné ruznd c¢isla, necht ¢;(x) jsou
polynomy. Jestlize Z;nzl ¢;(z) exp(Ajz) = 0, pak nutné ¢;(z) = 0 pro Vj.

Véta 12.10. [F.S. pro [y] = 0.] Je dan operdtor % [y] a p()) je jeho
charakteristicky polynom. Necht \;, j = 1,...,s, jsou jeho kofeny, a n;,
j=1,...s, jsou odpovidajici nasobnosti. Potom funkce

xlexp()\jx) j=1,...51=0,...n; -1

tvoii fundamentalni systém homogenni tlohy (12).

Piiklad. y©® —y@ — 5y 4 " + 8y’ + 4y = 0, charakteristicky polynom:
pA) =N = A =5+ A2+ 8 +4=(A+1)°(\ —2)?
—1 je 3-nasobny, 2 je 2-nésobny kofen, = fundamentalni systém:
{ exp(—x), zexp(—z),2” exp(—x), exp(2z), z exp(2z) }
obecné Teseni:
Ky exp(—x) + Kyxexp(—x) + Ks2? exp(—x) + Ky exp(2r) + K5z exp(22)

kde K; € R jsou konstanty.

Poznamka. V piipadé, ze p(\) ma komplexni kofeny:

1. moznost: celou teorii uvazujeme ”komplexni”, tj. hledame feseni y(z) :
C — C, pocateéni podminka y¥=Y(zg) =1n;, 5 =1,...,n, kde n; € C. Takto
to funguje a nevadi mi komplexni by, ani komplexni kofeny.

2. moznost: chceme "redlnou” variantu, tj. hleddme jen teseni y(z) : R — R,
a predpokladdme by € R (redlné koeficienty v rovnici.)

7 redlnosti by plynou dveé véci:

(i) A € C je koten p(\) nasobnosti & == X je kofen nédsobnosti k

(ii) funkce y(z) : R — C tesi A'[y] = 0 = funkce Rey(x), Imy(x) Tesi
Ayl = 0.

Je-li A = a + i kofen nésobnosti k, ziskdme dle V.12.10 funkce

exp(Az), zexp(Az), ..., 2" Texp(\z)

exp(Az), zexp(Az), ..., 2" Lexp(Az)



misto nich ale vezmeme jejich redlné a imaginarni ¢asti (s uzitim exp(Ax) =
exp(ax)[cos fx + isin fz])

exp(ax) cos B, xexp(ax)cosfz, ...,z exp(ax)cos fz

exp(ax) sin Bz, xexp(ax)sin Bz, ..., 2"t exp(ax)sin Sz

- tak dojdeme k "redlné” verzi fundamentalniho systému.

Priklad. y" +y = 0, p(A\) = A\? + 1, kofeny +i. F.S.={exp(izr), exp(—iz)}.
Reélnd verze F.S.: {cosx,sinx}.

Definice. Rovnice
H[y] = q(r) exp(Aoz) (14)

kde ¢(x) je polynom, se nazyva rovnice se specialni pravou stranou.

Prava strana je ten typ funkce, kterym se zabyva Lemma 12.3., a ze kterych
umime sestavit fundamentédlni systém (Véta 12.10.) Uvidime, ze v této
situaci lze Teseni uhodnout jako funkci predepsaného tvaru.

Poznamka. Necht ¢,(z), s = 0,...m jsou polynomy, kde stupei g, je s.
Potom pro libovolny polynom ¢(z) stupné m existuji (jednoznaéné urcené)
konstanty ¢y, s = 0,...m takové, ze ¢(z) = Y " csqs(2).

Véta 12.11. Je déna tloha (14), kde ¢(z) je polynom stupné m. Necht k > 0
vyjadiuje nasobnost \g coby kofene charakteristického polynomu (k = 0
pokud A¢ neni kofen.)

Potom existuje r(z) polynom stupné m takovy, ze y(z) = 2*r(z) exp(Aox) je
feseni (14).

Priklad. ¢" — ¢y — 2y = (z + 1)exp(2z). Ao = 2 je jednoduchy koten
char. polynomu, stupen ¢(x) = x + 1 je 1. Hleddm teSeni ve tvaru y(z) =
zr(x) exp(2z), kde r(x) = Az + B je polynom stupné 1.

Dosazenim do rovnice A =1/6, B =2/9.

Véta 12.11.° Je déana uloha

A [y] = exp(az) [q1(x) cos Bz + ga(w) sin Bz ], (15)

kde q1, g2 jsou polynomy stupné < m. Necht k > 0 vyjadiuje ndsobnost &isla
A = «a + fi coby kotene charakteristického polynomu.
Potom existuji polynomy 7, ro stupné < m takové, ze

y(x) = 2 exp(ax)[ri(x) cos Bx + ry(z) sin fz]

je Teseni (15).
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Priklad. vy’ +y —y = cosz. Typ (15), a =0, 6 =1, ¢ = 1, ¢ = 0, tj.
m = 0, ¢islo A = ¢ neni koten char. polynomu.

Hleddm feseni ve tvaru y(z) = Acosz + Bsinz, dosazenim do rovnice vyjde
A=-2/5 B=1/5.

Poznamka. Piiklad ukazuje, ze Vétu 12.11." nelze zjednodusit v tom
smyslu, ze pokud prava strana obsahuje jenom cos, pak najdu feSeni, ob-
sahujici také jenom cos.

Poznamka. Soustavu n-rovnic linedrnich rovnic 1. fadu X' = AX, kde
X = X(t) = (21(t),...,2a(t))" jsou nezndmé funkce, matice A = {a;;}},_,
lze Tesit postupnym prevedenim na 1 rovnici vyssiho radu.

Struc¢né: z prvni rovnice x| = ajx1 + a2 + - -+ + a1,T, vyjadiime napf.
oy = L(2%,x1,23,...2,), derivaci xf, = L(af, 2}, 2%,...2)), kde L(...) je
néjaka linearni kombinace.

Dosazenim do zbylych n — 1 rovnic dostaneme soustavu, ktera neobsahuje
Tg, je vSak fadu 2 (obsahuje z7). Atd.

Priklad. Soustava

¥ =2r—y
y'=—06x+y
7 prvni rovnice: y = 2x — 2/, iy’ = 22’ — 2", dosazenim do druhé rovnice
2 — 2" =2z — (22 — 1)
2" =32 —4r =0
charakteristicky polynom:  p(A) = (A —4)(A+ 1)
obecné feseni:  z(t) = K exp(4t) + Lexp(—t)
a protoze y = 2x — ', je y(t) = —2K exp(4t) + 2L exp(—t).

Definice. Rovnice
Ell=flx),  Ell =D ba" Ty H, (16)
k=0

b, € C, by # 0, se nazyva FEulerova rovnice.

Jde o specialni ptipad rovnice (9), kde ax(x) = bz *. Pfedpoklad (P) je
splnén v intervalech (—o0,0) a (0, 00), kde také rovnici uvazujeme.

Postup feseni. Substituci y(z) = z(In |z|), kde z = z(¢) je novd nezndma
funkce, predjdeme k rovnici s konstantnimi koeficienty.
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Piiklad. UvaZzujeme rovnici z%y” + y = 0. VySe naznacend substituce dava

() =2 (nla)) - -

a tedy

y'(2) = (Infa])) -~ + 2(nfal) - (1) = #/(info]) =g — /(i Jo])

Po dosazeni

Z'(In|z]) = 2'(Inf]) + z(In [z])

0
Z't)—2(t)+2(t) =0

Posledné uvedend rovnice ma konstantni koeficienty, charakteristicky poly-
nom A2 — X\ + 1 = 0, obecné feseni

2(t) = 1 exp(t/2) cos(V3t/2) + cz exp(t/2) sin(v/3t/2) .
Obecné teseni puvodni rovnice je tedy

y(z) = 1/ |x| cos(In |x|‘/§/2) + coy/ |z| sin(In |x|‘/§/2)

— v intervalech (—o00,0) a (0, 00).
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