
12. Diferenciálńı rovnice.

Úmluva. V celé kapitole jsou I, J otevřené intervaly.

Definice. Nechť F (x, y, z1, . . . , zn) je reálná funkce (n + 2) proměnných,
která neńı konstantńı v̊uči zn. Potom výraz

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0 (1)

nazveme obyčejnou diferenciálńı rovnićı řádu n pro neznámou funkci y pro-
měnné x.
Řešeńım rovnice (1) rozumı́me funkci y(x) : I → R, která má vlastńı derivace
až do řádu n všude v I, a

F (x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)) = 0

pro každé x ∈ I.

Definice. Nechť y : I → R, ỹ : Ĩ → R jsou dvě řešeńı, přičemž interval Ĩ je
striktně větš́ı než I, a y(x) = ỹ(x) pro ∀x ∈ I.
Potom ỹ se nazve prodloužeńım y, a naopak y se nazve restrikćı ỹ.

Př́ıklad. Funkce y1(x) = 0, x ∈ (−∞, 0), y2(x) = 0, x ∈ R a

y3(x) =

{

0, x < 0

x2, x ≥ 0

jsou všechny řešeńı rovnice y′ = 2
√

y. Vid́ıme, že y2, y3 jsou dvě r̊uzná
prodloužeńı řešeńı y1. V bodě x = 0 nastává větveńı (nejednoznačnost).

Definice. Obyčejnou diferenciálńı rovićı 1. řádu rozumı́me výraz

F (x, y, y′) = 0 , (2)

kde F = F (x, y, z) je nekonstatńı v̊uči z. Řešeńım rovnice (2) je funkce
y(x) : I → R, přičemž y′(x) existuje vlastńı všude v I a F (x, y(x), y′(x)) = 0
pro ∀x ∈ I.

Poznámka. Připomeňme z minulého semestru:
Věta. Nechť f(x) : I → R je spojitá. Pak existuje F (x) : I → R primitivńı
funkce (zkratka p.f.) k f(x), tj. F ′(x) = f(x) pro ∀x ∈ I. Znač́ıme též
F (x) =

∫

f(x) dx.
Věta. Nechť F (x), G(x) maj́ı vlastńı derivace v intervalu I. Potom je ekvi-
valentńı

(i) F ′(x) = G′(x) pro ∀x ∈ I
(ii) ∃c ∈ R tak, že F (x) = G(x) + c pro ∀x ∈ I
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Definice. Lineárńı ODR 1. řádu rozumı́me

y′ + a(x)y = b(x) . (3)

Věta 12.1. [Řešeńı lineárńı ODR 1. řádu.] Je dána rovnice (3). Nechť a(x),
b(x) jsou spojité v I, nechť A(x) =

∫

a(x) dx, B(x) =
∫

b(x) exp A(x) dx v
I. Nechť c ∈ R je libovolné. Potom

y(x) = exp(−A(x))
[

B(x) + c
]

je řešeńı rovnice (3) v I. Naopak: všechna řešeńı rovnice (3) maj́ı tento tvar.

Poznámka. Výraz exp A(x) se nazývá integračńı faktor.

Př́ıklad. rovnice: y′ + y cos x = exp(− sin x), i.f.: exp sin x, obecné řešeńı:
y(x) = [x + c] exp(− sin x), x ∈ R.

Definice. Rovnice
y′ = g(y)f(x) (4)

se nazývá rovnice se separovanými proměnnými.

Věta 12.2. [Řešeńı rce se sep. prom.] Je dána rovnice (4). Nechť f(x) je
spojitá v I, nechť g(y) je spojitá a nenulová v J . Nechť F (x) resp. G(y) jsou
p.f. k f(x) resp. 1/g(y) v I resp. v J .
Označ G−1(z) funkci inverzńı ke G(y). Nechť Ĩ ⊂ I a c ∈ R jsou zvoleny
tak, že F (x) + c lež́ı v definičńım oboru G−1(z) (tj. v G(J)) pro ∀x ∈ Ĩ.
Potom funkce

y(x) = G−1(F (x) + c) , x ∈ Ĩ

je řešeńı rovnice (4).

Poznámka. Předpoklad “F(x)+c lež́ı oboru hodnot G” je potřeba hĺıdat –
formálńı výpočet totiž může vést k řešeńı, které řešeńım neńı.

Př́ıklad. Rovnice y′ = 2
√

|y|. Aplikaćı předchoźı věty nacháźıme dva typy
řešeńı:
1. typ: I = R, J = (−∞, 0), G(y) = −√−y, F (x) = x. Tedy G(J) =
(−∞, 0), Ĩ = (−∞,−c). nalezené řešeńı y(x) = −(x + c)2, x ∈ (−∞,−c).
Pozor: pro x > −c daná funkce NENÍ řešeńı rovnice.
2. typ: podobně - J = (0,∞), G(y) =

√
y, G(J) = (0,∞). Nalezené řešeńı

y(x) = (x + c)2, x ∈ (−c,∞). (Opět neńı řešeńı pro x < −c).
3. typ: zjevně y(x) = 0, x ∈ R je řešeńı.

Poznámka. V daľśım se zaměř́ıme na rovnici tvaru

y′ = f(x, y) , (5)
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- tzv. rovnice vyřešená vzhledem k derivaci - která je z hlediska teorie ”šiko-
vněǰśı” než obecný tvar (2).

Lemma 12.1. [O napojováńı.] Nechť y1(x) : (a, x0) → R, y2(x) : (x0, b) →
R jsou řešeńı rovnice (5) y′ = f(x, y). Nechť lim

x→x0−
y1(x) = y0 = lim

x→x0+
y2(x).

Nechť f(x, y) je spojitá v bodě (x0, y0) ∈ R2. Potom funkce

y(x) =











y1(x), x ∈ (a, x0)

y2(x), x ∈ (x0, b)

y0, x = x0

je řešeńım rovnice (5) v celém (a, b).

Př́ıklad. Funkce

y(x) =

{

−(x + c)2, x < −c

0, x ≥ −c

(tj. napojeńı řešeńı typu 1 a 3) je řešeńı rovnice y′ = 2
√

|y| v R.
Lemma 12.1 řeš́ı vlastně jedinou věc: že rovnice je splněna v bodě napojeńı
(jinde je to jasné) a ř́ıká, že to je zaručeno, napoj́ım-li spojitě. Srovnej s
Lemmatem 6.3 v minulém semestru.

Poznámka. Obecný postup řešeńı rovnice se separovnými proměnnými (4):

• pokud y0 ∈ R je takové, že g(y0) = 0, pak y(x) = y0 je tzv. singulárńı
(stacionárńı) řešeńı. Plat́ı na každém intervalu, na němž je definována
f(x).

• pomoćı Věty 12.2 hledám řešeńı y(x) : I → J , kde f(x) je spojitá I,
g(y) je spojitá, nenulová v J .

• pomoćı Lemmatu 12.1 nalezená řešeńı napojuji.

Definice. Řekneme, že řešeńı y(x) rovnice (5) procháźı bodem (x0, y0) ∈ R
2,

jestliže (i) definičńı obor y(x) obsahuje bod x0 a (ii) y(x0) = y0.
V bodě (x0, y0) nastává větveńı, jestliže exituj́ı dvě řešeńı y1(x), y2(x), která
t́ımto bodem procházej́ı, avšak která se neshoduj́ı na žádném okoĺı x0. Tj.
∀δ > 0 ∃x̃ ∈ U(x0, δ) tak, že y1(x̃) 6= y2(x̃).

Př́ıklad. Pro rovnici y′ = 2
√

|y| nastává v bodě (0, 0) větveńı: y1(x) = 0
pro x ∈ R a y2(x) = x2 pro x > 0 a = 0 pro x ≤ 0.

Poznámka. Jestliže y(x) řešeńı rovnice (5) procháźı bodem (x0, y0), pak
nutně y′(x0) = f(x0, y(x0)) = f(x0, y0). Důsledek: pokud stejným bodem
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procháźı v́ıce řešeńı, maj́ı zde stejnou tečnu - jejich grafy se ”dotýkaj́ı”, nemo-
hou se ”kř́ıžit”.

* Věta 12.3. Nechť f(x, y) je spojitá na okoĺı bodu (x0, y0). Potom bodem
(x0, y0) procháźı alespoň jedno řešeńı rovnice (5).
Podrobně: existuje δ > 0 a funkce y(x) : (x0 − δ, x0 + δ) → R, která řeš́ı (5)
a splňuje y(x0) = y0.

* Věta 12.4. Nechť funkce f(x, y), ∂
∂y

f(x, y) jsou spojité na okoĺı bodu

(x0, y0). Potom bodem (x0, y0) procháźı řešeńı (5), které je lokálně jed-
noznačné.
Podrobně: existuje y(x) řešeńı (5) procházej́ıćı (x0, y0), a je-li ỹ(x) jiné řešeńı,
procházej́ıćı (x0, y0), tak existuje δ > 0 tak, že y(x) = ỹ(x) pro ∀x ∈ U(x0, δ).
Jinak řečeno: v bodě (x0, y0) nenastává větveńı.

Př́ıklad. Pro rovnici y′ = 2
√

|y| zaručuj́ı výše uvedené věty, že (i) každým
bodem (x0, y0) ∈ R2 procháźı alespoň jedno řešeńı a (ii) větveńı může nastat
jen v bodech (x0, 0).

Definice. Řešeńı y(x) : I → R dané ODR se nazve maximálńı, jestliže
ho nelze prodloužit, tj. neexistuje ỹ(x) : Ĩ → R takové řešeńı, že I ⊂ Ĩ a
y(x) = ỹ(x) pro ∀x ∈ I.

Definice. Náš ćıl: naj́ıt všechna maximálńı řešeńı.
Řešeńı y(x) : (a, b) → R rovnice (5) určitě nejde prodloužit za bod x = b,
jestliže (i) b = +∞ nebo (ii) y(x) → ∞ pro x → b− a nebo (iii) y(x) → y0

pro x → b−, avšak bod (b, y0) nelež́ı v definičńım oboru funkce f(x, y).
Jak poznám, že mám všechna řešeńı? Nechť Ω ⊂ R2 je otevřená a funkce
f(x, y), ∂

∂y
f(x, y) jsou spojité v Ω. Jestliže najdu nějaká řešeńı {yc(x)}c∈R

taková, že jejich grafy vyplńı celou Ω, pak d́ıky Větě 12.4. jsou to zároveň
všechna řešeńı, která se v Ω mohou vyskytnout.

Definice. Rovnice y′ = f(x, y) se nazve homogenńı, jestliže funkce f(x, y)
splňuje f(λx, λy) = f(x, y) pro ∀λ 6= 0.
Postup řešeńı: polož́ıme y(x) = xz(x) – rovnice přejde na rovnici se sep-
arovnými proměnnými (pro novou neznámou funkci z(x).) Pozor na bod
x = 0.

Př́ıklad. x2y′ + xy = 2y2.

Definice. Rovnice y′ + a(x)y = b(x)yα, kde α 6= 0, 1, se nazývá Bernoulliho
rovnice.
Postup řešeńı: substitućı z(x) =

[

y(x)
]1−α

převedeme na lineárńı rovnici
(pro novou neznámou funkci z = z(x)).

Př́ıklad. xy′ − 4y = x2√y, tj. α = 1/2, z =
√

y vede na z′ − 2z/x = x/2.
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Definice. Systémem n ODR prvńıho řádu rozumı́me

yyy′ = FFF (x,yyy) , (6)

tj. rovnice y′
i(x) = Fi(x, y1(x), . . . , yn(x)), i = 1, . . . , n, kde yyy = (y1, . . . , yn) :

I → Rn jsou neznámé funkce, a FFF = (F1, . . . , Fn) : I × Rn → Rn jsou dány.
Přirozená počátečńı podmı́nka je

yyy(x0) = ηηη , (7)

neboli yi(x0) = ηi, i = 1, . . . , n, kde x0 ∈ I a ηηη ∈ Rn jsou předepsány.

Poznámka. Plat́ı věta analogická V.12.4: pokud FFF má rozumné vlastnosti,
pak pro libovolně zvolenou počátečńı podmı́nku (7) existuje (jediné) řešeńı
(6), definované na jistém okoĺı bodu x0.

Definice. Rovnićı n-tého řádu, vyřešenou v̊uči nejvyšš́ı derivaci, rozumı́me

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)) . (8)

Věta 12.5. Funkce y(x) : I → R je řešeńım rovnice (8), právě když funkce
zzz(x) : I → Rn, kde

z1(x) = y(x)

z2(x) = y′(x)

...

zn(x) = y(n−1)(x)

řeš́ı systém

z′1 = z2

z′2 = z3

...

z′n−1 = zn

z′n = f(x, z1, . . . , zn) .

Počátečńı podmı́nka zzz(x0) = ηηη odpov́ıdá počátečńı podmı́nce pro y tvaru
y(x0) = η1, y′(x0) = η2, . . . y(n−1)(x0) = ηn.

Poznámka. Přirozená počátečńı podmı́nka (tj. taková, pro ńıž existuje
právě jedno řešeńı) pro rovnici 1. řádu je určená hodnotou řešeńı v jednom
bodě.
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Pro rovnici n-tého řádu je přirozená počátečńı podmı́nka předepsat hodnotu
a prvńı až (n-1)-tou derivaci v jednom bodě.

Definice. Lineárńı diferenciálńı rovnićı řádu n rozumı́me

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = f(x) . (9)

Terminologie: ai(x) ... koeficienty rovnice, f(x) ... pravá strana.
Značeńı C(I) ... funkce y(x) : I → R(C), které jsou spojité; Ck(I) ... funkce
y(x), které jsou spojité a jejichž derivace až do řádu k včetně jsou také spojité
na I.
Řešeńım rovnice (9) rozumı́me funkce y(x) ∈ Cn(I), která splňuje (9) pro
∀x ∈ I.

Kĺıčový předpoklad (P). O rovnici (9) budeme předpokládat, že ai(x),
i = 1, . . . , n a f(x) jsou spojité na I (otevřený interval), nav́ıc a0(x) 6= 0 pro
∀x ∈ I.

* Věta 12.6. Je dána rovnice (9) a plat́ı předpoklad (P). Nechť x0 ∈ I a
ηηη ∈ Rn jsou libovolné. Potom existuje jediná funkce y(x) ∈ Cn(I), která řeš́ı
(9) na celém I, a splňuje počátečńı podmı́nky

y(x0) = η1

y′(x0) = η2

...

y(n−1)(x0) = ηn

Poznámka. Rovnice řádu n ... n počátečńıch podmı́nek. Existence řešeńı
je zaručena na celém I (obor spojitosti ai, f) – to je typické pro lineárńı
rovnice.
Pro nelineárńı rovnice můžeme obecně čekat jenom lokálńı existenci řešeńı.

Značeńı. Při značeńı L [y] =
∑n

k=0 ak(x)y(n−k) můžeme rovnici (9) přepsat
jako L [y] = f .
Speciálńı př́ıpad f = 0 je tzv. homogenńı úloha

L [y] = 0 . (10)

Věta 12.7. Nechť plat́ı (P). Potom množina H všech řešeńı homogenńı
úlohy (10) tvoř́ı lineárńı podprostor dimenze n v prostoru Cn(I).

Definice. Fundamentálńım systémem (F.S.) rovnice (9) rozumı́me libovol-
nou bázi prostoru H .
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Tj. F.S. je n-tice funkćı {y1, . . . , y0} ⊂ H taková, že je-li ỹ(x) libovolné řešeńı
úlohy (10), tak existuj́ı (jednoznačně určené) konstanty c1, . . . , cn takové, že
ỹ(x) =

∑n
j=1 cjyj(x).

Př́ıklad. Funkce { cos x
x

, sinx
x
} tvoř́ı F.S. pro úlohu y′′ − 2

x
y′ + y = 0.

Věta 12.8. Nechť plat́ı (P). Potom pro množinu Nf všech řešeńı úlohy (9)
plat́ı

Nf =
{

yp + y; y ∈ H
}

,

kde yp je jedno libovolně, pevně zvolené (tzv. partikulárńı) řešeńı úlohy (9).

Dodatek. Je-li yp libovolné řešeńı úlohy (9), a {y1, . . . , y0} ⊂ H je funda-
mentálńı systém, pak obecné řešeńı úlohy (9) má tvar

yo(x) = yp(x) +
n

∑

j=1

cjyj(x) ,

kde cj ∈ R jsou konstanty.

Poznámka. Obecný návod, jak nalézt fundamentálńı systém nebo par-
tikulárńı řešeńı, neexistuje. Následuj́ıćı věta ale ukazuje, že můžeme nalézt
řešeńı nehomogenńı úlohy, pokud už máme fundamentálńı systém.

Lemma 12.2. Nechť plat́ı (P) a nechť {y1, . . . , y0} je fundamentálńı systém
úlohy (9). Pro x ∈ I definuji matici U(x) = {Uij(x)}n

i,j=1 jako Uij(x) =

y
(i−1)
j (x).

Potom pro každé x ∈ I je U(x) regulárńı matice.

Věta 12.9. [Variace konstant.] Je dána rovnice (9) L [y] = f a plat́ı (P).
Nechť {y1, . . . , y0} je fundamentálńı systém. Nechť c1(x), . . . , cn(x) splňuj́ı
pro ∀x ∈ I soustavu

c′1(x)y1(x) + c′2(x)y2(x) + . . . c′n(x)yn(x) = 0

c′1(x)y′
1(x) + c′2(x)y′

2(x) + . . . c′n(x)y′
n(x) = 0

...

c′1(x)y
(n−2)
1 (x) + c′2(x)y

(n−2)
2 (x) + . . . c′n(x)y(n−2)

n (x) = 0

c′1(x)y
(n−1)
1 (x) + c′2(x)y

(n−1)
2 (x) + . . . c′n(x)y(n−1)

n (x) =
f(x)

a0(x)
.

Potom funkce y(x) =
∑n

j=1 cj(x)yj(x) je řešeńım úlohy (9).

Poznámka. Soustava ve Větě 12.9. má tvar U(x)C(x) = B(x), kde U(x) je
regulárńı matice (Lemma 12.2.), C(x) = (c′1(x), . . . c′n(x)) je neznámý vektor

a B(x) = (0, . . . , 0, f(x)
a0(x)

). Můžeme tedy spoč́ıst c′j(x) a integraćı źıskat cj(x).
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Definice. Rovnice

b0y
(n) + b1y

(n−1) + · · ·+ bny = f(x) , (11)

kde bj ∈ C jsou konstanty (b0 6= 0), se nazývá lineárńı ODR řádu n s kon-
stantńımi koeficienty. Znač́ıme K [y] =

∑n
k=0 bky

(n−k). Rovnice

K [y] = 0 (12)

je odpov́ıdaj́ıćı homogenńı úloha.

Poznámka. Hlavńı myšlenka teorie rovnic s konstantńımi koeficienty: hlede-
jme řešeńı tvaru y(x) = exp(λx). Pozoruji, že K [exp(λx)] = p(λ) exp(λx),
kde

p(λ) =

n
∑

k=0

bkλ
n−k . (13)

Tedy: je-li λ0 kořenem polynomu p(λ), tak funkce exp(λ0x) je řešeńım ho-
mogenńı úlohy.

Definice. Polynom (13) se nazývá charakteristický polynom rovnice (11).

Poznámky. Každý polynom p = p(λ) lze napsat jako

p(λ) = a(λ − λ1)
n1 . . . (λ − λs)

ns

kde λ1, . . . λs ∈ C jsou navzájem r̊uzné kořeny, a n1, . . . ns jsou jejich násob-
nosti.
Plat́ı: n1 + · · ·+ ns rovná se stupeň polynomu.
Dále: λ0 je kořen polynomu p(λ) násobnosti k, právě když 0 = p(λ0) =
p′(λ0) = · · · = p(k−1)(λ0), avšak p(k)(λ0) 6= 0.
Ke stupni polynomu: aλ+ b, kde a 6= 0, je polynom stupně 1. Nenulová kon-
stanta je polynom stupně 0. Identicky nulová funkce se považuje za polynom
záporného stupně.

Lemma 12.3. Je dán operátor K [y] a p(λ) je jeho charakteristický poly-
nom. Potom pro ∀l ≥ 0 celé

K [xl exp(λx)] = exp(λx)
l

∑

j=0

(

l

j

)

p(j)(λ)xl−j .

Důsledek. Je-li λ0 kořen char. polynomu násobnosti k, pak funkce exp(λ0x),
x exp(λ0x), . . . , xk−1 exp(λ0x) řeš́ı homogenńı úlohu (12).
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Poznámka. Připomeňme tvrzeńı (které plyne např. jako speciálńı př́ıpad
Věty 11.6): je-li q(x) polynom a q(x) ≡ 0, tak nutně q(x) je triviálńı (tj. má
všechny koeficienty nulové.)
Totéž řečeno jinak: funkce 1, x, x2, . . .xk, . . . jsou lineárně nezávislé.
Následuj́ıćı lemma můžeme chápat jako zobecněńı tohoto faktu.

Lemma 12.4. Nechť λj ∈ C jsou vzájemně r̊uzná č́ısla, nechť qj(x) jsou
polynomy. Jestliže

∑m
j=1 qj(x) exp(λjx) ≡ 0, pak nutně qj(x) ≡ 0 pro ∀j.

Věta 12.10. [F.S. pro K [y] = 0.] Je dán operátor K [y] a p(λ) je jeho
charakteristický polynom. Nechť λj, j = 1, . . . , s, jsou jeho kořeny, a nj ,
j = 1, . . . s, jsou odpov́ıdaj́ıćı násobnosti. Potom funkce

xl exp(λjx) j = 1, . . . s, l = 0, . . . nj − 1

tvoř́ı fundamentálńı systém homogenńı úlohy (12).

Př́ıklad. y(5) − y(4) − 5y(3) + y′′ + 8y′ + 4y = 0, charakteristický polynom:

p(λ) = λ5 − λ4 − 5λ3 + λ2 + 8λ + 4 = (λ + 1)3(λ − 2)2

−1 je 3-násobný, 2 je 2-násobný kořen, =⇒ fundamentálńı systém:

{

exp(−x), x exp(−x), x2 exp(−x), exp(2x), x exp(2x)
}

obecné řešeńı:

K1 exp(−x) + K2x exp(−x) + K3x
2 exp(−x) + K4 exp(2x) + K5x exp(2x)

kde Ki ∈ R jsou konstanty.

Poznámka. V př́ıpadě, že p(λ) má komplexńı kořeny:
1. možnost: celou teorii uvažujeme ”komplexńı”, tj. hledáme řešeńı y(x) :
C → C, počátečńı podmı́nka y(j−1)(x0) = ηj, j = 1, . . . , n, kde ηj ∈ C. Takto
to funguje a nevad́ı mi komplexńı bk, ani komplexńı kořeny.
2. možnost: chceme ”reálnou” variantu, tj. hledáme jen řešeńı y(x) : R → R,
a předpokládáme bk ∈ R (reálné koeficienty v rovnici.)
Z reálnosti bk plynou dvě věci:
(i) λ ∈ C je kořen p(λ) násobnosti k =⇒ λ je kořen násobnosti k
(ii) funkce y(x) : R → C řeš́ı K [y] = 0 =⇒ funkce Re y(x), Im y(x) řeš́ı
K [y] = 0.
Je-li λ = α + iβ kořen násobnosti k, źıskáme dle V.12.10 funkce

exp(λx), x exp(λx), . . . , xk−1 exp(λx)

exp(λx), x exp(λx), . . . , xk−1 exp(λx)
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mı́sto nich ale vezmeme jejich reálné a imaginárńı části (s užit́ım exp(λx) =
exp(αx)[cos βx + i sin βx])

exp(αx) cos βx, x exp(αx) cos βx, . . . , xk−1 exp(αx) cos βx

exp(αx) sin βx, x exp(αx) sin βx, . . . , xk−1 exp(αx) sin βx

- tak dojdeme k ”reálné” verzi fundamentálńıho systému.

Př́ıklad. y′′ + y = 0, p(λ) = λ2 + 1, kořeny ±i. F.S.={exp(ix), exp(−ix)}.
Reálná verze F.S.: {cos x, sin x}.
Definice. Rovnice

K [y] = q(x) exp(λ0x) , (14)

kde q(x) je polynom, se nazývá rovnice se speciálńı pravou stranou.
Pravá strana je ten typ funkce, kterým se zabývá Lemma 12.3., a ze kterých
umı́me sestavit fundamentálńı systém (Věta 12.10.) Uvid́ıme, že v této
situaci lze řešeńı uhodnout jako funkci předepsaného tvaru.

Poznámka. Nechť qs(x), s = 0, . . .m jsou polynomy, kde stupeň qs je s.
Potom pro libovolný polynom q(x) stupně m existuj́ı (jednoznačně určené)
konstanty cs, s = 0, . . .m takové, že q(x) =

∑m
s=0 csqs(x).

Věta 12.11. Je dána úloha (14), kde q(x) je polynom stupně m. Nechť k ≥ 0
vyjadřuje násobnost λ0 coby kořene charakteristického polynomu (k = 0
pokud λ0 neńı kořen.)
Potom existuje r(x) polynom stupně m takový, že y(x) = xkr(x) exp(λ0x) je
řešeńı (14).

Př́ıklad. y′′ − y′ − 2y = (x + 1) exp(2x). λ0 = 2 je jednoduchý kořen
char. polynomu, stupeň q(x) = x + 1 je 1. Hledám řešeńı ve tvaru y(x) =
xr(x) exp(2x), kde r(x) = Ax + B je polynom stupně 1.
Dosazeńım do rovnice A = 1/6, B = 2/9.

Věta 12.11.’ Je dána úloha

K [y] = exp(αx)
[

q1(x) cos βx + q2(x) sin βx
]

, (15)

kde q1, q2 jsou polynomy stupně ≤ m. Nechť k ≥ 0 vyjadřuje násobnost č́ısla
λ = α + βi coby kořene charakteristického polynomu.
Potom existuj́ı polynomy r1, r2 stupně ≤ m takové, že

y(x) = xk exp(αx)[r1(x) cos βx + r2(x) sin βx]

je řešeńı (15).
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Př́ıklad. y′′ + y′ − y = cos x. Typ (15), α = 0, β = 1, q1 = 1, q2 = 0, tj.
m = 0, č́ıslo λ = i neńı kořen char. polynomu.
Hledám řešeńı ve tvaru y(x) = A cos x + B sin x, dosazeńım do rovnice vyjde
A = −2/5, B = 1/5.

Poznámka. Př́ıklad ukazuje, že Větu 12.11.’ nelze zjednodušit v tom
smyslu, že pokud pravá strana obsahuje jenom cos, pak najdu řešeńı, ob-
sahuj́ıćı také jenom cos.

Poznámka. Soustavu n-rovnic lineárńıch rovnic 1. řádu X ′ = AX, kde
X = X(t) = (x1(t), . . . , xn(t))T jsou neznámé funkce, matice A = {aij}n

i,j=1

lze řešit postupným převedeńım na 1 rovnici vyšš́ıho řádu.
Stručně: z prvńı rovnice x′

1 = a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn vyjádř́ıme např.
x2 = L(x′

1, x1, x3, . . . xn), derivaćı x′
2 = L(x′′

1 , x
′
1, x

′
3, . . . x

′
n), kde L(. . . ) je

nějaká lineárńı kombinace.
Dosazeńım do zbylých n − 1 rovnic dostaneme soustavu, která neobsahuje
x2, je však řádu 2 (obsahuje x′′

1). Atd.

Př́ıklad. Soustava

x′ = 2x − y

y′ = − 6x + y

Z prvńı rovnice: y = 2x − x′, y′ = 2x′ − x′′, dosazeńım do druhé rovnice

2x′ − x′′ = 2x − (2x − x′)

x′′ − 3x′ − 4x = 0

charakteristický polynom: p(λ) = (λ − 4)(λ + 1)

obecné řešeńı: x(t) = K exp(4t) + L exp(−t)

a protože y = 2x − x′, je y(t) = −2K exp(4t) + 2L exp(−t).

Definice. Rovnice

E [y] = f(x) , E [y] =
n

∑

k=0

bkx
n−ky(n−k) , (16)

bk ∈ C, b0 6= 0, se nazývá Eulerova rovnice.
Jde o speciálńı př́ıpad rovnice (9), kde ak(x) = bkx

n−k. Předpoklad (P) je
splněn v intervalech (−∞, 0) a (0,∞), kde také rovnici uvažujeme.

Postup řešeńı. Substitućı y(x) = z(ln |x|), kde z = z(t) je nová neznámá
funkce, předjdeme k rovnici s konstantńımi koeficienty.
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Př́ıklad. Uvažujeme rovnici x2y′′ + y = 0. Výše naznačená substituce dává

y′(x) = z′(ln |x|) · 1

x

a tedy

y′′(x) =
(

z′(ln |x|)
)′ · 1

x
+ z′(ln |x|) ·

(1

x

)′
= z′′(ln |x|) 1

x2
− z′(ln |x|) 1

x2

Po dosazeńı

z′′(ln |x|) − z′(ln |x|) + z(ln |x|) = 0

z′′(t) − z′(t) + z(t) = 0

Posledně uvedená rovnice má konstantńı koeficienty, charakteristický poly-
nom λ2 − λ + 1 = 0, obecné řešeńı

z(t) = c1 exp(t/2) cos(
√

3t/2) + c2 exp(t/2) sin(
√

3t/2) .

Obecné řešeńı p̊uvodńı rovnice je tedy

y(x) = c1

√

|x| cos(ln |x|
√

3/2) + c2

√

|x| sin(ln |x|
√

3/2)

– v intervalech (−∞, 0) a (0,∞).
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