
7. Posloupnosti.

Definice. Posloupnost je zobrazeńı a : N → R, přičemž mı́sto a(n) ṕı̌seme
an. Celou posloupnost znač́ıme

{

an

}

n∈N
nebo krátce {an}.

Př́ıklady. 1© an = 1

n
, bn = (−1)n, cn = n

n

n!
. . .

2© posloupnost zadaná rekurentně: a1 = 0, an+1 =
√

2 + an; a1 = a2 = 1,
an+2 = an+1 + an (Fibonacci)

Definice. Č́ıslo a ∈ R
∗ se nazve limitou posloupnosti {an}, jestliže

(

∀ε > 0
)(

∃n0 ∈ N
)[

n ≥ n0 =⇒ an ∈ U(a, ε)
]

.

Znač́ıme an → a nebo limn→∞ an = a.
Terminologie: pokud posloupnost má konečnou (vlastńı) limitu, ř́ıkáme, že
konverguje. Pokud an → ±∞, ř́ıkáme, že {an} diverguje do ±∞. Pokud an

nemá limitu, ř́ıkáme, že osciluje.

Poznámky. • an → a ∈ R lze ekvivalentně vyjádřit jako

(

∀ε > 0
)(

∃n0 ∈ N
)[

n ≥ n0 =⇒ |an − a| < ε
]

.

Pokud an → ∞, je to totéž jako

(

∀K > 0
)(

∃n0 ∈ N
)[

n ≥ n0 =⇒ an > K
]

.

• velice užitečné je následuj́ıćı pozorováńı: an → a právě když plat́ı: pro
každé ε > 0 pevné je an ∈ U(a, ε) pro všechna n až na konečně výjimek.

Př́ıklady. 1© an = 1

n
→ 0.

2© bn = (−1)n nemá limitu.

Poznámky. Plat́ı:
(i) Jestliže an → a, bn → b, pak

an + bn → a + b

anbn → ab

an/bn → a/b

má-li výraz napravo smysl (srovnej Věty 2.3, 2.7.)
(ii) Jestliže α ≤ an ≤ β pro ∀n, a plat́ı an → a, je také α ≤ a ≤ β. Srovnej
s Větou 2.9.
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(iii) Je-li bn ≤ an ≤ cn pro ∀n, a plat́ı bn → a, cn → a, je také an → a. Viz
Věta 2.10 (”o dvou policajtech”).
(iv) Jestliže an → 0, a posloupnost {bn} je omezená, je anbn → 0. Srovnej s
Větou 2.4.

Definice. Posloupnost {an} se nazve omezená, jestliže ∃K > 0 tak, že
|an| ≤ K pro ∀n. Posloupnost se nazve rostoućı (resp. neklesaj́ıćı resp.
nerostoućı resp. klesaj́ıćı), plat́ı-li an < an+1 (resp. an ≤ an+1 resp. an ≥ an+1

resp. an > an+1) pro ∀n.

Věta 7.1. Konvergentńı posloupnost je omezená.

Věta 7.2. Nechť {an} je monotónńı. Potom {an} má limitu. Je-li nav́ıc
omezená, pak konverguje (tj. má konečnou limitu.)

Definice. Č́ıslo a ∈ R
∗ se nazve hromadný bod posloupnosti {an}, jestliže

pro ∀ε > 0 pevné nastává an ∈ U(a, ε) pro nekonečně mnoho n.

Poznámky. • an = (−1)n má dva hromadné body: 1 a −1.
• bn = sin n ... dá se ukázat, že hromadné body tvoř́ı interval [−1, 1].
• jestliže an → a, tak a je hromadný bod, a je to jediný hromadný bod.

Definice. Je dána posloupnost {an}. Řekneme, že {bn} je podposloupnost
{an} (neboli posloupnost vybraná z {an}), existuje-li rostoućı posloupnost
přirozených č́ısel {kn}n∈N taková, že bn = akn

.

Věta 7.3. Č́ıslo a je hromadný bod posloupnosti {an}, právě když z {an}
lze vybrat podposloupnost, jej́ıž limita je a.

Věta 7.4. (Bolzano-Weierstrassova.) Nechť {an} je omezená. Potom {an}
má konvergentńı podposloupnost.

Definice. Řekneme, že posloupnost {an} splňuje Bolzano-Cauchyho podmı́nku
(neboli je cauchyovská), jestliže

(

∀ε > 0
)(

∃n0 ∈ N
)[

m, n ≥ n0 =⇒ |am − an| < ε
]

.

Věta 7.5. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:
(1) posloupnost {an} konverguje.
(2) posloupnost {an} je cauchyovská.

Poznámka. Někdy je pro nás podstatné, zda posloupnost konverguje nebo
nekonverguje, zat́ımco konkrétńı hodnota limity nás nezaj́ımá. A v tom je
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užitečnost B.C. podmı́nky: umı́ rozhodnout, zda posloupnost konverguje,
aniž hovoř́ı o jej́ı limitě.

Věta 7.6. (Heineho.) Nechť f(x) je definována na nějakém P (x0). Potom
je ekvivalentńı:
(1) limx→x0

f(x) = A.
(2) pro každou posloupnost {xn}, splňuj́ıćı

(i) xn → x0

(ii) xn 6= x0 pro ∀n
plat́ı, že posloupnost {f(xn)} má limitu A.

Poznámka. Jednostranná verze: nechť f(x) je definována na nějakém
P+(x0). Potom je ekvivalentńı:
(1) limx→x0+ f(x) = A.
(2) pro každou posloupnost {xn}, splňuj́ıćı

(i) xn → x0

(ii) xn > x0 pro ∀n
plat́ı, že posloupnost {f(xn)} má limitu A.

Věta 7.7. Nechť f(x) je definována v intervalu I. Potom je ekvivalentńı:
(1) f(x) je spojitá v I.
(2) pro každou posloupnost {xn}, splňuj́ıćı

(i) xn → x0

(ii) x0 ∈ I, xn ∈ I pro ∀n
plat́ı, že posloupnost {f(xn)} má limitu f(x0).

Poznámka. Podobně plat́ı: f(x) je spojitá v bodě x0, právě když pro každou
posloupnost, splňuj́ıćı xn → x0, plat́ı, že f(xn) → f(x0).

Př́ıklady. 1© Důležitá limita:

lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e .

2© Neexistuj́ıćı limita:
lim

n→∞

sin n .

3© Rekurentně zadaná posloupnost a1 = 0, an+1 =
√

2 + an má limitu 2.
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