
5. Primitivńı funkce.

Kdybychom byli přespř́ılǐs svědomit́ı, neexistovala by v̊ubec matematika.

(R. Musil: Zmatky chovance Toerlesse)

Úmluva. V celé kapitole jsou I a J otevřené intervaly.

Definice. Nechť F (x), f(x) : I → R. Řekneme, že F (x) je primitivńı funkce
k f(x) v intervalu I, jestliže F ′(x) = f(x) pro ∀x ∈ I. Znač́ıme

∫

f(x) dx = F (x) v I .

Terminologie: F (x) se také nazývá neurčitý integrál k f(x), f(x) je inte-
grand, x je integračńı proměnná.

Př́ıklady. 1©
∫

xn dx =
xn+1

n + 1
v R, n ≥ 0 celé

2©
∫ dx

xn
=

−1

(n − 1)xn−1
v (−∞, 0) a v (0,∞), n ≥ 2 celé

3©
∫ dx

x
= ln |x| v (−∞, 0) a v (0,∞); obecněji

∫ f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)| v I,

pokud f ′(x) existuje vlastńı a f(x) 6= 0 všude v I
4©

∫
ex dx = ex,

∫
sin x dx = − cos x,

∫
cos x dx = sin x, vše v R

5©
∫ dx√

1 − x2
= arcsin x v (−1, 1),

∫ dx

1 + x2
= arctg x v R

Věta 5.1. (Linearita integrálu.)
(1)

∫

af(x) + bg(x) dx = a

∫

f(x) dx + b

∫

g(x) dx

v každém I, kde maj́ı smysl integrály vpravo;
(2) Jestliže

∫
f(y) dy = F (y) v J , pak

∫

f(ax + b) dx =
1

a
F (ax + b)

v každém I takovém, že {ax + b : x ∈ I} ⊂ J .

Věta 5.2. (Integrace per-partes.) Nechť u(x), v(x) maj́ı vlastńı derivace v
∀x ∈ I. Potom

∫

u′(x)v(x) dx = u(x)v(x) −
∫

u(x)v′(x) dx v I .
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Př́ıklady. 1©
∫

x ln x dx = x2

2
ln x − x2

4
ln x v (0,∞)

2© označme In =
∫

dx
(x2+1)n , n ∈ N. Tedy I1 = arctg x v R, a integraćı

per-partes odvod́ıme rekurentńı vzorec

In+1 =
x

2n(x2 + 1)n
+

2n − 1

2n
In n ∈ N .

Věta 5.3. (1. věta o substituci.) Nechť
∫

g(y) dy = G(y) v J , a nechť
f(x) : I → J má vlastńı derivaci v ∀x ∈ I. Potom

∫

g(f(x))f ′(x) dx = G(f(x)) v I.

Př́ıklady. 1©
∫

xex2

dx = 1
2
ex2

v R

2©
∫

cos5 x dx = sin x − 2
3
sin3 x + 1

5
sin5 x v R

Rozklad polynomů. Každý (nenulový) polynom Q(x) lze rozložit

Q(x) = A
k∏

j=1

(x − aj)
pj

kde aj ∈ C se nazývaj́ı kořeny, pj jejich násobnosti. Plat́ı
∑k

j=1 pj rovná se
stupeň Q(x).
Důsledek: každý (nenulový) polynom je roven nule v nejvýše konečně bodech;
pokud se dva polynomy shoduj́ı v nekonečně bodech, jsou nutně totožné (maj́ı
stejné koeficienty.)
Pokud má Q(x) reálné koeficienty a a = α + iβ je kořen násobnosti p, tak
ā = α − iβ je také kořen (stejné násobnosti) a plat́ı

(x − a)p(x − ā)p =
[
(x − a)(x − ā)

]p
=

[
x2 − 2αx + α2 + β2

]p
,

přičemž posledně uvedený polynom druhého stupně nemá tedy žádné reálné
kořeny.
Tedy každý polynom s reálnými koeficienty lze rozložit

Q(x) = A
m∏

j=1

(x − aj)
pj

n∏

k=1

(
x2 + bkx + ck

)qk , (∗)

kde A, aj, bk, ck jsou reálná č́ısla, tj. aj jsou reálné kořeny Q(x) násobnosti
pj, zat́ımco polynomy x2 + bkx + ck skrývaj́ı dvojici komplexně sdružených
kořen̊u násobnosti qk.
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Věta F. (Rozklad na parciálńı zlomky.) Nechť R(x) =
P (x)

Q(x)
, kde P (x),

Q(x) jsou polynomy a stupeň P je menš́ı než stupeň Q. Nechť Q(x) má
rozklad (*). Potom existuj́ı jednoznačně určená č́ısla Ajr, Bks a Cks ∈ R tak,
že

R(x) =
m∑

j=1

pj∑

r=1

Ajr

(x − aj)s
+

n∑

k=1

qk∑

s=1

Bksx + Cks

(x2 + bkx + ck)s

plat́ı pro každé x kde Q(x) 6= 0.

Integrace racionálńı funkce. Je-li dána R(x) =
P (x)

Q(x)
, pak:

1. Pokud stupeň P je větš́ı nebo roven stupni Q, děleńım převedu na tvar

R(x) = p(x) +
P̃ (x)

Q(x)
,

kde p(x), P̃ (x) jsou polynomy a stupeň P̃ je menš́ı než stupeň Q.

2. Funkci
P̃ (x)

Q(x)
rozlož́ım podle Věty F.

3. Integruji jednotlivé členy rozkladu.

Př́ıklad.
∫

3x

x3 − 1
dx =

∫
dx

x − 1
+

∫ −x + 1

x2 + x + 1
dx

= ln |x − 1| − 1

2
ln(x2 + x + 1) +

√
3 arctg

(
2x√

3
+

1√
3

)

plat́ı v (−∞, 1) a v (1,∞).

Věta 5.4. (2. věta o substituci.) Nechť f(x) : I → R, nechť ϕ(t) : J → I je
vzájemně jednoznačná a ϕ′(t) existuje konečná a nenulová pro ∀t ∈ J .
Jestliže ∫

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt = G(t) v J ,

pak ∫

f(x) dx = G
(
ϕ−1(x)

)
v I .

Poznámky. • 1. věta o substituci - schematicky:
∫

g
(
f(x)

)
f ′(x) dx

∣
∣
∣

y = f(x)

dy = f ′(x) dx

∣
∣
∣ =

∫

g(y) dy = G(y) = G
(
f(x)

)
.
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Použ́ıvá se v př́ıpadě, že integrand má speciálńı tvar, tj. složená funkce krát
derivace vnitřńı funkce. Substituovaná funkce f(x) nemuśı být prostá.
• 2. věta o substituci - schematicky:

∫

f(x) dx
∣
∣
∣

x = ϕ(t)

dx = ϕ′(t) dt

∣
∣
∣ =

∫

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt = F (t) = F

(
ϕ−1(x)

)
.

V tomto př́ıpadě substituovaná funkce ϕ(t) muśı být vzájemně jednoznačná
a ϕ′(t) 6= 0. Druhá věta o substituci se použ́ıvá hlavně ve standardńıch
situaćıch, viz dále.

Typové substituce. V daľśım je R = R(u, v) racionálńı funkce dvou
proměnných, tj. R je z u, v vytvořena operacemi +, −, · a /.
1©

∫

R
(

x, k

√

ax + b

cx + d

)

dx .

Substituce t = k

√
ax+b
cx+d

vede na integraci racionálńı funkce.

Př́ıklad: ∫
dx

x + 2
√

x − 1
.

Polož t =
√

x − 1, tj. x = ϕ(t) = t2 + 1, ϕ′(t) = 2t - předpoklady Věty 5.4
splněny (I = (1,∞), J = (0,∞)); dostáváme

∫
2t dt

(t + 1)2
= 2 ln(t + 1) +

2

t + 1
v J .

Po zpětné substituci je výsledek 2 ln(1 +
√

x − 1) + 2/(1+
√

x − 1) v (1,∞).
2© ∫

R(sin x, cos x) dx .

Použ́ıvá se substituce t = tg(x/2), tj. x = ϕ(t) = 2 arctg x. Odsud

sin x =
2t

1 + t2
, cos x =

1 − t2

1 + t2
, dx =

2

1 + t2
dt ,

což vede opět na integraci racionálńı funkce. Pozor: substituce dává výsledek
jen pro x ∈ (−π, π).
Př́ıklad: ∫

dx

2 + cos x
;
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vede na integrál ∫
2 dt

t2 + 3
=

2√
3

arctg
( t√

3
) .

Tedy
∫

dx

2 + cos x
=

2√
3

arctg
(tg(x/2)√

3
) ;

plat́ı v (−π, π) a d́ıky periodicitě v každém intervalu ((2k − 1)π, (2k + 1)π).
Pokud chci primitivńı funkci na deľśım intervalu, muśım výsledek provést
slepeńı (zespojitěńı) výsledné funkce

F0(x) =
2√
3

arctg
(tg(x/2)√

3
) .

Např́ıklad funkce

F1(x) =







F0(x), x ∈ (−π, π)
π√
3
, x = π

F0(x) + 2π√
3
, x ∈ (π, 3π)

je primitivńı k f(x) = 1/(2 + cosx) v intervalu (−π, 3π). Pro x 6= π je
F ′

1(x) = f(x) zjevné, v bodě x = π to elegantně vyřeš́ıme pomoćı pozděǰśıho
Lemmatu 6.4.
3© ∫

R
(
exp(ax)

)
dx

se převede na integraci racionálńı funkce substitućı t = exp(ax), dx = dt/at.
4© ∫

R(x,
√

ax2 + bx + c) dx .

Pokud a < 0, lze BÚNO předpokládat, že p(x) = ax2 + bx + c má reálné
kořeny. Přeṕı̌seme

√
ax2 + bx + c =

√

a(x − λ)(x − µ) = ±(x − µ)

√

a(x − λ)

x − µ
,

č́ımž obdrž́ıme integrál typu 1©. Př́ıklad:
∫

dx
√

(x − a)(b − x)
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kde a < b. Uprav́ıme:

1
√

(x − a)(b − x)
=

1

x − a

√
x − a

b − x
︸ ︷︷ ︸

t

odtud x = t2b+a
1+t2

, dx = 2t(b−a)
(t2+1)2

dt, integrál po substituci

∫
2dt

1 + t2
= 2 arctg t ,

výsledek je 2 arctg
√

x−a
b−x

, plat́ı v (a, b).

Pro a > 0 použijeme Eulerovu substituci

√
ax2 + bx + c = t −

√
ax .

Ta vede opět na racionálńı funkci, nav́ıc lze dokázat, že splňuje předpoklady
Věty 5.4. na všech intervalech, kde je p(x) > 0. Př́ıklad:

∫
dx

x
√

x2 + x + 1
,

substituce

√
x2 + x + 1 = t − x

x2 + x + 1 = t2 − 2tx + x2

x =
t2 − 1

2t + 1
, dx =

2(t2 + t + 1)

(2t + 1)2
dt

√
x2 + x + 1 = t − x =

t2 + t + 1

2t + 1

Integrál po substituci

∫
2dt

t2 − 1
=

∫ (
1

t − 1
− 1

t + 1

)

dt = ln |t − 1| − ln |t + 1| ,

výsledek lze zapsat jako

ln
|
√

x2 + x + 1 + x − 1|√
x2 + x + 1 + x + 1

,
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plat́ı v intervalech (−∞, 0) a (0,∞).

Poznámka. (Integrál a derivace komplexńıch funkćı.)
Nechť F (x), f(x) : I → C. Potom F ′(x) = f(x) znač́ı

{
ReF (x)

}′
= Re f(x) ,

{
Im F (x)

}′
= Im f(x) .

Stejný význam má
∫

f(x) dx = F (x).
Dı́ky vzorečku (dokážeme později při přesněǰśım zavedeńı elementárńıch funkćı)

exp[(α + iβ)x] = exp(αx)[cos(βx) + i sin(βx)]

vyplývá, že exp(ax)′ = a exp(ax), a také

∫

exp(ax) dx =
exp(ax)

a

plat́ı pro a ∈ C. Rozkladem na reálnou a imaginárńı část źıskáme užitečné
vztahy

∫

exp(αx) cos(βx) dx =
exp(αx)

α2 + β2

[
α cos(βx) + β sin(βx)

]
,

∫

exp(αx) sin(βx) dx =
exp(αx)

α2 + β2

[
α sin(βx) − β cos(βx)

]
.
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