4. DERIVACE

Definice. Necht f(z) je definovéna na jistém U(zg). Pokud existuje limita

lim f(xo+h) — f(xo)
h

h—0

9

nazveme ji derivaci funkce f(x) v bodé x.

d
Zuactime f'(r0), D(20) nebo (F(2))' o

x
Terminologie: pokud f’(zg) € R, jde o derivaci vlastni (konecnou), pro
f'(x9) = £oo je derivace nevlastni.

Poznamky. e ekvivalentni definice derivace:

o )~ )
T—x0 T — X
o f(x) = g(z) na jistém U(zo) implikuje f'(zo) = g'(x0)
e geometricky vyznam: smérnice tecny grafu funkce
e derivovanim vznikne z funkce f(x) nova funkce f’(x), kterda ma dovoleno
nabyvat i hodnot 400

Priklady. O ¢ =0

(x")/ =na" lpror € R,neEN

(l/x"), =-—n/z" prox #0,n €N
sinz)’ = cosz, (cosz) = —sinz pro x € R

6)
D (
® (Inz) =1/x prox >0
© (
s

©

expz) =expx prozr € R

Definice. Necht f(z) je definovéna na jistém U, (zg) (respektive U_(xg).)
Pokud existuje limita
f(zo+h) — f(wo)
h

lim
h—0+

respektive
lim f(@o +h) = f(xo)

h—0— h

I

nazveme ji derivaci funkce f(x) v bodé zg zprava (resp. zleva.)

Znacime f (x) nebo (f(a:)):r|m:x0 respektive f’ (zg) nebo (f(x)):\x:mo
Opét rozlisujeme vlastni a nevlastni derivaci.

Poznamky. e ekvivalentni definice jednostrannych derivaci:

lim —f(x) — f(wo) respektive lim —f(:p) — f(wo) .
r—xo+ T — X T—xTo— T — X



e 7 Véty 2.2 plyne ekvivalence nasledujicich tvrzeni:
(1) f'(zo) existuje a rovna se A
(2) fi(xo) a fL(xy) existuji a rovnaji se A
Piiklady.
D |z|" = sgnz pro x # 0; derivace v 0 neexistuje, nebot (|z])|,—0 = 1

/
@ (\/5)+|$:0 = o0
Véta 4.1. Necht f(z) md v xq vlastnf derivaci. Pak f(z) je v zg spojita.
Poznamky. e dulezité je "vlastni” - sgn(z) mé v 0 derivaci (rovnou o),
ale neni tam spojita
e plati jednostranné verze: f(x) ma v xo vlastni derivaci zprava (zleva) —
f(z) je v zo spojita zprava (zleva)
e obrédcena implikace zdaleka neplati: napf. |z| je spojita v 0, ale nemd tam
derivaci. Lze dokonce sestrojit funkci, ktera je spojitd vsude, ale derivaci
(ani jednostrannou) neméd nikde

Véta 4.2. Necht f(x), g(x) maji vlastn{ derivaci v zy. Potom
1) (f +9);($0) = f'(wo) + g'(0)
(2) (f —,g) (z0) = f'(w0) — g'(20)
(3) (fg) (w0) = f'(x0)g(w0) + f(20)g' (o)
. N 1
(4) jestlize g(w) # 0, pak (5) (z0) = m{f’(fco)g(fco) — f(x0)g'(z0) }

Poznamky. e plati pro jednostranné derivace
e Ize pouZit na vicendsobné soucty, souciny atd.; napr. (f gh),(:co) = f'(x0)g(xo)h(xo)+
f(0)g'(zo) (o) + f(20)g(w0) R (20)
e v piipadé nevlastnich derivaci nemusi plati, tfebaze ma prava strana smysl:
poloz f(x) =1/x prox # 0 a f(0) = 1. Potom f'(0) = oo, a tedy u vzorce
(£ £)'(0) = F(O)£(0) + £(0)£'(0)
je prava strana oo, avSak derivace funkce f - f v bodé 0 neexistuje
Priklady.
1
Dtgdr=——,0# 5 +knm
cos®x
@ (e"sinz) = e”(cosz —sinz)

Lemma 4.1. Necht f/(xg) # 0 (mtze byt i nevlastni). Potom f(x) # f(xo)
na jistém P(x).

Véta 4.3. (Derivace slozené funkce.) Necht f(x) mé vlastn{ derivaci v zy,
necht g(y) ma vlastn{ derivaci v bodé f(x(). Potom

(90 f) (z0) = g'(f(20)) - f'(0) -

2



Piiklady.
D [Cos(xQ)}l = —sin(z?) -2z, x € R
2 " L
@ (Va2 +1) —m,xER
® [f(az+ b)}/ = af’(ax + b) pro kazdé x takové, ze f'(y) ma v bodé ax + b
derivaci
@ {x’”}/ =2"(1+Inx), x>0
O® |f(z)]'= f'(z)sgn {f(z)}, pokud f(z) # 0 a f'(z) existuje vlastni
Véta 4.4. (Derivace inverzni funkce.) Necht I C R je interval, necht f(x)
je spojita, ryze monoténni v R. Oznac J = f(I), a p(y) : J — I je funkce
inverznf k f(z). Necht yo € J je vnitinf bod. Potom:

(1) Jestlze f"(o(un)) € R\ {0}, pak /(1) = Fs.
(2) Jestlize f’E (yo)) = £o0, pak ¢'(yo) = 0.

2
(3) Jestlize f'(¢(yo)) = 0, pak ¢(ys) = oo pokud f(z) je rostouci, a ¢(yg) =
—oo pokud f(x) je klesajici.

1

Piiklady. (D (arcsiny)’ = \/1772, ye(—1,1)
-y
1
@ (arctgy) = T yeR
1

@ Pokud n > 2 je sudé, tak ({L/@/: ~ 1,y>0

nva"-

1 /
Pokud n > 3 je liché, tak (¢ = ro 0,a (¢ —p = Q.



