2. REALNE FUNKCE. LIMITA A SPOJITOST.

Definice. Necht M, N jsou mnoziny. Funkci (zobrazenim) f z M do N
se rozumi libovolny piredpis, ktery kazdému prvku z M pritadi pravé jeden
prvek z N. Znacime f: M — N, z — f(x).
Funkce je prostd, pokud = #y = f(x) # f(y). Pro A C M definuji obraz
A jako

f(A)={y e N; 3z € N tak, ze f(z) =y}

a pro B C N definuji vzor B jako
f7H(B) ={x € M; f(x) € B}.

Funkce je 'mna’ (zobrazuje M na N), pokud f(M) = N.

Je-li f: M — N prostd a na, fekneme, ze je vzajemné jednoznacna. Pak
lze definovat inverzni funkci f 1 : N — M, ktera prvku y € N pritadi ten
(jednoznacné uréeny) prvek x € M, ze f(x) = y.

Je-li f : M — N, a A C M, pak restrikei (ziZzenim) f na A rozumim
zobrazeni, kterd ma stejny predpis jako f, ale uvazuji ho jenom pro x € A.
Znacime f|4.

Je-li f : M — N, g: N — K, definujeme slozené zobrazeni (superpozici)
go f: M — K predpisem = — g(f(x)).

Obcas piseme f : M — N, ackoliv f(x) neni definovano pro tiplné vsechna
x € M. Pak znac¢i Dy (defini¢ni obor f) mnozinu téch x € M, pro néz f(z)
definovano je, a Hy (obor hodnot) znaéi f(Dy).

Umluva. Reélnou funkef rozumime funkei z R do R, tj. nepfipoustime +o0
v argumentu nebo hodnoté funkce.

Definice. Redlna funkce f(x) se nazve rostouci (resp. klesajici resp. neros-
touci resp. neklesajici) na mnoziné M, pokud Vo < y € M je f(x) < f(y)
(xesp. f(z) > f(y) resp. f(z) > f(y) vesp. f(z) < F()).

Tyto funkce se souhrnné nazyvaji monoténni (prvni dvé pak ryze monoténni).
Funkce se nazve shora (zdola) omezend na M, jestlize existuje K tak, ze
f(x) < K (resp. f(x) > K) pro Vo € M. Funkce je omezend, pravé kdyz je
shora i zdola omezend, coz je pravé kdyz (3K > 0)(Vz € M)[|f(x)] < K].

Definice. Necht § > 0. Pro xy € R definujeme

U(xo,d) = (xg — 6,20 + ) ... kruhové d-okoli x

P(xg,6) = U(xo,0) \{zo} = (0 — 0, x0) U (20,0 + ) ... prstencové (reduko-
vané) d-okoli zg

Ui(xg,0) = [z, k9 + J) ...pravé kruhové §-okoli g

U_(z0,9) = (xg — §,x0] . ..levé kruhové d-okoli x

P, (x0,d) = (xg,x0 + ) ...pravé prstencové d-okoli



P_(x0,d) = (xg — 6, x¢) ...levé prstencové d-okoli zg
Déle definujeme
U(00.8) = (1 50], P(o0.
U<_0075) = [_007 _%)7 P
U_(00,0) =U(0,0), P_(00,d) = P(0,0), Uy (—00,d) = U(—00,0), P (—00,0) =
P(—00,4).

Pravé okoli 0o, levé okoli —oo nedefinujeme.

Poznamky.
e pozoruji: 0; < dy = U(zo,1) C U(xg,d2) ...cim mensi §, tim mensi
okoli (plati i u £o0)
e jediny rozdil mezi U(xg,d) a P(x9,0): bod xg
e pro 7y € R plati:
U(zo,6) = {z €R; |z — x0| < 5}
P(x0,6) = {z € R; 0 < |z — zo| < 5}

e piseme U(xy) misto U(xg,d), pokud na é nezalezi; obrat "na jistém P(x)
plati...” je zkratka za ”existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé = € P(xg, ) plati...”

Véta 2.1. (Hausdorffitv princip oddéleni.) Necht zg, 2, € R*, zy # ;.
Potom existuje § > 0 tak, ze U(xg,0)NU(z1,0) = 0. Speciélné xy ¢ U(zy, ).

Definice. Necht zy € R*, necht f(x) je definovana na jistém P(xg,d). Cislo
A € R* se nazve limitou f(z) v bodé xy, jestlize

(Ve > 0) (30 > 0) [z € P(xo,0) = f(z) € U(A,e)].

Znacime f(x) — A pro x — xg, nebo lim f(x) = A.

T—To

Terminologie: pokud A € R, jde o limitu vlastni (konecnou), pro A = +o0
je limita nevlastni.

Poznamky.

e limita v xy nezavisi na f(zy), f nemusi byt v o ani definovana

e nizorné: x blizko xy, ale rizné od ©g = f(z) blizké (nebo rovné) A
e ckvivalentni zapis:

(V= > 0)(36 > 0) [/ (P(x0,6)) C U(A,2)] .
specialné pro xg, A € R:
(Ve >0)(30>0)[0 <|z—mz| <6 = |f(z) —A] <¢].

e limita (pokud existuje) je nejvyse jedna
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Piiklady. (D) lim, ., 2% =4

@ lim, ox™ % =0

@ Dirichletova funkce

-, ea

nem4 limitu v za&dném bodé.

Definice. Necht z € R, necht f(z) je definovana na jistém P, (xo,0)
(respektive P_(zg,0)). Cislo A € R* se nazve limitou f(z) v bodé z, zprava
(resp. zleva), jestlize

(Ve > 0)(30 > 0) [z € P(x0,0) = f(x) € U(A,¢)]
respektive
(Ve >0)(36 > 0) [z € P_(z0,0) = f(z) € U(A,¢e)].

Znacime f(x) — A pro z — xo+, lim f(x) = A, resp. f(x) — A pro

T—To+

r— xo—, lim f(z)=A.

T—r0—

Priklady.

@ pro funkci signum
1 x>0

sgnz = < 0 z=0

-1 <0

plati: lim, oy sgnx =1, lim,_o_sgnz = —1

111’61jE =41

Veéta 2.2. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) lim,_,, f(x) existuje a rovnd se A

(2) limity lim, .+ f(x), lim,—.,— f(z) existuji a rovnaji se témuz A
Lemma 2.1. (1) Necht f(z) ma v bodé zy vlastni limitu. Potom f(x) je
omezend na jistém P(x).

(2) Necht f(z) ma v bodé z limitu (i nevlastn{), riznou od 0. Potom f(z)
je na jistém P(zg) “odrazend od nuly”, tj.

(36 > 0)(3A > 0) [z € P(m,0) = |f(z)] > A].
Véta 2.3. (Aritmetika limit - 1. verze.) Necht f(z) — A, g(x) — B pro

r — x9, kde A, B € R. Potom
(1) f(z) + g(z) — A+ B



(2) f(x) —g(z) = A-B

(3) f(z)-g(x) > A-B

(4) pokud B # 0, tak % . %

pro T — I.

Véta 2.4. Necht f(z) je omezend na jistém P(zg), necht g(z) — 0 pro

x — xo. Potom f(x)-g(z) — 0 pro x — xy.

Poznamka. Plati jednostranné verze uvedenych vét, napi.:

Jestlize f(x) — A, g(x) — B pro x — zo+, pak f(z)-g(z) — A B pro
xr — To+.

Jestlize f(x) je omezend na jistém P_(z¢) a g(x) — 0 pro x — zp—, pak
f(z)-g(x) — 0 pro x — xp—.

Atd.

Definice. Necht 2y € R, necht f(x) je definovana na jistém U (zo). Rekneme,
ze f(x) je spojitd v xg, jestlize

(Ve > 0)(30 > 0) [z € U(xo,0) = f(z) € U(f(x0),2)] .
Ekvivalentni zapisy:

(Ve > 0) (30 > 0) [f(U(xo,6)) C U(f(x0),¢)]
(Ve >0)(30 > 0)[|lz — m| <6 = |f(z) — f(zo)] <é]

Véta 2.5. (Vztah limity a spojitosti.) Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) f(z) je spojita v g
(2) lim f(x) existuje a rovna se f(zg)

T—XT0
Strucné feceno: spojité funkce jsou takové, ze limitu x — xg spocitdm
dosazenim x = x.

Priklady.

D polynom, tj. funkce tvaru p(z) = apz™ + a12™"* + -+ + a,, kde a, € R
jsou konstanty, je spojity v kazdém zg € R

@ raciondlni funkce, tj. funkce tvaru R(z) = %, kde p(x), q(z) jsou

q(z)

polynomy, je spojitd v kazdém zy € R, ve kterém ¢(z¢) # 0

@ funkce sinz, cosz, exp z jsou spojité v kazdém bodé z R; funkce logx je
spojita v kazdém bodé z (0, 00) - uvidime pozdéji

@ funkce /x je spojitd v kazdém bodeé z (0, 00); uvidime pozdéji, ze /x je
vzdy spojitd (ve svém definicnim oboru)

®) funkce sgn x je spojita vSude mimo x = 0

]



© funkce F(z) = z-D(z), kde D(z) je Dirichletova funkee, je spojitd vz =0
a nikde jinde

Véta 2.6. (Limita superpozice) Necht f(z) — yo pro x — g, necht g(y) —
A pro y — yo, kde A, xy, yo € R*. Necht je déle splnén alespon jeden z
nasledujicich predpokladu:

(a) g(y) je spojitd v yo

(b) 3§ > 0 tak, ze f(x) # yo pro Vo € P(x,0)

Potom ¢(f(x)) — A pro z — x.

Priklady.
) \/x3—3x2+ — V3 proz — 2
® s1n(xx+:c )
@ !! bez predpokladu (a) nebo (b) se nelze obejit: definuji f(z) = 0 pro
Ve € R, g(y) = 0 proy # 0 a g(0) = 1. Potom f(x) — 0 pro x — 0,
g(y) — 0 pro y — 0, aviak g(f(x)) — 1 pro x — 0.

— 1lprox — 0

Poznamka. Vyrok f(z) — oo pro z — xy, muzeme ekvivalentné napsat jako
(VK > 0)(36 > 0)[z € P(x0,0) = f(z) > K] .
Podobné f(z) — —oo pro x — ¢ je ekvivalentni

(VL < 0)(36 > 0)[z € P(x,0) = f(z) < L].

Véta 2.7. (Aritmetika limit - obecné verze.) Necht f(z) — A, g(x) — B
pro r — g, kde A, B € R*. Potom

(1) f(x) +g(z) - A+ B

(2) f(x) —g(z) >~ A-B

(3) f(x)-g(x) = A-B

10 A
gl) B

pro x — o, ma-li vyraz napravo smysl.

Priklady. @ —'5 — o5 = 0 pro z — o0

@ 2® +32° +4 =231+ 3+ %) — (-00)’(L+ =% + (=g3) = —c0 pro
T — —00

Poznémka. Proc nedefinuji nékteré vyrazy, napt. 27 Protoze kdyz f(x) —
00, g(x) — 00, nelze obecné Fici, co déla %. — Operace s 0o jsou definovany
praveé tak, aby platila Véta 2.7.

Véta 2.8. Necht f(x) — 0 pro z — .
(1) Je-li navic f(x) > 0 na jistém P(zy), pak ﬁ — 00 PIo & — .
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(2) Je-li naopak f(z) < 0 na jistém P(x,), pak ﬁ — —00 Pro T — Iy.

Priklady. ) %E — 00 pro x — 0+

1
@ 7 — —0 proz — 0—

Véta 2.9. (Zachovéani nerovnosti v limité.) Necht f(z) — a pro z — .
Necht existuje A € R tak, ze f(r) < A na jistém P(zq). Potom a < A.

Poznamky. e plati zrcadlova verze s > misto <

e neplati verze s ostrou nerovosti: f(z) = 1 — 2 < 1 na P(oc0), aviak

lim, o f(z) =1£1

e souhrné: neostra nerovnost se v limité zachova, ostra se muze zménit v
rovnost

Véta 2.10. (O dvou policajtech.) Necht f(z), g(x), h(x) jsou definovany
na jistém P(zo).

(1) Necht g(z) < f(x) < h(z) plati na jistém P(zo), a necht g(z) — a,
h(z) — a pro x — xy, kde a € R. Potom f(z) — a pro x — .

(2) Necht g(x) < f(z) na na jistém P(xq), necht g(x) — oo pro z — x.
Potom f(x) — oo pro z — xo.

(3) Necht f(z) < h(x) na na jistém P(zg), necht h(x) — —oc pro x — .
Potom f(x) — —o0 pro x — .

Priklady. D % — 1 pro x — o0, kde
ly] =max{ke€Z:k<y}

je tzv. celd cast y.

@) cosx +x — —00 pro r — —0o0

Véta 2.11. Necht f(z) je monoténni v intervalu (a,b). Potom existuje
lim, .oy f(z) alim, ., f(x).

Definice. Necht f(z) je definovéna na jistém Uy (w) (respektive U_(x)),
kde zy € R. Rekneme, ze f(z) je spojita v xy zprava (resp. zleva), jestlize

(Ve > 0)(36 > 0) [z € Uy (20,0) = f(z) € U(f(xo), )]
respektive

(Ve > 0)(30 > 0) [z € U_(x,0) = f(x) € U(f(x0),2)] .
Ekvivalentni z4pisy (pro spojitost zprava):

(Ve > 0)(36 > 0) [f(Us(x0,0)) CU(f(20),€)]
(Ve >0)(30>0)[zg <z <z0+6 = |f(2) — flw0)] <€]



Véta 2.12.

(1) f(x) je spojita v zg zprava, pravé kdyz lim, ..+ f(x) = f(20).
(2) f(z) je spojitd v xq zleva, prave kdyz lim, ., f(z) = f(xo).
(3) f(z) je spojita v xq, prave kdyz je tam spojitd zleva i zprava.

Priklad. f(x) = |z] je v 0 spojité zprava, nespojita zleva.

Definice. Necht I C R je interval a f(z) : I — R. Rekneme, ze f(z) je
spojitd v I (na I), jestlize pro kazdé zq € I plati:

(Ve >0)(36 > 0) [z € Uz, 0) NI = f(x) € U(f(x0),¢)] .

Poznamka. U intervalu rozliSujeme vnitini a krajni body. Bod zy € I je
vnitini, pravé kdyz existuje § > 0 tak, ze U(xg,d) C I. Krajni bod muze,
ale nemusi byt prvkem intervalu.

Tedy (a,b), [a,b), (a,b] a [a,b] jsou intervaly s krajnimi body a, b. Vnitinimi
body jsou ve vsech ctyfech piipadech body z (a,b).

Véta 2.13. Necht I C R je interval a f(z) : I — R. Potom nésledujic
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) f(z) je spojita v I

(2) f(z) je spojitd v kazdém vnitinim bodé I; pokud levy krajni bod je
prvkem I, je v ném spojita zprava; pokud pravy krajni bod je prvkem I, je
v ném spojita zleva

(3) f(x) je spojita zprava v kazdém bodé I, ktery neni pravy krajni, a je
spojita zleva v kazdém bodé I, ktery neni levy krajni

Véta 2.14. Necht f(x), g(z) jsou spojité v intervalu I. Potom funkce
f(z) +g(x), f(z) —g(x), f(x) - g(x) jsou spojité v I. Jestlize g(x) # 0 pro

T

Vo € I, je také funkce % spojita v I.

Véta 2.15. (Spojitost superpozice.) Necht f(z) je spojitd v I, necht g(y)
je spojita v J, kde I, J C R jsou intervaly. Necht f(I) C J. Potom funkce
(go f)(zx) je spojita v I.

Poznamka. Thned z definice plyne: je-li f(z) spojitd v I, a I C 1, pak f(z)
je spojita v 1.

Véta 2.16. (Darbouxova.) Necht f(x) je spojitd v I, kde I C R je interval.
Necht v lez{ mezi f(a), f(b), kde a, b € I. Potom mezi a, b lezi ¢ takové, 7e

fle) =
Poznamka. Vétu A4 1ze zobecnit takto: Necht M C R je neprazdna. Potom
existuje S € R* tak, ze S =sup M.

Lemma 2.2. (Charakterizace intervalu.) Necht neprdazdnd M C R m4
nasledujici vlastnost:



[*] Jsou-li o, B € M a ¢islo 7 lezi mezi « a 3, pak také v € M.
Potom M je interval.

Dusledek. Necht I C R je interval a f(z) : I — R je spojitd. Potom f(I)
je také interval. (Spojity obraz intervalu je interval.)

Véta 2.17. (O inverzni funkci.) Necht I C R je interval a f(z) je spojit4,
ryze monoténni v I. Oznac¢ J = f(I). Potom J je interval, f(z): [ — J je
vzajemné jednoznacnd a f_1(y) : J — I je spojitd a ryze monoténni.

Dusledek. Dikaz Véty B (o odmocning), navic dostavame, ze {/x je pro
sudé n spojita v [0, 00), pro liché n je spojitd v R.

Lemma 2.3. (1) Necht f(z) je definovana na jistém P(co). Potom
lim f(z) = lim f(1/y).
T—00 y—0+

(2) Necht f(x) je definovdna na jistém P(—occ). Potom

lim f(z) = lim f(1/y).

Tr——00

Rovnost chapu takto: existuje-li jedna limita, existuje i druhé a rovnaji se.

Poznamky. Necht I C R je interval. Funkci F(x) : I — C ztotoznim s
dvojici funkei fi(x) : I — R, fo(z) : I — R, kde F(z) = fi(z) + ifs(x),
neboli fi(x) = Re F(x), fo(z) = Im F(z).

Limitu definuji takto: F(x) — A € C pro  — xo, jestlize Re F'(x) — Re A,
Im F(x) — Im A pro z — .

Spojitost analogicky: F'(z) je spojitd (v bodé, na intervalu), jestlize funkce
Re F(z), Im F(z) jsou spojité.

Timto prechodem k realné resp. imaginarni casti dokazeme napt. zobecnéni
Vety 2.3. pro A, B € C.



