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1. Uvop. REALN

PouzZivané znacdeni.

P& P a zaroven Q
PV Q) P nebo Q
P = @ P implikuje Q
P < Q .. P je ekvivalentni )
S negace P
P pro kazdé x
T existuje =
e P existuje jediné x
T E A x je prvkem mnoziny A
A C B A je podmnozina B
{ag, a0, ...;an} oo mnozina s prvky ai, as, ..., ay
{z; ()} o mnozina vSech x s vlastnosti ¢(x)
e prazdna mnozina
AU B sjednoceni mnozin
AN B prunik mnozin
AN B o rozdil mnozin

Véta Al. (Algebraické vlastnosti R.) Existuje mnoZina realnych ¢isel R,
ktera obsahuje prvky 0 a 1, a jsou na ni definovany operace ’-’ (nésobeni) a
'+’ (s¢itani) tak, ze plati (pro Vz, y, 2 € R):

WHext+y=y+z,z-y=y-zx

(i) z++2)=(@+y) +z 2 (y 2)=(ry) 2

i)z - (y+2)=x-y+x-z

iv)0+z=z1-z=2x

(v) 0-xz=0anaopak: x-y=0 = 2=0Vy=0

(vi) YV, z Jly tak, 7e x + y = z, toto y znaéime z — x

(vil) Vz, Vo # 0 3ly tak, ze z - y = z, toto y znacime z/x

Poznamka. —z je zkratka za 0 — z, 27! zkratka za 1 : z alias 1/x. Dalsi
standardni znaceni z", ™" etc.

Z bodu (i)—(vii) 1ze vyvodit v8echny dalsi znamé poucky, jako napf. —(—x) =
z, (—x) -y = —(x-y) apod.

Véta A2. (Usporadani R.) Na mnoziné R je definovina relace '<’ (mensi
nez) tak, ze plati (pro Vz, y, z € R):

(i) nastane pravé jedna z moznosti: x = y nebo x < y nebo y < z
)r<y&ky<z = z<z

i)z <y = v4+2<y+=z

iv)0<z&0<y = 0<z-y



Poznamka. x < y je zkratka za (z <
vyvodit dal§f znamé poucky, napt. 22 >
implikuje zy < xz atd.

y)V (z = y). Z Véty A2 opét lze
0 proVr € Rnebox >0ay <z

Definice. (Vyzna¢né podmnoziny R.)
N={1,2,3,...} (pfirozena ¢isla)
Z=NU{0,—1,-2,...} (cela ¢isla)

Q ={%; p€Z, q €N} (raciondlni ¢isla)
(a,b) ={x € R; a <z <b}

[a,b] ={z € R; a <x < b}

(a,b] ={r €R; a<z < b}

[a,b) ={z €R; a <z < b}

(a,+00) ={zx € R; > a}

[a,+00) ={z € R; x > a}

Definice. Pro x € R definuji |z| (absolutni hodnota z) jako
x, x>0
|z =
-z, x<0

Lemma 1.1. Necht a > 0. Potom |z| < a pravé kdyz —a < z < a.

Véta 1.1. (Trojahelnikova nerovnost.) Pro Va,y € R plati:

(i) |z +y| < [z[ + ly|

(i) |z =y < |z| +y

(iid) [z +y| > |[z] — [y]]

(iv) |z —y| = |lz] = [y]]

Véta B. (Odmocnina.)

1. Necht n € N je sudé a a > 0. Potom existuje jednozna¢né urcené b > 0
tak, 7e b" = a.

2. Necht n € N je liché a a € R. Potom existuje jednozna¢né urcené b € R
tak, ze b" = a.

Uvedené ¢islo b se nazyva n-t4 odmocnina z a a znadi se {/a.

Poznamka. Neni (obecné) pravda, 7e va? = z - to plati jen pro z > 0, pro
xr < 0 mame Va2 = —x.

Véta 1.2. Existuji iracionélni ¢isla.

Véta A3. (Vlastnosti N.)

(i) Yz € R In € N tak, ze n > x

(ii) (princip indukce) - Necht M C N spliwje: (a) 1 € M (b)n e M =
n+1¢e M. Potom M = N.



Véta 1.3. Kazdy otevieny interval obsahuje nekoneéné mnoho racionélnich
a nekone¢né mnoho iracionalnich ¢isel.

Definice. Necht M C R.

Prvek # € M se nazve maximum (nejvétsi prvek) M, pokud pro Yy € M
plati y < x. Zna¢ime x = max M.

Prvek © € M se nazve minimum (nejmensi prvek) M, pokud pro Vy € M
plati y > x. Zna¢ime x = min M.

Cislo K se nazve horni odhad M, pokud pro Vx € M plati z < K.

Cislo L se nazve dolnf odhad M, pokud pro Vx € M plati z > L.

Mnozina se nazve shora omezené, ma-li néjaky horni odhad; zdola omezena,
mé-li néjaky dolni odhad; omezen4, je-li omezena shora i zdola.

Piiklady. O M =[0,1) ={z € R; 0 <z < 1} — 0 je minimum, maximum
neexistuje. Omezena mnozina.

@ N — 1 nejmensi, nejvétsi neexistuje. Zdola omezena, shora neomezena
mnozina.

Definice. Necht M C R. Cislo S € R se nazve supremum mnoziny M,
znacime S = sup M, jestlize

(i) Ve € M platiz < S

(i) VS" < S Jy € M tak, ze y > 5’

Poznamky.

e Zobecnéni pojmu maximum, piesnéji: je-li x maximum M, je to také supre-
mum M

e vlastnost (i) = je to horni odhad, vlastnost (ii) = nic mengiho neni horni
odhad. Tj. supremum je ,nejmensi horni odhad“ mnoziny

e existuje nejvyse jedno supremum mnoziny

Definice. Cislo s se nazve infimum mnoziny M, znac¢ime s = inf M, jestlize
(i) Vz € M plati z > s

(ii) Vs’ > s Jy € M tak, ze y < &'

Véta A4. Necht M C R je neprazdna a shora omezena. Potom existuje
S € R tak, ze S = sup M.

Véta A4’. Necht M C R je neprazdna a zdola omezena. Potom existuje
s € R tak, ze s = inf M.

Definice. (Komplexni ¢isla.) Symbolem C zna¢ime mnozinu vsech ¢isel tvaru
r+iy, kde z,y € R a i je imaginarn{ jednotka (plati i? = —1.) Je-li z = z+1y,
piseme Re z = x, Im z = y (redln4, resp. imaginarni ¢ast z).

Definice. (Rozsifena realna ¢isla.) Klademe R* = R U {(+)oo, —oo}. Us-
poradani a pocetni operace s prvky 4+oo definujeme takto:



e Vr € Rje —0o < x < oo, dile —o0 < 00

e VxeRjexr+oo=00,r—00=—00,dale co+00 =00, —00—00 = —00
e Vz>0jex-00=00, 1z (—00)=—00,dile 0000 =00
e Vr<0jex-00o=—00, - (—00)=o00,dile —c0 - (—00) = 00
x x
eVreRje—=0,—=0
00 —00
+oo

x
Nedefinovano zistava: oo — oo, 0 - (£00), 0’ Too'
00



