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minulosti

Predikce ve
spektrálńı
doméně
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Projekce v Hilbertově prostoru

Definice:
Nechť H je Hilbert̊uv prostor (úplný vektorový prostor se
skalárńım součinem 〈·, ·〉) a normou ||.||, která je pro každé
x ∈ H definovaná jako ||x || =

√
〈x , x〉.

Jestliže pro dva prvky x , y ∈ H plat́ı 〈x , y〉 = 0, ř́ıkáme, že tyto
prvky jsou navzájem kolmé (ortogonálńı) a znač́ıme x ⊥ y .

Nechť M ⊂ H je podmnožina H. Ř́ıkáme, že prvek x ∈ H je
kolmý k M, jestliže je kolmý ke každému prvku M, tj.
〈x , y〉 = 0 pro každé y ∈ M. Stručně ṕı̌seme x ⊥ M.

Množina M⊥ = {y ∈ H : y ⊥ M} se nazývá ortogonálńı
doplněk množiny M.
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v časové
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Věta 49:
Nechť H je Hilbert̊uv prostor, M ⊂ H je jeho libovolná
podmnožina. Potom M⊥ je uzav̌rený podprostor H.

Důkaz:
Nulový prvek paťŕı do M⊥, neboť 〈0, x〉 = 0 pro každé x ∈ M.

Linearita skalárńıho součinu ⇒ každá lineárńı kombinace dvou
prvk̊u M⊥ je prvkem M⊥

Spojitost skalárńıho součinu ⇒ limita posloupnosti prvk̊u M⊥

je prvkem M⊥.
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Věta 50 (o projekci):
Nechť M je uzav̌rený podprostor Hilbertova prostoru H. Potom
pro každý prvek x ∈ H existuje jednoznačný rozklad na součet
x = x̂ + (x − x̂), kde x̂ ∈ M a x − x̂ ∈ M⊥. Dále plat́ı

||x − x̂ || = min
y∈M
||x − y || (1)

a
||x ||2 = ||x̂ ||2 + ||x − x̂ ||2. (2)

Důkaz: Rudin (2003), věta 4.11.

Prvku x̂ ∈ M s vlastnost́ı (1) ř́ıkáme (ortogonálńı) projekce
prvku x na podprostor M. Zobrazeńı PM , které každému prvku
x ∈ H p̌rǐrazuje jeho ortogonálńı projekci na podprostor M,
budeme nazývat projekčńı zobrazeńı. Zřejmě tedy pro každé
x ∈ H

x = PMx + (x − PMx) = PMx + (I − PM)x , (3)

kde PMx ∈ M, (I − PM)x ∈ M⊥ a I znač́ı identické zobrazeńı.
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Věta 51:
Nechť H je Hilbert̊uv prostor, PM projekčńı zobrazeńı H do
jeho uzav̌reného podprostoru M.

1 Pro každé x , y ∈ H a libovolné α, β ∈ C je
PM(αx + βy) = αPMx + βPMy .

2 Jestliže x ∈ M, potom PMx = x .

3 Jestliže x ∈ M⊥, potom PMx = 0.

4 Jestliže M1,M2 jsou uzav̌rené podprostory H takové, že
M1 ⊆ M2, potom PM1x = PM1(PM2x) pro každé x ∈ H.

5 Jestliže xn, x jsou prvky H takové,že ||xn − x || → 0 pro
n→∞, potom ||PMxn − PMx || → 0.
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Důkaz:

1

αx + βy = α(PMx + (x − PMx)) + β(PMy + (y − PMy))

= αPMx + βPMy + α(x − PMx) + β(y − PMy).

αPMx + βPMy ∈ M, α(x − PMx) + β(y − PMy) ∈ M⊥

⇒ αPMx + βPMy = PM(αx + βy).

2 Plyne z jednoznačnosti rozkladu (3).

3 Plyne z jednoznačnosti rozkladu (3).

4 x = PM2x + (x − PM2x), PM2x ∈ M2, x − PM2x ∈ M⊥2
PM1x = PM1(PM2x) + PM1(x − PM2x).

PM1(PM2x) ∈ M1, M⊥2 ⊆ M⊥1 ⇒ PM1(x − PM2x) = 0.

5 Z linearity projekce a z rovnice (2)

||PMxn − PMx ||2 = ||PM(xn − x)||2 ≤ ||xn − x ||2.
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nekonečné
minulosti

Predikce ve
spektrálńı
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Predikce založená na konečné minulosti

Problém: Uvažujme X1, . . . ,Xn s nulovými sťredńımi
hodnotami a konečnými druhými momenty. Na základě
X1, . . . ,Xn chceme p̌redpovědět veličinu Xn+h, kde h > 0.
Hledáme aproximaci Xn+h mě̌ritelnou funkćı g(X1, . . . ,Xn)
(p̌redpověď), pro kterou výraz

E |Xn+h − g (X1, . . . ,Xn)|2

nabývá minimálńı hodnoty.
Řešeńım této úlohy je podḿıněná sťredńı hodnota

g(X1, . . . ,Xn) = E(Xn+h|X1, . . . ,Xn).
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Je totiž, zavedeme-li značeńı (X1, . . . ,Xn)′ = Xn,

E (Xn+h − g(Xn))2

= E (Xn+h − E(Xn+h|Xn) + E(Xn+h|Xn)− g(Xn))2

= E (Xn+h − E(Xn+h|Xn))2 + E (E(Xn+h|Xn)− g(Xn))2

+ 2E [(Xn+h − E(Xn+h|Xn)) (E(Xn+h|Xn)− g(Xn))] ,
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p̌ričemž pro posledńı sč́ıtanec plat́ı

E [(Xn+h − E(Xn+h|Xn)) (E(Xn+h|Xn)− g(Xn))]

= E [E (Xn+h − E(Xn+h|Xn)) (E(Xn+h|Xn)− g(Xn)) |Xn]

= E [(E(Xn+h|Xn)− E(Xn+h|Xn)) (E(Xn+h|Xn)− g(Xn))] = 0.

Je tedy

E(Xn+h − g(Xn))2

= E (Xn+h − E(Xn+h|Xn))2 + E (E(Xn+h|Xn)− g(Xn))2

≥ E (Xn+h − E(Xn+h|Xn))2

a rovnost nastane pro g(Xn) = E(Xn+h|Xn).

Obt́ıžné, omeźıme se na lineárńı aproximace
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Nejlepš́ı lineárńı p̌redpověď (predikci) prvku Xn+h na základě
prvk̊u X1, . . . ,Xn budeme značit X̂n+h(n).

Př́ımá metoda

Nechť H := H{X1, . . . ,Xn, . . . ,Xn+h} je Hilbert̊uv prostor
generovaný náhodnými veličinami X1, . . . ,Xn+h a
Hn

1 := H{X1, . . . ,Xn} nechť je Hilbert̊uv prostor generovaný
náhodnými veličinami X1, . . . ,Xn.
Nejlepš́ı lineárńı predikce Xn+h je prvek

X̂n+h(n) =
n∑

j=1

cjXj ∈ Hn
1 , (4)

pro který

E|Xn+h − X̂n+h(n)|2 = ‖Xn+h − X̂n+h(n)‖2

nabývá minimálńı hodnoty mezi všemi lineárńımi kombinacemi
X1, . . . ,Xn.
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Tedy
X̂n+h(n) = PHn

1
(Xn+h) ∈ Hn

1 ,

Xn+h − X̂n+h(n) ⊥ Hn
1 . (5)

Z linearity prostoru Hn
1 plyne, že podḿınka (5) bude splněna

právě tehdy, když

Xn+h − X̂n+h(n) ⊥ Xj , j = 1, . . . , n,

tj. když

E(Xn+h − X̂n+h(n))X j = 0, j = 1, . . . , n.

Konstanty c1, . . . , cn muśı tedy splňovat podḿınky

E
(
Xn+h −

n∑
k=1

ckXk

)
X j = 0, j = 1, . . . , n,

neboli

EXn+hX j −
n∑

k=1

ckEXkX j = 0, j = 1, . . . , n. (6)
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Prášková

Predikce
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Je-li X1, . . .Xn+h reálná centrovaná stacionárńı posloupnost
s autokovariančńı funkćı R, má soustava (6) tvar

n∑
k=1

ckR(k − j) = R(n + h − j), j = 1, . . . , n, (7)

neboli

c1R(0) + c2R(1) + · · ·+ cnR(n − 1) = R(n + h − 1),

c1R(1) + c2R(0) + · · ·+ cnR(n − 2) = R(n + h − 2),

. . .

c1R(n − 1) + c2R(n − 2) + · · ·+ cnR(0) = R(h).
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Maticový zápis (7):

Γncn = γnh

kde cn := (c1, . . . , cn)′, γnh := (R(n + h − 1), . . . ,R(h))′ a

Γn :=


R(0) R(1) . . . R(n − 1)
R(1) R(0) . . . R(n − 2)

...
...

. . .
...

R(n − 1) R(n − 2) . . . R(0)

 ,
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Pokud existuje Γ−1
n , potom cn = Γ−1

n γnh, tedy

X̂n+h(n) =
n∑

j=1

cjXj = c′nXn = γ ′nhΓ−1
n Xn. (8)

Je žrejmé, že Γn = var (X1, . . . ,Xn) = var Xn = E (XnX′n).

Chyba predikce (reziduálńı rozptyl)

δ2
h := E|Xn+h − X̂n+h(n)|2 = ‖Xn+h − X̂n+h(n)‖2.

Podle (2)

‖Xn+h‖2 = ‖X̂n+h(n)‖2 + ‖Xn+h − X̂n+h(n)‖2,

je tedy
δ2
h = ‖Xn+h‖2 − ‖X̂n+h(n)‖2. (9)
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prostoru

Predikce
založená na
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Pro reálnou centrovanou stacionárńı posloupnost takovou, že
Γn je regulárńı, plat́ı

δ2
h = ‖Xn+h‖2 − ‖X̂n+h(n)‖2 = E|Xn+h|2 − E|X̂n+h(n)|2

= R(0)− E(c′nXn)2 = R(0)− c′nE (XnX′n)cn

= R(0)− c′nΓncn = R(0)− γ ′nhΓ−1
n ΓnΓ−1

n γnh

= R(0)− γ ′nhΓ−1
n γnh. (10)
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Věta 52:
Nechť {Xt , t ∈ Z} je reálná centrovaná stacionárńı
posloupnost s autokovariančńı funkćı R, pro kterou je R(0) > 0
a R(k)→ 0 pro k →∞. Potom matice Γn = var (X1, . . . ,Xn)
je regulárńı pro každé n ∈ N.

Důkaz:
sporem
Nechť Γn je pro nějaké n ∈ N singulárńı; potom existuje
nenulový vektor c = (c1, . . . , cn)′ takový, že c′Γnc = 0 a pro
Xn = (X1, . . . ,Xn)′ plat́ı c′Xn = 0 s. j., neboť E c′Xn = 0 a
var (c′Xn) = c′Γnc = 0.
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Existuje tedy p̌rirozené 1 ≤ r < n a konstanty a1, . . . , ar

takové, že Γr je regulárńı a

Xr+1 =
r∑

j=1

ajXj .

Ze stacionarity posloupnosti {Xt , t ∈ Z} plyne, že

var(X1, . . . ,Xr ) = · · · = var(Xh, . . . ,Xh+r−1) = Γr .

Odtud pro libovolné h ≥ 1

Xr+h =
r∑

j=1

ajXj+h−1.

Pro každé n ≥ r + 1 najdeme konstanty a
(n)
1 , . . . , a

(n)
r takové,

že Xn =
∑r

j=1 a
(n)
j Xj = a(n)′Xr , kde a(n) = (a

(n)
1 , . . . , a

(n)
r )′ a

Xr = (X1, . . . ,Xr )′,

var Xn = a(n)′ var Xr a(n) = a(n)′Γra(n) = R(0) > 0.
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Matice Γr je pozitivně definitńı, tedy existuje rozklad
Γr = PΛP′, kde Λ je diagonálńı matice, která má na diagonále
vlastńı č́ısla matice Γr , a PP′ = I je jednotková matice.
Protože Γr je pozitivně definitńı, jsou všechna jej́ı vlastńı č́ısla
kladná; bez újmy na obecnosti p̌redpokládejme, že
0 < λ1 ≤ · · · ≤ λr . Potom

R(0) = a(n)′PΛP′a(n) ≥ λ1a(n)′PP′a(n) = λ1

r∑
j=1

(
a

(n)
j

)2
,

z čehož pro každé j = 1, . . . , r plyne, že
(
a

(n)
j

)2 ≤ R(0)/λ1,

tedy |a(n)
j | ≤ C nezávisle na n, kde C je kladná konstanta.



Náhodné
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nekonečné
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doméně

Zároveň je

0 < R(0) = E
(
Xn

)2
= E

(
Xn

r∑
j=1

a
(n)
j Xj

)
=

r∑
j=1

a
(n)
j EXnXj

=
r∑

j=1

a
(n)
j R(n − j) ≤

r∑
j=1

|a(n)
j ||R(n − j)|

≤ C
r∑

j=1

|R(n − j)|.

Posledńı výraz s rostoućım n konverguje k nule, neboť podle
p̌redpokladu R(n)→ 0 pro n→∞, to je ale ve sporu
s p̌redpokladem R(0) > 0.
Tedy matice Γn je regulárńı pro každé n ∈ N.
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Rekurzivńı postupy

Značeńı:

• Hk
1 = H{X1, . . . ,Xk} Hilbert̊uv prostor vytvǒrený

veličinami X1, . . . ,Xk

• X̂k+1(k) = PHk
1

(Xk+1) := X̂k+1, k ≥ 1, X̂1 := 0.

Potom

Hn
1 = H{X1, . . . ,Xn} = H{X1 − X̂1, . . . ,Xn − X̂n}

Lemma:
X1 − X̂1, . . . ,Xn − X̂n jsou ortogonálńı náhodné veličiny.

Důkaz:
Nechť i < j . Potom Xi ∈ H i

1 ⊆ H j−1
1 a X̂i ∈ H i−1

1 ⊂ H j−1
1 , tedy

Xi − X̂i ∈ H j−1
1 . Dále: X̂j = P

H j−1
1

(Xj), proto Xj − X̂j ⊥ H j−1
1 ,

tedy také
Xi − X̂i ⊥ Xj − X̂j .
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Predikce
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Nejlepš́ı lineárńı p̌redpověď prvku Xk+1 spočtená z X1, . . . ,Xk

(o jeden krok):

X̂k+1 =
k∑

j=1

θk j

(
Xk+1−j − X̂k+1−j

)
.

Chyba p̌redpovědi prvku Xk+1 o jeden krok:

vk = E|Xk+1 − X̂k+1|2 = ||Xk+1 − X̂k+1||2, k ≥ 0.
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Věta 53 [Inovačńı algoritmus]:
Nechť {Xt , t ∈ Z} je reálná centrovaná posloupnost
s autokovariančńı funkćı R(i , j), kde matice (R(i , j))n

i ,j=1 je
regulárńı pro každé n. Potom nejlepš́ı lineárńı predikce Xn+1

založená na X1, . . . ,Xn je

X̂1 = 0, (11)

X̂n+1 =
n∑

j=1

θn j

(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)
, n ≥ 1, (12)

kde pro k = 0, . . . , n − 1

v0 = R(1, 1), (13)

θn,n−k =
1

vk

(
R(n + 1, k + 1)−

k−1∑
j=0

θk,k−jθn,n−jvj

)
, (14)

vn = R(n + 1, n + 1)−
n−1∑
j=0

θ2
n,n−jvj . (15)
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Důkaz:
Definujme X̂1 := 0, potom

v0 = E|X1 − X̂1|2 = E|X1|2 = R(1, 1).

V́ıme:
Xn+1 muśı být tvaru (12) a pro j < k jsou Xj − X̂j a Xk − X̂k

ortogonálńı. Násobme obě strany (12) skalárně náhodnou
veličinou Xk+1 − X̂k+1 pro k < n :

EX̂n+1(Xk+1 − X̂k+1)

=
n∑

j=1

θnjE
(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)(
Xk+1 − X̂k+1

)
= θn,n−kE(Xk+1 − X̂k+1)2 = θn,n−kvk .

X̂n+1 ∈ Hn
1 a Xn+1 − X̂n+1 ⊥ Hn

1 ⇒

E(Xn+1 − X̂n+1)(Xk+1 − X̂k+1) = 0, k < n,

EXn+1(Xk+1−X̂k+1) = EX̂n+1(Xk+1−X̂k+1) = θn,n−kvk . (16)
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Odtud

θn,n−k =
1

vk
EXn+1

(
Xk+1 − X̂k+1

)
=

1

vk

(
R(n + 1, k + 1)− EXn+1X̂k+1

)
.

Dále, když aplikujeme vzorec (12) na X̂k+1 a ve vzorci (16)
ḿısto indexu k užijeme index k − j , dostaneme

EXn+1X̂k+1 = EXn+1

k∑
j=1

θkj

(
Xk+1−j − X̂k+1−j

)

=
k∑

j=1

θkjEXn+1

(
Xk+1−j − X̂k+1−j

)

=
k∑

j=1

θkjθn,n−(k−j)vk−j .
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Celkem tedy máme

θn,n−k =
1

vk

(
R(n + 1, k + 1)−

k∑
j=1

θkjθn,n−(k−j)vk−j

)
=

1

vk

(
R(n + 1, k + 1)−

k−1∑
ν=0

θn,n−νθk,k−νvν
)
.
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doméně
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Výpočet vn:

vn = E|Xn+1 − X̂n+1|2 = E|Xn+1|2 − E|X̂n+1|2

= R(n + 1, n + 1)− E
∣∣∣ n∑
j=1

θnj

(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)∣∣∣2
= R(n + 1, n + 1)−

n∑
j=1

θ2
njE(Xn+1−j − X̂n+1−j)

2

= R(n + 1, n + 1)−
n∑

j=1

θ2
njvn−j

= R(n + 1, n + 1)−
n−1∑
ν=0

θ2
n,n−νvν .
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Výpočet p̌redpovědi o jeden krok podle inovačńıho algoritmu
tedy schematicky prob́ıhá takto:

X̂1 v0

θ11 X̂2 v1

θ22 θ21 X̂3 v2

θ33 θ32 θ31 X̂4 v3

. . . . . . . . .
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Př́ıklad:
Jsou dána pozorováńı X1, . . . ,Xn, pro které plat́ı model MA(1),

Xt = Yt + bYt−1, Yt ∼WN(0, σ2), t ∈ Z

Určete X̂n+1 pomoćı inovačńıho algoritmu.

X̂1 = 0,

v0 = R(0) = σ2(1 + b2),

θ11 =
1

v0
R(1) =

b

1 + b2
,

X̂2 = θ11(X1 − X̂1) = θ11X1,

v1 = R(0)− θ2
11v0,

θ22 =
1

v0
R(2) = 0,

θ21 =
1

v1
(R(1)− θ22θ11v0) =

R(1)

v1
,

X̂3 = θ21(X2 − X̂2),

v2 = R(0)− θ2
21v1,
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procesy II

Zuzana
Prášková
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obecně

θnk = 0, k = 2, . . . , n,

θn1 =
R(1)

vn−1
,

X̂n+1 = θn1(Xn − X̂n),

vn = R(0)− θ2
n1vn−1.

Př́ıklad:
Uvažujme model MA(q).Potom je R(k) = 0 pro |k | > q.
Postupným výpočtem zjist́ıme, že

X̂n+1 =

min(q,n)∑
j=1

θnj

(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)
, n ≥ 1.
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Předpověď o h > 1 krok̊u:
X̂n+h(n) = PHn

1
(Xn+h), kde Hn

1 = H(X1 − X̂1, . . . ,Xn − X̂n).

Protože Hn
1 ⊂ Hn+1

1 ⊂ · · · ⊂ Hn+h−1
1 , plyne z vlastnosti

projekčńıho zobrazeńı a (12), že

X̂n+h(n) = PHn
1

(
Xn+h

)
= PHn

1

(
PHn+h−1

1

(
Xn+h

))
= PHn

1

(
X̂n+h

)
= PHn

1

(n+h−1∑
j=1

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

))

=
n+h−1∑

j=1

θn+h−1,jPHn
1

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)

=
n+h−1∑

j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)
, (17)

neboť Xn+h−j − X̂n+h−j ⊥ X n
1 pro j < h.
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prostoru

Predikce
založená na
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doméně

Chyba p̌redpovědi o h krok̊u je

δ2
h = E

∣∣Xn+h − X̂n+h(n)
∣∣2 = E

∣∣Xn+h

∣∣2 − E
∣∣X̂n+h(n)

∣∣2
= R(n + h, n + h)− E

∣∣∣n+h−1∑
j=h

θn+h−1,j

(
Xn+h−j − X̂n+h−j

)∣∣∣2
= R(n + h, n + h)−

n+h−1∑
j=h

θ2
n+h−1,jvn+h−j−1.
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Př́ıklad:
Uvažujme opět model MA(1).
Již jsme ukázali, že

X̂n+1 = PHn
1
(Xn+1) = θn1(Xn − X̂n).

Pro h > 1 je

X̂n+h(n) = PHn
1
(Xn+h) = PHn

1
(X̂n+h)

= PHn
1
(θn+h−1,1(Xn+h−1 − X̂n+h−1)) = 0,

neboť (Xn+h−1 − X̂n+h−1) ⊥ Hn
1 pro h > 1.
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Inovačńı algoritmus pro model ARMA

Uvažujme kauzálńı proces ARMA(p, q)

Xt = ϕ1Xt−1+· · ·+ϕpXt−p+Yt +θ1Yt−1+· · ·+θqYt−q, t ∈ Z,

Yt ∼WN(0, σ2). Hledáme X̂n+1 = PHn
1
(Xn+1).

Transformace:

Wt =


1
σXt , t = 1, 2, . . . ,m,

1
σ (Xt − ϕ1Xt−1 · · · − ϕpXt−p) , t > m,

(18)
m = max(p, q).

Položme X̂1 = 0, Ŵ1 = 0, Ŵk = PHk−1
1

(Wk). Potom

Hn
1 = H(X1 − X̂1, . . . ,Xn − X̂n) = H(X1, . . . ,Xn)

= H(W1, . . . ,Wn) = H(W1 − Ŵ1, . . . ,Wn − Ŵn).



Náhodné
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• Aplikace inovačńıho algoritmu na posloupnost
{W1, . . . ,Wn} :

Ŵn+1 =


∑n

j=1 θnj(Wn+1−j − Ŵn+1−j), 1 ≤ n < m,∑q
j=1 θnj(Wn+1−j − Ŵn+1−j), n ≥ m

(19)
(pro t > m je Wt ∼ MA(q)).

• Projekce do Ht−1
1 na obě strany vztahu (18):

Ŵt =


1
σ X̂t , t ≤ m,

1
σ (X̂t − ϕ1Xt−1 · · · − ϕpXt−p), t > m.

(20)
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Predikce
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Je vidět, že pro t ≥ 1

Wt − Ŵt =
1

σ

(
Xt − X̂t

)
, E|Wt − Ŵt |2 =

1

σ2
vt−1 := wt−1.

Plat́ı tedy

X̂n+1 =


∑n

j=1 θnj

(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)
, n < m∑q

j=1 θnj

(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)
+
∑p

j=1 ϕjXn−j+1, n ≥ m,

(21)
kde koeficienty θnj a wn se spočtou inovačńım algoritmem
aplikovaným na posloupnost (18).
K tomu muśıme spoč́ıtat hodnoty autokovariančńı funkce
posloupnosti {Wt}.
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V́ıme, že E Xt = 0, tedy i E Wt = 0.
Pro kovariance RW (s, t) = EWsWt plat́ı

RW (s, t) =



1
σ2 RX (s − t), 1 ≤ s, t ≤ m,

1
σ2

[
RX (s − t)−

∑p
j=1 ϕjRX (|s − t| − j)

]
,

min(s, t) ≤ m, m < max(s, t) ≤ 2m,

1
σ2

∑q−|s−t|
j=0 θjθj+|s−t|, s, t > m, |s − t| ≤ q,

0, jinde

(22)
(zde jsme položili θ0 = 1).
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Projekce
v Hilbertově
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Inovačńı algoritmus pro model AR

Uvažujme kauzálńı proces AR(p), tj.

Xt = ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p + Yt , t ∈ Z, Yt ∼WN(0, σ2)

• Transformace:

Wt =


1
σXt , 1 ≤ t ≤ p,

1
σ (Xt − ϕ1Xt−1 − · · · − ϕpXt−p) = 1

σYt , t > p.

(23)

• Inovačńı algoritmus na W1, . . . ,Wn :

Ŵn+1 =


∑n

j=1 θnj(Wn+1−j − Ŵn+1−j), n < p,

0, n ≥ p.

(24)
(Wn+1 ⊥ Hn

1 pro n ≥ p.)
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procesy II

Zuzana
Prášková

Predikce
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Opět Wt − Ŵt = 1
σ (Xt − X̂t) pro t ≥ 1 a odtud

X̂n+1 =


∑n

j=1 θnj

(
Xn+1−j − X̂n+1−j

)
, n < p,

ϕ1Xn + ϕ2Xn−1 + · · ·+ ϕpXn−p+1, n ≥ p.
(25)

Autokovariančńı funkce poťrebná pro výpočet koeficient̊u θnj je

RW (s, t) =


1
σ2 RX (s − t), 1 ≤ s, t ≤ p,

1, t = s > p,

0 jinde.

(26)

Chybu p̌redpovědi o jeden krok pro n ≥ p můžeme spoč́ıtat jako

vn = E|Xn+1 − X̂n+1|2 = EY 2
n+1 = σ2.
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minulosti

Predikce ve
spektrálńı
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Odhadnutý model pro Wolf̊uv index (centrováno):
AR(9), a(B)Xt = Yt

a(z) = 1− 1.182z + 0.4248z2 + 0.1619z3 − 0.1687z4

+ 0.1156z5 − 0.02689z6 − 0.005769z7

+ 0.02251z8 − 0.2062z9
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Prášková
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v časové
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minulosti

Predikce
založená na
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Predikce založená na nekonečné minulosti

Problém: známe celou minulost Xn,Xn−1, . . . , chceme
p̌redpov́ıdat Xn+1,Xn+2, . . . .

Úloha projekce v Hilbertově prostoru: Uvažujme Hilbertovy
prostory H = H{Xt , t ∈ Z} a Hn

−∞ = H{. . .Xn−1,Xn}.

Předpověď X̂n+h(n) prvku Xn+h založená na nekonečné
minulosti Xn,Xn−1, . . . je projekce Xn+h ∈ H do Hn

−∞,

X̂n+h(n) = PHn
−∞

(Xn+h)

p̌redpověď o jeden krok: X̂n+1(n) := X̂n+1.
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Předpověď v autoregresńım modelu AR(p).

Uvažujme model

Xt = ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p + Yt , t ∈ Z, (27)

kde {Yt , t ∈ Z} je WN(0, σ2), a p̌redpokládejme, že polynom
λp − ϕ1λ

p−1 − · · · − ϕp má všechny kǒreny uvniťr
jednotkového kruhu.
V́ıme: {Xt , t ∈ Z} je kauzálńı lineárńı proces a Yt ⊥ Xs pro
všechna t > s.
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nekonečné
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Předpověď o jeden krok:

• Xn+1 = ϕ1Xn + · · ·+ ϕpXn+1−p + Yn+1

• ϕ1Xn + · · ·+ ϕpXn+1−p ∈ Hn
−∞,

• Yn+1 ⊥ Xn,Xn−1, · · · ⇒ Yn+1 ⊥ Hn
−∞, (plyne z linearity a

spojitosti skalárńıho součinu)

X̂n+1 = PHn
−∞

(Xn+1) = ϕ1Xn + · · ·+ ϕpXn+1−p.

Chyba p̌redpovědi je

E|Xn+1 − X̂n+1|2 = E|Yn+1|2 = σ2.
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procesy II

Zuzana
Prášková
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Předpověď o h > 1 krok̊u.

X̂n+h(n) = PHn
−∞

(Xn+h) = PHn
−∞

(
PHn+h−1
−∞

(Xn+h)
)

= PHn
−∞

(X̂n+h)

= PHn
−∞

(ϕ1Xn+h−1 + · · ·+ ϕpXn+h−p)

= ϕ1[Xn+h−1] + ϕ2[Xn+h−2] + · · ·+ ϕp[Xn+h−p],

kde

[Xn+j ] =

{
Xn+j , j ≤ 0

X̂n+j(n), j > 0.
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Př́ıklad:
Uvažujme proces AR(1),
Xt = ϕXt−1 + Yt , |ϕ| < 1, Yt ∼WN(0, σ2).
Známe-li celou minulost Xn,Xn−1, . . . , je X̂n+1 = ϕXn.
Pro h > 1

X̂n+h(n) = ϕ[Xn+h−1] = ϕX̂n+h−1(n) = ϕ2X̂n+h−2(n) = . . .

= ϕhXn.

Chyba predikce je

E|Xn+h − X̂n+h|2 = E|Xn+h|2 − E|X̂n+h(n)|2

= RX (0)− E
∣∣∣ϕhXn

∣∣∣2 = RX (0)
(

1− ϕ2h
)

= σ2 1− ϕ2h

1− ϕ2
.
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Kauzálńı a invertibilńı model ARMA(p, q)

Xt = ϕ1Xt−1+· · ·+ϕpXt−p+Yt+θ1Yt−1+· · ·+θqYt−q, t ∈ Z,
(28)

Yt ∼WN(0, σ2).

• Kauzalita: pro každé t ∈ Z je Xt =
∑∞

j=0 cjYt−j , kde∑∞
j=0 |cj | <∞

odtud plyne, že Yt ⊥ Xs pro každé s < t.

• Invertibilita: pro každé t ∈ Z je Yt =
∑∞

j=0 djXt−j , kde∑∞
j=0 |dj | <∞, neboli

Xt = −
∞∑
j=1

djXt−j + Yt (29)

(srov. věty 35 a 36.)
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Plat́ı:

−
∞∑
j=1

djXt−j = l. i. m. N→∞
(
−

N∑
j=1

djXt−j

)
∈ Ht−1

−∞,

Yt ⊥ Ht−1
−∞. Z rozkladu (29) tedy plyne, že nejlepš́ı lineárńı

p̌redpověď Xn+1 založená na celé minulosti Xn,Xn−1 . . . je

X̂n+1 = −
∞∑
j=1

djXn+1−j . (30)

Chyba p̌redpovědi

E|Xn+1 − X̂n+1|2 = E|Yn+1|2 = σ2.

Rekurentńı vyjáďreńı Yt : Yt = Xt − X̂t
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procesy II

Zuzana
Prášková
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Z jednoznačnosti rozkladu Xn+1 = X̂n+1 + Yn+1 a ze vzorce
(28)

X̂n+1 = ϕ1Xn + · · ·+ ϕpXn+1−p + θ1Yn + · · ·+ θqYn+1−q,

tedy

X̂n+1 = ϕ1Xn + · · ·+ ϕpXn+1−p

+ θ1

(
Xn − X̂n

)
+ · · ·+ θq

(
Xn+1−q − X̂n+1−q

)
.
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Predikce o h > 1 krok̊u je

X̂n+h(n) = PHn
−∞

(Xn+h) = PHn
−∞

(PHn+h−1
−∞

(Xn+h))

= PHn
−∞

(X̂n+h)

= PHn
−∞

(
ϕ1Xn+h−1 + · · ·+ ϕpXn+h−p

+ θ1Yn+h−1 + · · ·+ θqYn+h−q

)
= ϕ1[Xn+h−1] + · · ·+ ϕp[Xn+h−p]

+ θ1[Yn+h−1] + · · ·+ θq[Yn+h−q],

kde

[Xn+j ] =

{
Xn+j , j ≤ 0,

X̂n+j(n), j > 0

a

[Yn+j ] =

{
Xn+j − X̂n+j , j ≤ 0,

0, j > 0.



Náhodné
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Pro výpočet chyby predikce je výhodné využ́ıt kauzality.
Dostaneme

X̂n+h(n) = PHn
−∞

(Xn+h) = PHn
−∞

( ∞∑
j=0

cjYn+h−j

)
.

Z vlastnost́ı projekčńıho zobrazeńı

PHn
−∞

( ∞∑
j=0

cjYn+h−j

)
=
∞∑
j=0

cjPHn
−∞

(Yn+h−j),

a

X̂n+h(n) =
∞∑
j=h

cjYn+h−j .

Chyba p̌redpovědi je

E
∣∣Xn+h − X̂n+h(n)

∣∣2 = E
∣∣∣h−1∑
j=0

cjYn+h−j

∣∣∣2 = σ2
h−1∑
j=0

|cj |2.
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Př́ıklad:
Uvažujme model MA(1):
Xt = Yt + θYt−1, t ∈ Z, Yt ∼WN(0, σ2), |θ| < 1.
Potom {Xt , t ∈ Z} je invertibilńı, Yt =

∑∞
j=0(−θ)jXt−j , a

X̂n+1(n) = X̂n+1 = −
∞∑
j=1

(−θ)jXn+1−j = θYn = θ(Xn − X̂n).

Chyba predikce je E|Xn+1 − X̂n+1|2 = EY 2
n+1 = σ2.

Predikce o h > 1 krok̊u je

X̂n+h(n) = PHn
−∞

(
PHn+h−1
−∞

(Xn+h)
)

= PHn
−∞

(X̂n+h)

= θPHn
−∞

(Yn+h−1) = 0,

neboť pro h ≥ 2 je Yn+h−1 ⊥ Hn
−∞.

Chyba p̌redpovědi je

E|Xn+h − X̂n+h(n)|2 = E|Xn+h|2 = RX (0) = σ2(1 + θ2).
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Predikce ve spektrálńı doméně

• {Xt , t ∈ Z} centrovaná stacionárńı posloupnost se
spektrálńı distribučńı funkćı F a spektrálńı hustotou f .

• Známe celou minulost posloupnosti {Xt , t ∈ Z} do času
n − 1, hledáme p̌redpověď Xn+h, h = 0, 1, . . . , tj.

• X̂n+h(n − 1) = PHn−1
−∞

(Xn+h),

• X̂n+h(n − 1) ∈ Hn−1
−∞ ⊂ H{Xt , t ∈ Z},

• Xn+h − X̂n+h(n − 1) ⊥ Hn−1
−∞ .

• Spektrálńı rozklad: Xt =
∫ π
−π e itλdZ (λ),

{Zλ, λ ∈ [−π, π]} je proces s ortogonálńımi p̌ŕır̊ustky a
p̌ŕır̊ustkovou distribučńı funkćı F (věta 28).

• Všechny prvky Hilbertova prostoru H{Xt , t ∈ Z} jsou
tvaru ∫ π

−π
ϕ(λ)dZ (λ),

kde ϕ ∈ L2(F ) (věta 30).
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Projekce
v Hilbertově
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Hledejme prvek X̂n+h(n − 1) ve tvaru

X̂n+h(n − 1) =

∫ π

−π
e inλΦh(λ)dZ (λ), (31)

kde Φh(λ) ∈ L2(F ). Podḿınka Xn+h − X̂n+h(n − 1) ⊥ Hn−1
−∞

bude splněna, když

Xn+h − X̂n+h(n − 1) ⊥ Xn−j , j = 1, 2, . . .

Tedy pro j = 1, 2, . . . muśı platit

E
(
Xn+h − X̂n+h(n − 1)

)
X n−j = 0,

neboli
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v časové
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E
(
Xn+h − X̂n+h(n − 1)

)
X n−j =

= R(h + j)− E
∫ π

−π
e inλΦh(λ)dZ (λ)

∫ π

−π
e i(n−j)λdZ (λ)

= R(h + j)−
∫ π

−π
e inλΦh(λ)e−i(n−j)λdF (λ)

=

∫ π

−π
e i(h+j)λdF (λ)−

∫ π

−π
e ijλΦh(λ)dF (λ)

=

∫ π

−π
e i(h+j)λf (λ)dλ−

∫ π

−π
e ijλΦh(λ)f (λ)dλ

=

∫ π

−π
e ijλ

(
e ihλ − Φh(λ)

)
f (λ)dλ = 0. (32)
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Označme
Ψh(λ) :=

(
e ihλ − Φh(λ)

)
f (λ).

Potom (32) lze zapsat ve tvaru∫ π

−π
e ijλΨh(λ)dλ = 0, j = 1, 2, . . . . (33)

Z podḿınky (33) vyplývá, že Fourier̊uv rozvoj funkce Ψh bude
obsahovat pouze členy s nezápornými mocninami e iλ,

Ψh(λ) =
∞∑

k=0

bke ikλ,

∞∑
k=0

|bk | <∞.

Bude-li

Φh(λ) =
∞∑

k=1

ake−ikλ,
∞∑

k=1

|ak | <∞,

což je funkce, která je konvergentńı v L2(F ), potom
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v časové
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X̂n+h(n − 1) =

∫ π

−π
e inλ

[ ∞∑
k=1

ake−ikλ
]
dZ (λ)

= l. i. m.
N→∞

∫ π

−π
e inλ

[ N∑
k=1

ake−ikλ
]
dZ (λ)

= l. i. m.
N→∞

N∑
k=1

ak

[∫ π

−π
e i(n−k)λdZ (λ)

]
= l. i. m.

N→∞

N∑
k=1

akXn−k =
∞∑

k=1

akXn−k .
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Věta 54:
Nechť {Xt , t ∈ Z} je reálná centrovaná stacionárńı
posloupnost s autokovariančńı funkćı R a spektrálńı hustotou
f (λ) = f ∗(e iλ), kde f ∗ je racionálńı funkce komplexńı
proměnné.
Nechť funkce Φ∗h je funkce komplexńı proměnné, holomorfńı
vně a na hranici jednotkového kruhu a taková, že Φ∗h(∞) = 0.
Nechť funkce

Ψ∗h(z) =
(
zh − Φ∗h(z)

)
f ∗(z), z ∈ C,

je holomorfńı uvniťr a na hranici jednotkového kruhu. Potom
nejlepš́ı lineárńı predikce prvku Xn+h na základě
Xn−1,Xn−2, . . . je

X̂n+h(n − 1) =

∫ π

−π
e inλΦh(λ)dZ (λ),

kde Φh(λ) = Φ∗h
(
e iλ
)

a {Zλ, λ ∈ [−π, π]} je proces s
ortogonálńımi p̌ŕır̊ustky ze spektrálńıho rozkladu {Xt , t ∈ Z}.
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Chyba predikce je

δ2
h = E|Xn+h − X̂n+h(n − 1)|2

= R(0)−
∫ π

−π
|Φh(λ)|2 f (λ)d(λ) (34)

= R(0)−
∫ π

−π
e−ihλΦh(λ)f (λ)dλ. (35)

Důkaz: Anděl (1976), kap. X, věta 8.

Funkce Φh se nazývá spektrálńı charakteristika predikce prvku
Xn+h na základě Xn−1,Xn−2, . . .
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Př́ıklad (AR(1)):

Xt = ϕXt−1 + Yt , |ϕ| < 1, ϕ 6= 0,Yt ∼WN(0, σ2).

Hledáme p̌redpověď X̂n+h(n − 1) ve spektrálńı doméně, když
známe Xn−1,Xn−2, . . . , h ≥ 0.
Spektrálńı hustota posloupnosti {Xt , t ∈ Z} je

f (λ) =
σ2

2π

1

|1− ϕe−iλ|2
=
σ2

2π

1

(1− ϕe−iλ)(1− ϕe iλ)
= f ∗

(
e iλ
)
,

kde

f ∗(z) =
σ2

2π

1

(1− ϕz−1)(1− ϕz)
=
σ2

2π

z

(1− ϕz)(z − ϕ)

je racionálńı funkce komplexńı proměnné z .

Ψ∗h(z) =
(
zh − Φ∗h(z)

)
f ∗(z) =

σ2

2π

z(zh − Φ∗h(z))

(1− ϕz)(z − ϕ)
, z ∈ C,



Náhodné
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doméně
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prostoru

Predikce
založená na
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Podḿınkám věty vyhovuj́ı funkce

Φ∗h(z) =
ϕh+1

z
= ϕh+1z−1, z ∈ C,

Ψ∗h(z) =
σ2

2π

zh+1 − ϕh+1

(z − ϕ)(1− ϕz)
, z ∈ C,

spektrálńı charakteristika predikce je Φh(λ) = ϕh+1e−iλ a
nejlepš́ı lineárńı p̌redpověď

X̂n+h(n − 1) =

∫ π

−π
e inλΦh(λ)dZ (λ)

=

∫ π

−π
e inλϕh+1e−iλdZ (λ)

=

∫ π

−π
e i(n−1)λdZ (λ)ϕh+1 = ϕh+1Xn−1.

Dostali jsme stejný výsledek jako v časové doméně.
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prostoru

Predikce
založená na
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Chyba predikce: Podle vzorce (34) máme

δ2
h = E

∣∣Xt+h − X̂t+h(t − 1)
∣∣2 = ‖Xt+h‖2 − ‖X̂t+h(t − 1)‖2

= R(0)− E
∣∣X̂t+h(t − 1)

∣∣2 = R(0)− E
∣∣∣∣∫ π

−π
e itλΦh(λ)dZ (λ)

∣∣∣∣2
= R(0)−

∫ π

−π

∣∣∣e itλΦh(λ)
∣∣∣2 f (λ)dλ =

= R(0)− |ϕ|2(h+1)

∫ π

−π
f (λ)dλ = R(0)

(
1− ϕ2(h+1)

)
,

což opět souhlaśı s výsledkem v časové doméně.
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