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Projekce v Hilbertové prostoru

Definice:
Necht H je Hilbertiiv prostor (lplny vektorovy prostor se
skaldrnim sou&inem (-, -)) a normou ||.||, kterd je pro kazdé

x € H definovand jako ||x|| = 1/ (x, x).

Jestlize pro dva prvky x,y € H plati (x,y) = 0, ¥ikdme, Ze tyto
prvky jsou navzdjem kolmé (ortogondlni) a znaéime x L y.

Nechf M C H je podmnozina H. Rikdme, %e prvek x € H je
kolmy k M, jestlize je kolmy ke kazdému prvku M, tj.
(x,y) = 0 pro kazdé y € M. Stru¢n& piseme x L M.
Mnozina M+ = {y € H:y 1 M} se nazyvd ortogonalni
doplnék mnoziny M.
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Véta 49:
Necht H je Hilbertiv prostor, M C H je jeho libovoln3
podmnoZina. Potom M~ je uzavfeny podprostor H.

Diikaz:
Nulovy prvek pati do M=, nebot (0, x) = 0 pro kazdé x € M.

Linearita skaldrniho sou&inu = kaZda linedrni kombinace dvou
prvki M+ je prvkem M+

Spojitost skalarniho soutinu = limita posloupnosti prvkii M-+
je prvkem M-+ []
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Véta 50 (o projekci):

Necht M je uzavfeny podprostor Hilbertova prostoru H. Potom
pro kazdy prvek x € H existuje jednoznacny rozklad na soudet
x =X+ (x —X), kde X € M a x —X € M*. Dile plati

x —X|| = min ||x — 1
I | KMH vl (1)

[Ix[[2 = 111 + [Ix = %12, ()

Dikaz: Rudin (2003), v&ta 4.11.

Prvku X € M s vlastnosti (1) ¥ikdme (ortogonalni) projekce
prvku x na podprostor M. Zobrazeni Py, které kazdému prvku
x € H pf¥ifazuje jeho ortogonalni projekci na podprostor M,
budeme nazyvat projekéni zobrazeni. Z¥ejmé tedy pro kazdé
xeH

x = Pyx + (x = Pux) = Pux + (I = Pum)x, (3)

kde Pyx € M, (I — Pp)x € M+ a | znagi identické zobrazen,
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Véta 51:
Necht H je Hilbertiv prostor, Py, projekéni zobrazeni H do
jeho uzavteného podprostoru M.
@ Pro kazdé x,y € H a libovolné «, 8 € C je
PM(aX + ﬂy) = aPyx+ BPyy.
@ Jestlize x € M, potom Pyx = x.
© Jestlize x € M+, potom Py x = 0.
O Jestlize My, M, jsou uzaviené podprostory H takové, Ze
My C My, potom Ppg,x = Ppy, (P, x) pro kazdé x € H.
@ Jestlize x,, x jsou prvky H takové,ze ||x, — x|| — O pro
n — oo, potom ||Pyxn, — Ppx|| — 0.
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Dikaz:
(1]

ax + By = a(Pyx + (x = Pux)) + B(Puy + (v — Pmy))
= aPyx + BPmy + a(x — Pux) + B(y — Pmy).

aPyx + BPyy € M, a(x — Pyx) + B(y — Puy) € M+
= aPpx + BPmy = Pu(ax + By).

® Plyne z jednoznanosti rozkladu (3).

©® Plyne z jednozna¥nosti rozkladu (3).

O x = Ppy,x + (x — Ppyx), Pupyx € My, x — Pp,x € My
Py, x = P, (Pmy,x) + Py (X — Pagyx).
P, (Pw,x) € My, My C My = Py, (x — Py,x) = 0.

O Z linearity projekce a z rovnice (2)

[1Pvxn — Pux||? = | Pr(xn — x)I17 < []x0 — x|[2.
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Predikce zaloZzena na kone¢né minulosti

Problém: Uvazujme Xi,..., X, s nulovymi stfednimi
hodnotami a kone¢nymi druhymi momenty. Na zakladé
X1, ..., X, chceme ptedpovédét veli¢inu X, p, kde h > 0.
Hleddme aproximaci X, méfitelnou funkci g(Xi, ..., X,)
(predpovéd), pro kterou vyraz

E|Xpin—g (X1, Xn)|?

nabyvd minimaini hodnoty.
Regenim této dlohy je podminéna stfedni hodnota

g(Xl, e ,X,,) = E(X,,_|_h|X1, e ,X,,).
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Projekce Je totiz, zavedeme-li znakeni (Xi,...,X,) = X,,
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faktand na E (Xotn — g(Xn))

minulosti

=B (Xnth — E(XotnlXn) + E(XnrnXn) — g(Xn))?
=B (Xoth — E(XotnlXn))? + E (E(Xnn/Xn) — g(Xn))?
+ 2B [(Xn4h — B(Xn4h1Xn)) (B(XnsnlXn) — g(Xn))],
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pti¢emz pro posledni s¢itanec plati

E[(Xoth — E(Xn451Xn)) (E(Xn44|Xn) — g(Xn))]
= E[E (Xosh — EXns4lXn)) (BXnt5/X0) — £(X0)) X,]
=E [(E(Xn+h|xn) - E(Xn+h|xn)) (E(Xn-&-h‘xn) - g(X,,))] =0.

Je tedy
E(Xn+h — &(Xn))?

= E (Xpsh — E(Xp1hlXn))? + E (BE(XnnXn) — g(Xn))?
> E (Xn+h - E(Xn+h|xn))2

a rovnost nastane pro g(X,) = E(X,1a|Xn).

Obtizné, omezime se na linedrni aproximace
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Nejlepsi linedrni predpovéd (predikci) prvku X, 45 na zaklad&
prvkd Xi,..., X, budeme znatit X,,H,( ).

P¥im3a metoda

Necht H := H{X1,..., Xn,..., Xntn} je Hilbertav prostor
generovany ndhodnymi veli¢inami Xy, ..., Xp4p a

H := H{X1,..., Xp} necht je Hilbertiv prostor generovany
nahodnymi veli¢inami Xi, ..., X,.

Nejlepsi linedrni predikce X,1n je prvek

n+h ZCJX € Hl? (4)

pro ktery
E[Xp1h — Xn—f—h(”)|2 = || Xo+n — Xn—&-h(n)H2

nabyva minimalni hodnoty mezi v8emi linedrnimi kombinacemi
X1,y Xn.
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Tedy R
Xn+n(n) = Prp(Xnin) € HT,

Xnth — Xngn(n) L Hf. (5)
Z linearity prostoru H{ plyne, Ze podminka (5) bude spln&na
pravé tehdy, kdyz
Xn+h _;(n—i-h(n) 1 )<j7 ./: 17' ERL
tj. kdyz
E(Xnih — Xppn(n)X; =0, j=1,...,n.

Konstanty c1, ..., c, musi tedy spliiovat podminky
n
E(Xn+h - Z Cka)yJ' = 07 j = ].7 Loy ny
k=1
neboli

EXpnXj— Y aBEXX;j=0,j=1,....n. (6)
k=1
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Je-li Xi,... Xppn redlnd centrovand stacionarni posloupnost
s autokovarian&ni funkci R, ma soustava (6) tvar

chR(k_J):R(n+h_J)v j:]-a"'vn> (7)
k=1

neboli

aR0)+R(1)+ ---+cR(n—1) = R(n+h-1),
ciR(1)+ R(0)+---+cR(n—2) = R(n+h-2),

cR(n—1) + R(n —2) + - + caR(0) _ R(h).
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Maticovy zapis (7):

kde c, :=(c1,...,¢n)s Yon :=(R(n+h—=1),...,R(h)) a

R(n—1)
R(n—2)
R(:O)
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Pokud existuje ', %, potom ¢, = I 1y, tedy
n+h Z 6 X; = €hXn = Ypul ' X (8)

Je z¥ejmé, ze [, = var (Xq,...,X,) =varX, = E(X,X]).
Chyba predikce (rezidudlni rozptyl)

0 = B[ Xoyn — )A(n+h(”)‘2 = | Xn4n — 5\<n+h(n)H2'
Podle (2)

Xt nl1? = [ X ()1 + 1 X5 = Xinn(n)]2,

je tedy R
0 = | Xnsnll? = [ Xasn(n)]2. (9)
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Pro redlnou centrovanou stacionarni posloupnost takovou, Ze

I, je reguldrni, plati

0 = IXasnll? = 1 Xarn(m)1* = E[Xnr 4l = E[Xnrn(n)[?

= R(0) — E(c,X,)? = R(0) — c,E (X, X))cn
= R(0) —c,Fnc, = R(0) — ’Yfmr;lrnr;l’)’nh
= R(0) - '7:1hr;17nh-

(10)
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Véta 52:

Necht {X;, t € Z} je redlna centrovand stacionarni
posloupnost s autokovarian¢ni funkci R, pro kterou je R(0) > 0
a R(k) — 0 pro k — oco. Potom matice I, = var (Xi,...,X,)
je reguldrni pro kazdé n € N.

Dikaz:

sporem

Necht T, je pro n&jaké n € N singuldrni; potom existuje
nenulovy vektor ¢ = (cy, ..., c,) takovy, 2e ¢'F,c =0 a pro
X, = (X1,...,X,) plati X, =0s.j., nebot Ec’X, =0 a
var (¢’X,) =c'Fpc=0.
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Existuje tedy p¥irozené 1 < r < n a konstanty ay, ..., a,
takové, ze T, je regularni a

,
Xrt1 = Z ajX;
j=1

Ze stacionarity posloupnosti {X;, t € Z} plyne, Ze
var(Xy, ..., X)) = =var(Xp, ..., Xper—1) =T,

Odtud pro libovolné h >1

.
Xeih =Y aiXjpn1.
J=1

Pro kazdé n > r + 1 najdeme konstanty agn),. ( ) takové,

ze Xy = Yy &)X = alV'X,, kde al”) = (a Oy s
X, :(xl,...,X)',

var X, = al varX,al" = al"'r,al" = R(0) > 0.



Ndhodné
procesy |l

Zuzana
Pragkova

Projekce
v Hilbertové
prostoru
Predikce
zaloZend na
kone¢né
minulosti
Predikce
zaloZena na
nekonetné
minulosti

Matice I', je pozitivné definitni, tedy existuje rozklad

I, = PAP/, kde A je diagondlni matice, kterd ma na diagondle
vlastni &isla matice [,, a PP’ =1 je jednotkovad matice.
Protoze I, je pozitivn& definitni, jsou vSechna jeji vlastni &isla
kladnd; bez ujmy na obecnosti pfedpokladdejme, Ze

0< A\ <-.- <)\, Potom

! 2

R(0) = a"PAP'aM > Aa('PP/alM = ) Z<a§n)) ,
=1

z &ehoZ pro kazdé j =1,...,r plyne, Ze (aj(-"))2 < R(0)/Aq,

tedy \aj(.")] < C nezadvisle na n, kde C je kladnd konstanta.
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Zarovefi je

0 < R(0) = E(X,)" = B(X, Z a"x;) = Z S "EX,X;
j=1 j=1

=S"d"R(n—j) < 3" 18" |R(n - )|
j=1 j=1
< CY IR(n—Jj)I-
j=1

Posledni vyraz s rostoucim n konverguje k nule, nebot podle
predpokladu R(n) — 0 pro n — oo, to je ale ve sporu

s pfedpokladem R(0) > 0.

Tedy matice ', je regularni pro kazdé n € N.
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Rekurzivni postupy

Znaceni:
o Hf = H{Xi,..., X} Hilbertiv prostor vytvoFeny
veli¢inami Xy, ..., Xk
L4 Xk+1(k) = PH{((Xk+1) = Xk+1, k > 1, X1 =0.

Potom

HY = H{X1,. .., Xn} = H{X0 — X1, ..., X0 — Xp}

Lemma:
X1 — X1,..., Xy — Xy jsou ortogondini ndhodné veli¢iny.
Diikaz:

Necht i < j. Potom X; € Hi C Hi ™' a X; € Hi ™t  Hi™!, tedy
X; — X; € H™'. Dale: X; = Pyy-1(X)), proto X; — X; L HT
tedy také R R

Xi—X; L X; — X
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Nejlepsi linedrni predpovéd prvku Xi+1 spoltend z Xy, ..., Xk
(o jeden krok):

k
Xit1 = Zekj (Xk+17j — Xk+17j) :
j=1
Chyba predpovédi prvku Xy1 o jeden krok:

Vi = B[ Xir1 — X1 = [[Xep1 — Xeral?, k>0
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Véta 53 [Inovaini algoritmus]:

Necht {X;, t € Z} je redlna centrovand posloupnost

s autokovariangni funkci R(i, ), kde matice (R(i,/))7 ;—; je
regularni pro kaZzdé n. Potom nejlepsi linedrni predikce Xj41
zalozend na Xi,..., X, je

~

X, = o, (11)
Xop1 = Z9nj (Xn+17j - ;(n+17j> , n>1, (12
j=1

kde pro k=0,...,n—1
Yo = R(171)7 (13)

1 _
en,n—k = VT((R(n + 1> k + 1) - Zek,k—jen,n—jvf)v(:M')

Vo = R(n+1,n+1)— Zenn_J (15)
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Diikaz: R
Definujme X; := 0, potom

vo = E|Xy — X1[2 = E|X¢[2 = R(1,1).
Vime: R R
Xn+1 musi byt tvaru (12) a pro j < k jsou X; — Xj a X — Xk

ortogonalni. Ndsobme ob& strany (12) skaldrn& ndhodnou
veli¢inou Xi41 — Xk41 pro k < n:

EXp1(Xet1 — Xes1)

= 0B (Xns1-j — Xng1-j) (Xier1 — Xeeg)
j=1

= Opn—kE(Xky1 — Xip1)? = On,n—kVk-

Xpp1 € HI @ Xpp1 — Xnp1 L HI =
E(Xps1 — Xnt1)(Xeg1 — Xey1) = 0, k < n,

EXp1(Xir1—Xir1) = EXor1(Xer1—Xir1) = Onnivi- (16)
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nn—k — n+1 k41 — Nk+1
Vi
1 ~
= —(R(n +1,k+1)— EXn+1Xk+1).
vk
prostoru
Predikce . . < .
Zlenin Dile, kdyZ aplikujeme vzorec (12) na Xx41 a ve vzorci (16)
minulosti , . o . .
Predice misto indexu k uZijeme index k — j, dostaneme
et

minulosti

k
EXpi1Xk1 = EXpna Z Oxj (Xk+17j — Xk+17j)
=1

K
= Z 01 EXn 41 (Xk+1—j - Xk+1—j>
=1

p
= Z OkiOn,n—(k—j) Vk—j-
=1
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Celkem tedy mame

1
Onn-k = —(R(n+1,k+1

) Vi

1
Vi

k
) =D Okinn—(k—j) Vi)
j=1

k—1
) - Z Hn,n—uek,k—uvl/)-
v=0
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Vypolet v:

Vh =

E[Xot1 — Xot1]? = E[ X112 — E[Xp11[?

n
R(n+1,n+1) —E’Z9nj(Xn+1—j— n1—j)
n o~
R(n+1,n+1) =Y 03EXns1-j — Xap1-))?
=1

n

E : 2
Hnjvn_j

j=1

R(n+1,n+1)—

R(n+1,n+1)—

j=1

Zenn vV

’ 2
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Vypocet predpovédi o jeden krok podle inovaéniho algoritmu
Vieriove tedy schematicky probiha takto:
prostoru
Lredikce
zaloien;a' na <
foneen, X1 v
Bl 017 Xo w»
minulosti v
O b1 X3 w

O3 O3 031 Xa w3



Nihodné Priklad:
procesy 1 Jsou ddna pozorovani Xi, ..., X,, pro které plati model MA(1),

Zuzana
Prashovs Xe = Yi+bYi_1, Yi ~WN(0,0°),t € Z
Urcete X,11 pomoci inovaéniho algoritmu.
I T X1 =0,
£IES v v = R(0) = o?(1 + b?),
minulosti
1 b
Predik
011 = —R(1) = —
= %) ( ) 1+ b2’

Xo = 011(X1 — )?1) = 011 X1,
Vi = R(O) — 0%1V0,
1

0 = —R(2) =0,
vo
1 R(1
01 = —(R(1) — 622611v0) = ( ),
vi vi

X3 = 021( Xz — Xa),
Vo = R(O) — Gglvl,
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ank = 07 k= 27 , N,
R(1)

Om =,
prostoru n—1
Prledikce ~ ~

i
ptrd o Xne1 = O (X — Xo),
minulosti
Predikce
Vo = R(0) = 01 vn-1.

Priklad:
UvaZzujme model MA(q).Potom je R(k) = 0 pro |k| > q.
Postupnym vypo&tem zjistime, Ze

min(q,n)

n+1 = Z 0!1_] ( n+1—j — )?n—l-l—j) , N > 1.
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IiFedpovécval o h > 1 kroki: R R
Xn+h(n) = PHf(Xn—i-h)v kde Hln = H(Xl - Xl, cee ,Xn — Xn).
Proto¥e H} C HJ*t C ... € HITh=1 plyne z vlastnosti
projek&niho zobrazeni a (12), Ze

~

Xn+h(n)

nebot Xpip_;

Prg (Xnsn) = Prip (Prgens (X)) = Prig (Xns)
n+h—1 R
PHf( Z Onth-1j(Xnthj— Xn+h—j))
=1
n+h—1 R
Z On+h-1PHp (Xn+h—j - n+h—j>
=1

n+h—1 R
> Onin-1y (X,,H,,j - Xn+hfj) ; (17)
j=h

— Xnsh_j L XP proj < h.
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Chyba p¥edpovédi o h kroki je

J

2
h

E|X 5 = Xopn(m)]* = B|Xor|* = B[ Xnpn(n)|?

R(n+ h,n—+ h)

R(n+ h,n+ h) —

n+h—1

~ 2
— E’ Z Onth-1, (Xn+h—j — Xn-l—h—j)’

n+h—1

Z 9n+h 1,/ Vn+h—j-1-
j=h
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Priklad:

UvaZujme op&t model MA(1).

JiZ jsme ukazali, ze

)?n+1 = PH{’(Xn+1) = enl(Xn - )?n)
Pro h > 1 je

Xosh(n) = Prp(Xnsn) = Prip(Xosn)
= Prp(0n+h—1,1(Xntn-1 — Xntn-1)) =0,

~

nebot (Xp+h—1 — Xpth-1) L HJ pro h > 1.
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Inovalni algoritmus pro model ARMA

UvaZzujme kauzalni proces ARMA(p, q)
Xe =1 Xe1+ A pXep+Ye+01 Y1+ +04Yeg, t €Z,

Y: ~ WN(0,02). Hleddme Xns1 = Prp(Xnt1)-
Transformace:
1X., t=1,2,...,m,

l/l/% —
% (Xt - (P1Xt—1 T SOPXt—p) ) t> m,

(18)
m = max(p,q).
Polozme X; = 0, Wy = 0, W = PHk 1(Wg). Potom

HY = H(Xy — X1, ..., Xp — Xo) = H(X1, ..., Xp)
= H(WA, ..., W,) =H(W, — Wi,..., W, — W,).
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e Aplikace inovaéniho algoritmu na posloupnost
{:L4/1a ) V®C7} :

Wn+1 -

Zf:l gnj(WnJrlfj - Wn+1fj)’

—

27:1 enj(Wn—H—j - Wn+1—j)7

(pro t > m je W; ~ MA(q)).
o Projekce do H™! na obg strany vztahu (18):

-1 — SopXt—p)v

1< n<m,
n>m
(19)
t<m,
(20)
t>m.
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Psfee Je vidét, Ze prot > 1

o~ 1 ~ — 5 1 .
Wt— Wt: *(Xt—Xt), E|Wt— Wt‘ = 72Vt_]_ = Wt_1.

Projekce g (o
v Hilbertové
prostoru
g;g;':ncg - Plati tedy

onetné
minulosti
Predikce n <
_ 271 O (Xn1—j — Xas1-)), n<m
minulosti Xn+1 —

STt Onj(Xn1—j — Xos1—j) + 371 @i Xn—jr1, N> m
(21)
kde koeficienty 0,; a w, se spoctou inovanim algoritmem
aplikovanym na posloupnost (18).
K tomu musime spoditat hodnoty autokovarianéni funkce
posloupnosti {W;}.
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Vime, 72e EX; =0, tedy i E W; = 0.
Pro kovariance Ry (s, t) = EW;W; plati

LHRx(s—1t), 1<st<m,

2 [Rx(s =) = 7y ¢iRx(ls — t] = )],
Rw(s, t) = min(s,t) < m, m < max(s,t) <2m,

1 q—|s—t
?Zj:é |9j91+|s—t\7 s,t>m, |s—t| <gq,

0, jinde
(22)
(zde jsme polozili 6y = 1).
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Inovaéni algoritmus pro model AR

UvaZzujme kauzalni proces AR(p), tj.

Xe=o1Xe 1+ 4 0pXep+ Yi, t €7, Yy ~ WN(0,0?)

e Transformace:

é%')<f7
Vb% -

L(X: — o1 Xem1 — - — ppXep) =

e Inovaéni algoritmus na Wy, ..., W, :

—

—~ ZJ 10 (Wn+1 —j Wn+lfj)a

|/VnJrl =
0,

(Whi1 L Hf pron>p.)

1
=Y, t>p.

n<p,

n>p.
(24)
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Opét Wt — /V‘\/t = %(Xt — )?t) pro t > 1 a odtud

s 2’7:1 9”_[ (X”+1—j - 5\<n—i-l—_j)7 n<p,
A (25)
01 Xn + 2 Xn—1+ -+ ©pXn—pt1, N> p.

Autokovarian¢ni funkce potfebna pro vypolet koeficientil 6,; je

LRx(s—1), 1<st<p,
t=s>p, (26)

Rw(S, t) =41,
0 jinde.

Chybu pfedpovédi o jeden krok pro n > p miZeme spo&itat jako

Y 2 2 2
Vn = B[ Xpp1 — Xop1|” = EYn—‘,—l =0
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Annual means of Wolf Sunspot numbers, 1700-1987
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Pocet slune€nich skvrn, Wolfav index, 1700-1987
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Odhadnuty model pro Wolftiv index (centrovéano):
AR(g), a(B)Xt == Yt

a(z) =1 —1.182z + 0.4248z° + 0.16192° — 0.1687z*
+0.11562z° — 0.02689z° — 0.005769z"
+0.022512% — 0.20622°
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Zlfzana, Wolf index 1700-2009
Praskova 150 T T T
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zaloZend na
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minulosti

-50 L L L ! L L
0 50 100 150 200 250 300

Poket sluneénich skvrn, Wolfav index, 1700-2009, skute&né
hodnoty a predikce o jeden krok
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150 T T T
Projekce 100+ B
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prostoru
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minulosti
Predikce 501 1
zalozena na
nekonetné
minulosti
or 4
-50 I I I I I
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Poket sluneénich skvrn, Wolfiv index, 1700-2009, skute¢né a
predikované hodnoty (vytez)
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Predikce zaloZend na nekone&né minulosti

Problém: zndme celou minulost X, X,_1, ..., chceme
predpovidat Xpi1, Xnt2,---.

Uloha projekce v Hilbertové prostoru: UvaZujme Hilbertovy
prostory H = H{X;, t € Z} a H" = H{... Xp_1, Xn}.

Ptedpovéd )?,,Jrh(n) prvku X, zaloZend na nekonecné
minulosti X,, Xp—1,... je projekce X,4+p € H do H" _,

~

Xn+n(n) = Prn__(Xnsn)

predpovéd o jeden krok: )?,,H(n) = Xpi1-
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Predpov&d v autoregresnim modelu AR(p).

UvaZzujme model
Xe=o1Xe 1+ +@pXept Ve, tEL, (27)

kde {Y;, t € Z} je WN(0,02), a predpoklddejme, Ze polynom
AP — o AP — ©p ma viechny koreny uvnitf
jednotkového kruhu.

Vime: {X:, t € Z} je kauzélni linedrni proces a Y; L X pro
vdechna t > s.
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Ptedpovéd o jeden krok:

o Xor1=p1Xn+ -+ ©pXnt1-p + Ynr1

o o1Xn+ -+ pXny1-p € HI

o Yoi1 L Xp, Xno1,- - = Yor1 L H”, (plyne z linearity a
spojitosti skaldrniho soutinu)

5\<n+1 = PHﬁw(Xn+1) = ‘Pan +eet QOPXnJrl*P'
Chyba ptedpovédi je

E|Xp11 — Xnt1|? = E| Yo |? = 02
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P¥edpovéd o h > 1 krokad.

Tt Xorn(n) = Pun__(Xoyn) = Prr (PHitg_l(XnJr,,))
prostoru
Predikce kY’
onn = 'DHZOO(XIH-h)
minulosti
lz)arEdiI:r?E na - PHZOO (901Xn+h—1 + -+ SOan+h_p)
minulosti

= p1[Xnth-1] + ©2[Xntn—2] + - + ©p[Xnth—pl,

Xniti, j <0
Xois] = S .
Xn+j(”), J>0.
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Ptiklad:

UvaZujme proces AR(1),

Xe= X1+ Ye, ol <1, Y:~WN(0,0?).
Zname-li celou minulost X, Xp,—1,..., je )A(,,+1 = oXp.
Pro h>1

Xon(n) = e[ Xnrh1] = @Xnrh-1(n) = ©*Xpsn_a(n) = ...
= "X,

Chyba predikce je
ElXath = Xonl* = ElXn4* = E[Xorn(n)]?

= Rx(0) — E ‘gpth ® _ Re(0) (1-¢*)
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Kauzalni a invertibilni model ARMA(p, q)

Xe = o1 Xe 1+ FopXe—p+Yet01 Y1+ 404 Yi—q, tEZ,
(28)
Y: ~ WN(0, o2).

o Kauzalita: pro kazdé t € Z je Xy = > 72 ¢ Y—j, kde

J
Zf.io lcj| < o0
odtud plyne, Ze Y; L X, pro kazdé s < t.

o Invertibilita: pro kazdé t € Z je Y; = 32 djX;—j, kde
> 20 |dj| < o0, neboli

Xe==> diXej+ Y (29)
j=1

(srov. véty 35 a 36.)
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Platf:
00 N
=Y X =im yese(— D diXej) € HTL
Jj=1 '

Y: L H'Zl. Z rozkladu (29) tedy plyne, ¥e nejlep¥i linearni
predpoved Xn+1 zaloZend na celé minulosti X, X,—1... je

o0
Xns1 == diXni1j. (30)
j=1
Chyba pfedpovédi
E|Xp11 — Xnt1]? = E| Yo |? = 02

Rekurentni vyjadreni Yy : Yy = X; — )AQ
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Z jednoznatnosti rozkladu X1 = Xp41 + Yar1 a ze vzorce

e (28)
prostoru
Predikee S
Xor1 =1 Xn+ -+ 0pXor1p+ 0 Yn+ - +04Ynr1g,
minulosti
Prlediikcg
reloneend tedy

~

Xn+1 = c)01)<n ++ SoanJrlfp
+ 91 (Xn - 5Zn) + -+ Hq (Xn+1—q - 5Zn—i—l—q)-
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5Zn-i—h(”) = PHﬁw(Xn-‘rh) = PHioo(PHT;g_l(Xn‘f‘h))

= P (Xotn)
= Pur_ (01 Xnth-1+ -+ ©pXnth—p
+ 01 Yniho1+ -+ 0gYnrh—q)

Predikce

zaloZend na = SO]_ [XI‘lJrh*].] + e + @P[Xn+h*p]

nekonetné
minulosti

+ Hl[yn-&-h—l] + eq[yn-i-h—q]a

Xn+'7 JS 07
[Xn+il =4 ’ .
Xn+j(n)7 > 0

Xntj — )A(n+'a J =0,
[Yn+j] = ’ ’ .
0, j>0.
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Pro vypocet chyby predikce je vyhodné vyuzit kauzality.
Dostaneme

Xowh(n) = Prn_(Xosh) = Prin_ (Z G Vn+h—j)-

Z vlastnosti projekéniho zobrazenf{

Prr (Z G Yn+h—j> Z iPHr  (Ynth—j);
=0

n+h(” E :CJ n+h—j-

Chyba ptedpovédi je

h—1 h—1
- ) 2
E|Xoih — Xorn(n)|” = E‘ > g Yn+h—j‘ =a®) lgl*
j=0 j=0



Ndhodné
procesy |l

Zuzana
Pragkova

sti
Predikce
zaloZend na
nekonetné
minulosti

Priklad:

UvaZujme model MA(1):

Xe =Y +0Y:1,t €Z, Y:~WN(0,0%), |6 <1.
Potom {X:, t € Z} je invertibilni, Y; = Zﬁo(—ﬁ)th,j, a

Xnr1(n) = Xps1 = =3 (0¥ Xny1-5 = 0V, = 0(Xn — X).
j=1

Chyba predikce je E[X,11 — )?,,+1|2 = EY2+1 = o2

n

Predikce o h > 1 kroki je
Xoeh(n) = Prn__ (Pyrins(Xnsn)) = Prin_ (Xoeh)
= 0Pun__(Yotn-1) =0,

nebot pro h > 2 je Yyyip 1 L H" .
Chyba pfedpovédi je

E|Xnsh — Xngn(n)? = E[Xpnl? = Rx(0) = 0?(1+ 6?).
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Predikce ve spektralni doméné

o {X;, t € Z} centrovana stacionarni posloupnost se
spektralni distribu¢ni funkci F a spektralni hustotou f.
e Zndme celou minulost povsloupnosti {Xt, t € Z} do Casu
n — 1, hleddme ptredpovéd X,;p, h=0,1,..., tj.
° An+h(n -1)= PH”:oi (Xath),
o Xoin(n—1) € H"} € H{X,, t € Z},
o Xpih— Xosn(n—1) L H' L.
e SpektrdIni rozklad: X; = [7_e™dZ(}),
{Z\, X\ € [-m, 7|} je proces s ortogonalnimi pFirtistky a
prirtistkovou distribu&ni funkci F (v&ta 28).
e V3echny prvky Hilbertova prostoru H{X:, t € Z} jsou
tvaru

/ " oAz (M),

—T

kde ¢ € Lp(F) (v&ta 30).
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Hledejme prvek 5\<,,+h(n — 1) ve tvaru

Xoon(n—1) = / " e, (A)dZ (), (31)

—T

kde ®4(A) € Lo(F). Podminka Xpyp, — Xnpn(n—1) L H™Z2
bude splnéna, kdyz

Xoph — Xogn(n—1) L Xo_j, j=1,2,...
Tedy proj=1,2,... musi platit
E(Xn+h - )?n—i-h(n - 1))Y”*J =Y

neboli
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E (X,,+h ~ Xoin(n — 1)) Xoj =

=R(h+j)—E / e™Md,(N)dZ(N) / ei(n=)Adz(\)
=R(h+J)— / e™M (N e ("DAGF(\)
g;:s;l:%en;/e :/ I(h+j))\dF / U)\q)h A)dF( )

:/ e/ EAF () / MDA\ F(A)dA
:/ eij)‘( ) A)dA = 0. (32)

™
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Oznatme
Wy(A) = (eih’\ - CD,,()\)) F(N).

Potom (32) Ize zapsat ve tvaru

/e"f“wh(x)dxzo, j=1,2,....

—T

(33)

Z podminky (33) vyplyva, Ze Fourieriiv rozvoj funkce Wy bude

obsahovat pouze ¢leny s nezdpornymi mocninami e/*

Wp(A) = bee™, > by < .
k=0 k=0

Bude-li - -
¢h()\) = Z ake_"kk, Z ]ak| < 00,
k=1 k=1

coz je funkce, kterd je konvergentni v Lp(F), potom

)
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Xopn(n —1) = / " eind [i ake—'“} dZ()\)

- k=1
- N
=11 / inA —kA dZ(\
g | e o ave oz
S T i(n—k)
=Lim ) a / e(n=krdz(\)
N—»ookz; k|: o }

N—oo

N [e%S)
=lim. Zaan_k = ZakX,,_k.
k=1 k=1
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Véta 54:

Necht {X;, t € Z} je redlna centrovand stacionarni
posloupnost s autokovarianéni funkci R a spektralni hustotou
f(A\) = f*(e'), kde f* je raciondlni funkce komplexni
proménné.

Necht funkce ®} je funkce komplexni prom&nné, holomorfni
vné a na hranici jednotkového kruhu a takovd, ze ®}(co0) = 0.
Necht funkce

Vi(z) = (zh — q>;;(z)) f*(z), z € C,

je holomorfni uvnit¥ a na hranici jednotkového kruhu. Potom
nejlepsi linedrni predikce prvku X,ip na zakladé
Xn—l, Xn_2, . je

™

Xoon(n—1) = / M, (A)dZ(N),

—T

kde ®4(A) = &5 () a {Z), A € [-m, 7]} je proces s
ortogondalnimi p¥iristky ze spektralniho rozkladu {X;, t € Z}.
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Chyba predikce je
62 = E|Xpsn — Xpin(n — 1)
= RO)~ [ 104 F)I0) (34)

—T

= R(0) — / ! e Mo, (N F(N)d. (35)

Dikaz: Andé&l (1976), kap. X, vé&ta 8. L]

Funkce &) se nazyva spektradlni charakteristika predikce prvku

Xn+h na zakladé X,,,l, X,,,g, PN
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Priklad (AR(1)):

Xe=@oXe 1+ Yo, lp| <1, 0 #0,Y;: ~ WN(OaUZ)-

Hleddme predpovéd )A<,,+h(n — 1) ve spektrdlni doménég, kdyz
zname X,_1,Xp_2,...,h > 0.
Spektralni hustota posloupnosti {X;, t € Z} je

o2 1 o2 1
f )\ - - _ _ — f'* ( IA)
N = S T e P~ 27 (A= pe ™)1 = pe?) <)

o2 1 o2 z

f*(2)

T (i-vr )(i-v2) 2 (- w2z 9)

je raciondlni funkce komplexni proménné z.

zeC,

o2 2(zh — d*(2
R R e
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® _
¢;(z) = ? = Sph+1z 17 zZc (C7
2 _htl h+1

: oz —
Vi(z) = 2 ] (190 ) cC,
prostoru —_— —_—
’Pr‘cdikcc Tz SO 902
e spektrélni charakteristika predikce je ®5(\) = @*le=™ a
zalozens na . T AR v
nekoneng nejlepsi linedrni predpovéd
Predikce ve T
spektralni < H
domént Xogn(n—1) = / e d,(N)dZ(N)

—Tr

_ / ei"Agoh"'le_i)‘dZ()\)

_ /7T ei(n—l)Adz(A)(ph-‘rl — (ph+1Xn—1-

Dostali jsme stejny vysledek jako v &asové doméné.
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Chyba predikce: Podle vzorce (34) mame
~ 2 A~
5 = B[ Xern — Kern(t = D2 = IXernl® = [Ren(t — D2

= R(0) — E|Xe1a(t — 1)|2 = R(0) - E ‘/_ﬂ e dy(N)dZ(N)

o[

= R(0) — | X"+ /7r f(\)d\ = R(0) (1 _ S02(h+1)) ,

—T
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coZ opét souhlasi s vysledkem v ¢asové doméné.
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