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procesy II

Zuzana
Prášková
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náhodných
proces̊u

Markovovy
procesy

Procesy
s nezávislými
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charakteristiky

Definice procesu

Daniel-
Kolmogorovova
věta
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Definice:
Nechť (Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor, nechť T ⊂ R.
Rodina reálných náhodných veličin {Xt , t ∈ T} definovaných
na (Ω,A,P) se nazývá náhodný proces.

Poznámka:
T = Z = {0,±1,±2, . . . } nebo T ⊂ Z - proces s diskrétńım
časem, časová řada
T = [a, b], −∞ ≤ a < b ≤ ∞ - {Xt , t ∈ T} je proces se
spojitým časem.

Definice:
Dvojice (S , E), kde S je množina hodnot náhodných veličin Xt

a E je σ−algebra podmnožin S , se nazývá stavový prostor
procesu {Xt , t ∈ T}. Pokud náhodné veličiny Xt nabývaj́ı
pouze diskrétńıch hodnot, ř́ıkáme, že jde o proces s diskrétńımi
stavy, nabývaj́ı-li hodnot z nějakého intervalu, mluv́ıme o
procesu se spojitými stavy.
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Striktńı a slabá
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Definice:
Reálný stochastický proces {Xt , t ∈ T} se nazývá mě̌ritelný,
jestliže zobrazeńı (ω, t)→ Xt(ω) je A⊗ BT−mě̌ritelné, kde
BT je σ−algebra borelovských podmnožin T a A⊗ BT znač́ı
součinovou σ−algebru.

konečně-rozměrná rozděleńı:
∀n ∈ N0 a každé konečné podmnožině {t1, . . . , tn} ⊂ T lze
p̌rǐradit systém náhodných veličin Xt1 , . . . ,Xtn , které maj́ı
sdružené rozděleńı s distribučńı funkćı

P [Xt1 ≤ x1, . . . ,Xtn ≤ xn] = Ft1,...,tn(x1, . . . , xn)

pro všechna x1, . . . , xn.

Systém distribučńıch funkćı se nazývá konzistentńı, jestliže plat́ı

• Fti1 ,...,tin
(xi1 , . . . , xin) = Ft1,...,tn(x1, . . . , xn) pro každou

permutaci (i1, . . . , in) z (1, . . . , n).

• limxn→∞ Ft1,...,tn(x1, . . . , xn) = Ft1,...,tn−1(x1, . . . , xn−1).
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procesy II

Zuzana
Prášková
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Systém charakteristických funkćı odpov́ıdaj́ıćı Ft1,...,tn :
Je-li X = (X1, . . . ,Xn) náhodný vektor, pak charakteristická
funkce má tvar

ϕ(u) := Eeiu>X = Eei
∑n

j=1 ujXj , u = (u1, . . . , un).

• Ft1,...,tn(x1, . . . , xn)↔ ϕ(u1, . . . , un),

• symetrie:
ϕ(ui1 , . . . , uin) = ϕ(u1, . . . , un)

pro lib. permutaci (i1, . . . , in) z (1, . . . , n),

• konzistence:

lim
un→0

ϕXt1 ,...,Xtn
(u1, . . . , un) = ϕXt1 ,...,Xtn−1

(u1, . . . , un−1).
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Daniel-Kolmogorovova věta

Ke každému náhodnému procesu existuje konzistentńı systém
distribučńıch funkćı. Naopak plat́ı

Věta 0:
Nechť {Ft1,...,tn(x1, . . . , xn)} je konzistentńı systém
distribučńıch funkćı. Potom existuje náhodný proces
{Xt , t ∈ T} takový, že pro každé n ∈ N, libovolná
t1, . . . , tn ∈ T a libovolná reálná x1, . . . , xn plat́ı

P [Xt1 ≤ x1, . . . ,Xtn ≤ xn] = Ft1,...,tn(x1, . . . , xn).

Důkaz: Štěpán (1987), věta I.10.3.
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Definice:
Komplexńı náhodná veličina X se definuje jako X = Y + iZ ,
kde Y a Z jsou reálné náhodné veličiny.

Pokud existuj́ı sťredńı hodnoty EY a EZ , definujeme sťredńı
hodnotu komplexńı náhodné veličiny X jako

EX = EY + iEZ .

Existuj́ı-li druhé momenty náhodných veličin Y a Z , definujeme
rozptyl náhodné veličiny X jako

var X := E
[
(X − EX )(X − EX )

]
= E|X − EX |2,

což je vždy nezáporné č́ıslo.

Definice:
Komplexńı náhodný proces je definován jako rodina
komplexńıch náhodných veličin na (Ω,A,P).
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Definice:
Nechť {Xt , t ∈ T} je náhodný proces takový, že pro každé
t ∈ T existuje sťredńı hodnota EXt . Potom funkce µt = EXt

definovaná na T se nazývá sťredńı hodnota procesu
{Xt , t ∈ T}. Proces, jehož sťredńı hodnota je identicky rovna
nule, se nazývá centrovaný.

Definice:
Jestliže {Xt , t ∈ T} je proces s konečnými druhými momenty,
tj. E|Xt |2 <∞, ∀t ∈ T , potom (obecně komplexńı) funkce
dvou proměnných definovaná na T × T p̌redpisem

R(s, t) = E
[
(Xs − µs)(X t − µt)

]
se nazývá autokovariančńı funkce procesu {Xt , t ∈ T}.
Hodnota R(t, t) se nazývá rozptyl procesu v čase t.
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charakteristiky

Definice procesu

Daniel-
Kolmogorovova
věta
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p̌ŕır̊ustky

Definice:
Autokorelačńı funkce procesu {Xt , t ∈ T} s kladnými rozptyly
je definována jako

r(s, t) =
R(s, t)√

R(s, s)
√

R(t, t)
, s, t ∈ T .

Definice:
Náhodný proces {Xt , t ∈ T} se nazývá gaussovský (normálńı),
jsou-li všechna jeho konečněrozměrná rozděleńı normálńı, tj.
jestliže pro každé n ∈ N a t1, . . . , tn ∈ T má vektor
(Xt1 , . . . ,Xtn)> n−rozměrné normálńı rozděleńı Nn(mt,Vt),
kde mt = (EXt1 , . . . ,EXtn)> a

Vt =


varXt1 cov(Xt1 ,Xt2) . . . cov(Xt1 ,Xtn)

cov(Xt2 ,Xt1) varXt2 . . . cov(Xt2 ,Xtn)

. . . . . .
. . . . . .

cov(Xtn ,Xt1) cov(Xtn ,Xt2) . . . varXtn

 .
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Definice:
Řekneme, že náhodný proces {Xt , t ∈ T} je striktně
stacionárńı, jestliže pro libovolné n ∈ N, pro libovolná reálná
x1, . . . , xn a pro libovolná t1, . . . , tn a h taková, že
tk ∈ T , tk + h ∈ T , 1 ≤ k ≤ n, plat́ı

Ft1,...,tn(x1, . . . , xn) = Ft1+h,...,tn+h(x1, . . . , xn).

Definice:
Náhodný proces {Xt , t ∈ T} s konečnými druhými momenty
se nazývá slabě stacionárńı, má-li konstantńı sťredńı hodnotu
µt = µ, ∀t ∈ T a je-li jeho autokovariančńı funkce R(s, t)
funkćı pouze s − t. Je-li splněna pouze podḿınka na
autokovariančńı funkci, mluv́ıme o kovariančńı stacionaritě.
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Autokovariančńı funkce slabě stacionárńıch proces̊u:

R(t) := R(t, 0), t ∈ T ,

(funkce jedné proměnné).

Rozptyl stacionárńıho procesu : var Xt = R(t − t) = R(0)

Autokorelačńı funkce je potom dána p̌redpisem

r(t) =
R(t)

R(0)
.

Věta 1:
Striktně stacionárńı náhodný proces {Xt , t ∈ T} s konečnými
druhými momenty je i slabě stacionárńı.

Důkaz:
{Xt , t ∈ T} striktně stacionárńı ⇒ Xt maj́ı pro všechna t ∈ T
stejné rozděleńı a tedy stejnou konečnou sťredńı hodnotu

EXt = EXt+h, ∀t ∈ T , ∀h : t + h ∈ T

speciálně pro h = −t : EXt = EX0 = konst
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Důkaz Věty 1, pokr.

Podobně (Xt ,Xs) a (Xt+h,Xs+h) maj́ı stejné sdružené rozděleńı
a tedy

E [Xt Xs ] = E [Xt+h Xs+h] ∀s, t ∈ T , ∀h : s + h ∈ T , t + h ∈ T

speciálně pro h = −t : E [XtXs ] = E [X0Xs−t ]
je funkce s − t. �
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Př́ıklad:
{Xt , t ∈ T} posloupnost iid náhodných veličin s distribučńı
funkćı F

Ft1,...,tn(x1, . . . , xn) = P [Xt1 ≤ x1, . . . ,Xtn ≤ xn] =

=
n∏

i=1

P [Xti ≤ xi ] =
n∏

i=1

F (xi ),

Ft1+h,...,tn+h(x1, . . . , xn) = P [Xt1+h ≤ x1, . . . ,Xtn+h ≤ xn] =

=
n∏

i=1

P [Xti +h ≤ xi ] =
n∏

i=1

F (xi ),

⇒ {Xt , t ∈ T} je striktně stacionárńı.
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důležité ťŕıdy
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Př́ıklad:
Posloupnost {Xt , t ∈ Z} definovaná p̌redpisem

Xt = (−1)tX ,

kde X je náhodná veličina:

X =

{
−1

4 s pravděpodobnost́ı 3
4 ,

3
4 s pravděpodobnost́ı 1

4 .
.

Pak {Xt , t ∈ Z} je slabě stacionárńı, neboť

EXt = 0,

var Xt = σ2 =
3

16
,

R(s, t) = σ2(−1)s+t = σ2(−1)s−t ,

ale neńı striktně stacionárńı (veličiny X a −X maj́ı r̊uzné
rozděleńı).
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Prášková
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Věta 2:
Slabě stacionárńı gaussovský proces {Xt , t ∈ T} je i striktně
stacionárńı.

Důkaz:
Ze slabé stacionarity procesu {Xt , t ∈ T} plyne
EXt = µ, cov (Xt ,Xs) = R(t− s) = cov (Xt+h,Xs+h), t, s ∈ T ,
tedy

E(Xt1 , . . . ,Xtn) = µ = (µ, . . . , µ) = E(Xt1+h, . . . ,Xtn+h)

var (Xt1 , . . . ,Xtn) = Σ = var (Xt1+h, . . . ,Xtn+h)
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základńı
charakteristiky

Definice procesu

Daniel-
Kolmogorovova
věta
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Σ =


R(0) R(t2 − t1) . . . R(tn − t1)

R(t2 − t1) R(0) . . . R(tn − t2)
...

...
. . .

...
. . . R(0)

 .

Protože normálńı rozděleńı je určeno jednoznačně vektorem
sťredńıch hodnot a variančńı matićı, (Xt1 , . . . ,Xtn) ∼ N (µ,Σ),
a (Xt1+h, . . . ,Xtn+h) ∼ N (µ,Σ)⇒ {Xt , t ∈ T} je striktně
stacionárńı. �
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Základńı vlastnosti autokovariančńı funkce.

Věta 3:
Nechť {Xt , t ∈ T} je proces s konečnými druhými momenty.
Potom pro jeho autokovariančńı funkci plat́ı

R(t, t) ≥ 0,

|R(s, t)| ≤
√

R(s, s)
√

R(t, t).

Důkaz:
Prvńı vlastnost je vlastnost rozptylu. Druhá vlastnost plyne ze
Schwarzovy nerovnosti, neboť

|R(s, t)| = |E(Xs − EXs)(Xt − EXt)| ≤ E|(Xs − EXs)(Xt − EXt)|

≤ (E|Xs − EXs |2)
1
2 (E|Xt − EXt |2)

1
2 =

√
R(s, s)

√
R(t, t).

�

Pro slabě stacionárńı proces je tedy R(0) ≥ 0 a |R(t)| ≤ R(0).
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věta

Autokovariančńı
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Definice:
Nechť f (s, t) je obecně komplexńı funkce definovaná na
T × T , T ⊂ R. Řekneme, že f je pozitivně semidefinitńı,
jestliže ∀n ∈ N, libovolná komplexńı č́ısla c1, . . . , cn a libovolné
body t1, . . . , tn ∈ T plat́ı

n∑
j=1

n∑
k=1

cjck f (tj , tk) ≥ 0.

Ř́ıkáme, že komplexńı funkce g jedné proměnné na T je
pozitivně semidefinitńı, jestliže ∀n ∈ N, libovolná komplexńı
č́ısla c1, . . . , cn a libovolné body t1, . . . , tn ∈ T , takové že
tj − tk ∈ T , plat́ı

n∑
j=1

n∑
k=1

cjckg(tj − tk) ≥ 0.
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Definice:
Řekneme, že komplexńı funkce f na T × T je hermitovsky
symetrická, jestliže f (s, t) = f (t, s) ∀s, t ∈ T . Komplexńı
funkce g jedné proměnné se nazývá hermitovsky symetrická,
když ∀t ∈ T je g(−t) = g(t).

Věta 4:
Pozitivně semidefinitńı funkce je i hermitovsky symetrická.

Důkaz:
V definici pozitivńı semidefinitnosti pro n = 1 stač́ı zvolit
c1 = 1; pro n = 2 stač́ı zvolit c1 = 1, c2 = 1 a dále
c1 = 1, c2 = i(=

√
−1). �

Poznámka:
Reálná funkce f dvou proměnných na T ×T , která je pozitivně
semidefinitńı, je symetrická, tj. f (s, t) = f (t, s) pro všechny
body s, t ∈ T . Pro reálnou funkci g jedné proměnné na T
z pozitivńı semidefinitnosti plyne g(t) = g(−t) pro každé
t ∈ T .
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funkce
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Věta 5:
Nechť {Xt , t ∈ T} je proces s konečnými druhými momenty.
Potom jeho autokovariančńı funkce je pozitivně semidefinitńı
na T × T .

Důkaz:
Bez újmy na obecnosti p̌redpokládejme, že proces je
centrovaný. Potom pro každé n ∈ N, komplexńı konstanty
c1, . . . , cn a body t1, . . . , tn ∈ T plat́ı

0 ≤ E

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

cjXtj

∣∣∣∣∣∣
2

= E

 n∑
j=1

cjXtj

n∑
k=1

ckXtk


=

n∑
j=1

n∑
k=1

cjckE(Xtj Xtk ) =
n∑

j=1

n∑
k=1

cjckR(tj , tk).

�
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funkce
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Věta 6:
Ke každé pozitivně semidefinitńı funkci R na T × T existuje
náhodný proces {Xt , t ∈ T} s konečnými druhými momenty
takový, že R je jeho autokovariančńı funkćı.

Důkaz:
Větu dokážeme pouze pro reálnou funkci R. Důkaz pro
obecnou pozitivně semidefinitńı funkci lze nalézt nap̌r. v Loève
(1955), kap. X, odst. 34.
Z pozitivńı semidefinitnosti funkce R plyne, že pro každé n ∈ N
a libovolná reálná č́ısla t1, . . . , tn ∈ T je matice

Vt =


R(t1, t1) R(t1, t2) . . . R(t1, tn)
R(t2, t1) R(t2, t2) . . . R(t2, tn)
. . . . . . . . . . . .

R(tn, t1) R(tn, t2) . . . R(tn, tn)


pozitivně semidefinitńı.
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Důkaz Věty 6, pokr.

Funkce

ϕ(u) = exp

{
−1

2
u>Vtu

}
, u ∈ Rn

je charakteristickou funkćı normálńıho rozděleńı Nn(0,Vt).
∀n ∈ N a libovolná reálná č́ısla t1, . . . , tn ∈ T takto vytvǒŕıme
systém charakteristických funkćı, jemuž odpov́ıdá systém
normálńıch distribučńıch funkćı, který je konzistentńı. Tud́ıž
podle Daniellovy-Kolmogorovovy věty existuje gaussovský
náhodný proces, jehož všechny vzájemné kovariance jsou
určeny hodnotami funkce R(s, t); funkce R je tedy jeho
autokovariančńı funkce. �
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Př́ıklad:
Zjistěte, zda je funkce cos t, t ∈ T = (−∞,∞)
autokovariančńı funkćı nějakého náhodného procesu.

Řešeńı:
Stač́ı ově̌rit, že funkce cos t je pozitivně semidefinitńı. Nechť je
n ∈ N, c1, . . . , cn ∈ C a t1, . . . , tn ∈ R. Potom plat́ı

n∑
j=1

n∑
k=1

cjck cos(tj − tk) =
n∑

j=1

n∑
k=1

cjck(cos tj cos tk + sin tj sin tk)

=

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

cj cos tj

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ck sin tk

∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Funkce cos t je tedy pozitivně semidefinitńı, a proto podle věty
6 existuje (gaussovský) náhodný proces {Xt , t ∈ T}, jehož
autokovariančńı funkce je R(s, t) = cos(s − t).
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funkce

Striktńı a slabá
stacionarita

Vlastnosti
autokovariančńı
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Věta 7:
Součet dvou pozitivně semidefinitńıch funkćı je pozitivně
semidefinitńı funkce.

Důkaz:
Tvrzeńı plyne z definice pozitivně semidefinitńı funkce, neboť
jsou-li funkce f a g pozitivně semidefinitńı a h = f + g , plat́ı
pro každé n ∈ N, komplexńı konstanty c1, . . . , cn a body
t1, . . . , tn ∈ T

n∑
j=1

n∑
k=1

cjckh(tj , tk) =
n∑

j=1

n∑
k=1

cjck [f (tj , tk) + g(tj , tk)]

=
n∑

j=1

n∑
k=1

cjck f (tj , tk) +
n∑

j=1

n∑
k=1

cjckg(tj , tk) ≥ 0.

�
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základńı
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Důsledek:
Součet dvou autokovariančńıch funkćı je autokovariančńı funkce
nějakého náhodného procesu s konečnými druhými momenty.

Důkaz:
Tvrzeńı je jednoduchým důsledkem vět 5, 6 a 7. �

Věta 8:
Reálná část autokovariančńı funkce je také autokovariančńı
funkćı. Imaginárńı část je autokovariančńı funkćı jen tehdy, je-li
identicky rovná nule.

Důkaz:
Bez újmy na obecnosti dokážeme tvrzeńı jen pro centrované
procesy. Je-li Xt = Yt + iZt komplexńı proces s nulovou sťredńı
hodnotou, pak EYt = EZt = 0 a
R(s, t) = EXsX t = E [(Ys + iZs)(Yt − iZt)] =
EYsYt + EZsZt + i(EZsYt − EYsZt). Reálná část je
autokovariančńı funkćı podle p̌redchoźıho důsledku. Protože
pro s = t je imaginárńı část nulová, plat́ı i druhé tvrzeńı. �
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základńı
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věta

Autokovariančńı
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Markovovy procesy

Definice:
Řekneme, že proces {Xt , t ∈ T} je Markov̊uv proces se
stavovým prostorem (S , E), jestliže pro libovolné
t0, t1, . . . , tn, 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn, plat́ı

P(Xtn ≤ x |Xtn−1 , . . . ,Xt0) = P(Xtn ≤ x |Xtn−1) s. j. (1)

pro každé x ∈ R.
Vlastnost (1) se nazývá markovská vlastnost. Jednoduchými
p̌ŕıpady jsou Markovovy procesy s diskrétńımi stavy, neboli
Markovovy řetězce s diskrétńım a spojitým časem.
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funkce
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Př́ıklad:
Markov̊uv řetězec {Xt , t ≥ 0} s množinou stav̊u S = {0, 1}, s
počátečńım rozděleńım P(X0 = 0) = 1,P(X0 = 1) = 0 a matićı
intenzit

Q =

(
−α α
β −β

)
, α > 0, β > 0

Zkoumejme stacionaritu tohoto procesu.
V́ıme:

p(t)T = p(0)T P(t) = (1, 0)P(t) = (p00(t), p01(t))

P(t) =
1

α + β

(
β + αe−(α+β)t α− αe−(α+β)t

β − βe−(α+β)t α + βe−(α+β)t

)
.
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Př́ıklad, pokr.

Nyńı máme vzhledem k počátečńımu rozděleńı

P(Xt = 1) = p01(t) = EXt =
1

α + β
·
(
α− αe−(α+β)t

)
,

což záviśı na t, proces tedy neńı striktně, ani slabě stacionárńı.

Pokud ale počátečńı rozděleńı je stacionárńı rozděleńı daného
Markovova řetězce, potom {Xt , t ≥ 0} je striktně stacionárńı
proces se sťredńı hodnotou EXt = α

α+β a autokovariančńı
funkćı

R(s, t) =
αβ

(α + β)2
e−(α+β)|s−t|.

Je tedy i slabě stacionárńı.
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Př́ıklad, pokr.

Důk.
stacionárńı rozděleńı: πT = πT P(t)

lze řešit jako πT Q = 0T

π0 = β
α+β , π1 = α

α+β

ze stacionarity: p(t) = π ⇒ EXt = P(Xt = 1) = α
α+β

pro t < s,

E(XtXs) = 1 · P(Xt = 1,Xs = 1)

= P(Xs = 1|Xt = 1)P(Xt = 1)

= p11(s − t)P(Xt = 1)
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věta

Autokovariančńı
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Procesy s nezávislými p̌ŕır̊ustky

Definice:
Řekneme, že proces {Xt , t ∈ T}, kde T je interval, má
nezávislé p̌ŕır̊ustky, jestliže pro každé t1, t2, . . . , tn ∈ T
s vlastnost́ı t1 < t2 < · · · < tn jsou náhodné veličiny
Xt2 − Xt1 , . . . ,Xtn − Xtn−1 nezávislé.

Jestliže pro každé s, t ∈ T , s < t, rozděleńı p̌ŕır̊ustk̊u Xt − Xs

záviśı pouze na t − s, řekneme, že proces {Xt , t ∈ T} má
stacionárńı p̌ŕır̊ustky.

Př. Poisson̊uv proces s intenzitou λ je Markov̊uv řetězec
{Xt , t ≥ 0} se spojitým časem takový, že X0 = 0 s. j. a pro
t > 0 maj́ı náhodné veličiny Xt Poissonovo rozděleńı
s parametrem λt. Př́ır̊ustky Xt − Xs pro s < t maj́ı Poissonovo
rozděleńı s parametrem λ(t − s). Neńı stacionárńı ani ve
striktńım, ani v slabém smyslu.
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funkce
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náhodných
proces̊u

Markovovy
procesy

Procesy
s nezávislými
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Wiener̊uv proces (někdy též nazývaný proces Brownova
pohybu). Je definován jako gaussovský náhodný proces
{Wt , t ≥ 0} s následuj́ıćımi vlastnostmi:

1 W0 = 0 s. j. a {Wt , t ≥ 0} má spojité trajektorie.

2 Pro libovolné časové okamžiky 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn jsou
p̌ŕır̊ustky Wt1 ,Wt2 −Wt1 ,Wt3 −Wt2 , . . . ,Wtn −Wtn−1

nezávislé náhodné veličiny.

3 Pro libovolné časové okamžiky 0 ≤ t < s maj́ı p̌ŕır̊ustky
Ws −Wt normálńı rozděleńı s nulovou sťredńı hodnotou a
rozptylem σ2(s − t), kde σ2 je kladná konstanta.
Speciálně, pro každé t ≥ 0 je EWt = 0 a var Wt = σ2t.

Jak je vidět, ani Wiener̊uv proces neńı stacionárńı ve smyslu
výše uvedených definic stacionarity.
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