Cvièení z náhodných procesù II - vybrané pøíklady

Pøíklad 1) Nechż X_t, t ∈ T (kde T = R nebo T = Z nebo T = R_+ nebo T = N) je striktnì stacionární proces. Kdy¿ X_t ∈ L_2, pak je tento proces také slabì stacionární. Doka¿te.

Pøíklad 2) Nechż X_t, t ∈ N (nebo T = Z) je posloupnost nezávislých stejnì rozdìlených náhodných velièin s Cauchyovým rozdìlením. Co lze øíci o striktní stacionaritì, co o slabé stacionaritì? Pøíklad 3) Nechż pro t ∈ Z je X_t = (−1)^tX, kde X je n.v. s nulovou støední hodnotou a rozptylem σ^2 < +∞. Co lze øíci o slabé a striktní stacionaritì?

Pøíklad 4) Nechż X_t, t ∈ T (kde T = R nebo T = Z nebo T = R_+ nebo T = N) je slabì stacionární proces. Kdy¿ je tento proces gaussovský, pak je také striktnì stacionární. Doka¿te pomocí charakteristické funkce.

Pøíklad 5) Spoètìte autokovarianèní funkci Wienerova procesu. Je Wienerùv proces slabì stacionární? Pøíklad 6) Nechż X_t = ρX_{t−1} + Z_t pro ka¿dé t ∈ Z, Z_{2t} = U_t a Z_{2t+1} =^1√_2 (U^2_t − 1) pro t ∈ Z. Náhodné velièiny U_t, t ∈ Z jsou nezávislé a U_t ∼ N(0, 1). a) Uka¿te, ¿e X_t, t ∈ Z není striktnì stacionární. b) Urèete ρ tak, aby X_t, t ∈ Z byl slabì stacionární.

Pøíklad 7) Nechż f je pozitivnì semide˛nitní funkce, tj. ∀k ∈ N, t_1, t_2, . . . , t_k ∈ R, c_1, c_2, . . . , c_k ∈ C platí ∑_k j=1 ∑_k l=1 c_j c_lf(t_j , t_l) ≥ 0. Pak je f hermitovsky symetrická, tj. f(t, t) ≥ 0 a f(s, t) = f(t, s). (Návod:

pro k = 1 zvolte c_1 = 1, pro k = 2 zvolte c_1 = 1, c_2 = 1 a dále c_1 = 1, c_2 = i = √ −1.)

Pøíklad 8) Nechż R_1, R_2 jsou autokovarianèní funkce slabì stacionárních procesù a a > 0, b > 0. Pak aR_1 + bR_2 je opìt autokovarianèní funkce nìjakého slabì stacionárního procesu. Pøíklad 9) Nechż X_t = a + bt + Y_t, t ∈ Z, kde Y_t, t ∈ Z jsou nezávislé stejnì rozdìlené n.v. s EY_t = 0, Var (Y_t) = σ^2 a a, b ∈ R jsou konstanty. De˛nujme

W_t = 1 2q + 1 q∑ j=−q X_{t+j} .

Spoètìte støední hodnotu a autokovarianèní funkci procesu W_t, t ∈ Z.

Pøíklad 10) Nechż X_t, t ∈ T a Y_t, t ∈ T (kde T = R nebo T = Z nebo T = R_+ nebo T = N) jsou nekorelované (slabì) stacionární procesy, tj. ∀t, s ∈ T jsou X_t, Y_s nekorelované n.v. Doka¿te, ¿e pak i X_t + Y_t, t ∈ T je (slabì) stacionární proces.

Pøíklad 11) Nechż X_t, t ∈ T (kde T = R nebo T = Z nebo T = R_+ nebo T = N) je gaussovský stacionární proces s nulovou støední hodnotou. Doka¿te, ¿e pak i Y_t = X^2_t , t ∈ T je (slabì i striktnì) stacionární proces se støední hodnotou R^2_X (0) a autokovarianèní funkcí R_Y (s, t) = 2R_X (s − t). Návod: U¿ijte Isserlisùv vzorec pro momenty sdru¿eného normálního rozdìlení s nulovou støední hodnotou

E [X_1X_2X_3X_4] = E [X_1X_2] E [X_3X_4] + E [X_1X_3] E [X_2X_4] + E [X_1X_4] E [X_2X_3]

(lze dokázat derivováním charakteristické funkce).)

Pøíklad 12) Uva¿ujme proces X_t = cos(t + B), t ∈ R, kde B je n.v. s rovnomìrným rozdìlením na [0, 2π]. Zjistìte, zda jde o (slabì) stacionární proces a rozhodnìte o jeho spojitosti a diferencovatelnosti (v L_2).

Pøíklad 13) Nechż stacionární proces X_t, t ∈ R má autokovarianèní funkci R(t) = e^{−α|t|}, t ∈ R, kde α > 0. Doka¿te, ¿e tento proces nemá derivaci v L_2.

Pøíklad 14) Nechż stacionární proces X_t, t ∈ T (kde T = R nebo T = R_+) má derivaci X^′_t, t ∈ T . Pak je X^′_t, t ∈ T opìt stacionární proces.

Pøíklad 15) Nechż Y_t, t ∈ Z a Z_t, t ∈ Z jsou nezávislé stacionární náhodné posloupnosti se spektrálními hustotami f_Y , f_Z . Potom posloupnost X_t = Y_t + Z_t, t ∈ Z je opìt stacionární se spektrální hustotou f_X = f_Y + f_Z .

Pøíklad 16) Nechż stacionární proces X_t, t ∈ R má spektrální hustotu f(λ) = { a pokud − b ≤ λ ≤ b, 0 pokud |λ| > b, kde b > 0. Urèete autokovarianèní funkci tohoto procesu.

Pøíklad 17) Nechż stacionární proces X_t, t ∈ R má spektrální hustotu

f(λ) = 0 pokud |λ| < λ_0, c^2 pokud λ_0 ≤ |λ| ≤ 2λ_0, 0 pokud |λ| > 2λ_0, kde λ_0 > 0.

Urèete autokovarianèní funkci tohoto procesu.

Pøíklad 18) Nechż stacionární proces X_t, t ∈ R má autokovarianèní funkci

R(t) = ae^{−α|t|}(1 + α|t|) pro ka¿dé t ∈ R, kde a > 0, α > 0.

Urèete spektrální hustotu tohoto procesu, pokud existuje. Pøíklad 19) Nechż stacionární proces X_t, t ∈ R má autokovarianèní funkci

R(t) = σ^2e^{−α|t|} cos(βt) pro ka¿dé t ∈ R, kde α > 0, β > 0, σ^2 > 0.

Urèete spektrální hustotu tohoto procesu, pokud existuje. Pøíklad 20) Nechż stacionární proces X_t, t ∈ R má autokovarianèní funkci R(t) = n∑ j=1 a_j e^{−αj |t|} pro ka¿dé t ∈ R, kde a_j > 0, α_j > 0, ∀j = 1, 2, . . . , n.

Urèete spektrální hustotu tohoto procesu, pokud existuje.

Pøíklad 21) Uva¿ujme stacionární posloupnost Y_t = (−1)^tY , t ∈ N, kde Y je reálná n.v. s EY = 0, VarY = σ^2 > 0. Urèete autokovarianèní funkci a spektrální distribuèní funkci tohoto procesu. Existuje spektrální hustota ?

Pøíklad 22) Uva¿ujme stacionární posloupnost X_t = ρ cos(γt + v), t ∈ N, kde γ ∈ R a v je reálná n.v. s rovnomìrným rozdìlením na (0, 2π). Urèete autokovarianèní funkci tohoto procesu. Zjistìte, zda existuje spektrální hustota.

Pøíklad 23) Urèete spektrální hustotu stacionární posloupnosti s autokovarianèní funkcí R(t) = c

(_1 2 )_{|t|} , t ∈ Z, kde c > 0.

Pøíklad 24) Uva¿ujme stacionární AR(2) proces X_t, t ∈ Z øízený rovnicí X_t − 0.7X_{t−1} + 0.1X_{t−2} = Y_t, kde EY_t = 0, VarY_t = σ^2 pro t ∈ Z a cov (Y_t, Y_s) = 0 pro t, s ∈ Z, t ≠ s. Vyjádøete tento proces ve tvaru lineárního procesu. Spoètìte autokovarianèní funkci tohoto procesu. ( X_t = +∞∑ k=0 c_kY_{t−k}, c_k = 5 3 ( 1 2 )_k − 2 3 ( 1 5 )_k )

Pøíklad 25) Doka¿te, ¿e pro rozptyl autoregresní stacionární posloupnosti AR(n) X_t, t ∈ Z øízené rovnicí a_0X_t + a_1X_{t−1} + . . . + a_nX_{t−n} = Y_t, platí

VarX_t = R(0) = σ^2 a_0(a_0r(0) + a_1r(1) + . . . + a_nr(n)) , kde σ^2 je rozptyl bílého źumu Y_t, t ∈ Z a r je autokorelaèní funkce procesu X_t, t ∈ Z.

Pøíklad 26) Pou¿itím Yule-Walkerových rovnic spoètìte autokovarianèní funkci AR(2) procesu X_t, t ∈ Z øízeného rovnicí X_t − 0.7X_{t−1} + 0.1X_{t−2} = Y_t, kde Y_t, t ∈ Z je bílý źum.

Pøíklad 27) Pou¿itím Yule-Walkerových rovnic spoètìte autokovarianèní funkci AR(2) procesu X_t, t ∈ Z øízeného rovnicí X_t − 0.2X_{t−1} − 0.24X_{t−2} = Y_t, kde Y_t, t ∈ Z je bílý źum.

Pøíklad 28) Pou¿itím Yule-Walkerových rovnic spoètìte autokovarianèní funkci AR(2) procesu X_t, t ∈ Z øízeného rovnicí X_t − 1.4X_{t−1} + 0.98X_{t−2} = Y_t, kde Y_t, t ∈ Z je bílý źum.

Pøíklad 29) Pou¿itím Yule-Walkerových rovnic spoètìte autokovarianèní funkci AR(2) procesu X_t, t ∈ Z øízeného rovnicí X_t − 0.4X_{t−1} + 0.04X_{t−2} = Y_t, kde Y_t, t ∈ Z je bílý źum.

Pøíklad 30) Nechż AR(3) posloupnost X_t, t ∈ Z je øízena rovnicí X_t −^5_4 X_{t−1} +^1_2 X_{t−2} −^1_{16} X_{t−3} = Y_t, kde Y_t, t ∈ Z je bílý źum. Urèete autokovarianèní funkci této posloupnosti. ( x^3 − 5 4 x^2 + 1 2 x − 1 16 = ( x − 1 2 )_2 ( x − 1 4 ))

Pøíklad 31) Autokovarianèní funkce R(t), t ∈ Z modelu ARMA(p, q) vyhovuje soustavì rovnic a_0R(t) + a_1R(t − 1) + . . . + a_pR(t − p) = 0, t ∈ Z, t > max{q, p} Poèáteèní hodnoty R(0), R(1), . . . R(max{q, p}) se získají øeźením soustavy rovnic

a_0R(t) + a_1R(t − 1) + . . . + a_pR(t − p) = b_0E [Y_j X_{j−t}] + b_1E [Y_{j−1}X_{j−t}] + . . . + b_q E [Y_{j−q} X_{j−t}]

pro t = 0, 1, . . . , max{q, p}. Index j ∈ Z lze volit libovolnì. Pøi øeźení se vyu¿ije symetrie autokovarianèní funkce, R(−t) = R(t) (obecnì R(−t) = R(t)).

Speciálnì pro proces ARMA(2, 1), který je dán rovnicí X_t − X_{t−1} +^1_4 X_{t−2} = Y_t + Y_{t−1}, dostaneme soustavu R(t) − R(t − 1) + 1 4 R(t − 2) = 0 t ∈ Z, t > 2. Tato soustava má obecné øeźení R(t) = c_1

(_1 2 )_t + c_1t

(_1 2 )_t pro t = 1, 2, 3, . . . .. Musí být jeźtì splnìny rovnice R(0) − R(1) + 1 4 R(2) =3σ^2,

−R(0) + 5 4 R(1) =σ^2,

R(2) − R(1) + 1 4 R(0) =0.

Øeźením je tedy R(t) =^{32}_3

(_1 2 )_{|t|} + 8|t| (_1 2 )_{|t|} pro vźechna t ∈ Z. Alternativnì lze vyjádøit posloupnost ve tvaru lineárního procesu X_t = ∑_{+∞} k=0 c_kY_{t−k}, kde c_k =

(_1 2 )_k + 3k

(_1 2 )_k pro vźechna k ∈ N.

Pøíklad 32) Spoètìte autokovarianèní funkci procesu X_t, který se øídí modelem ARMA(2, 1)

X_t − 0.5 X_{t−1} + 0.4 X_{t−2} = Y_t + 0.25 Y_{t−1}

kde Y_t, t ∈ Z je bílý źum.

Pøíklad 33) Spoètìte autokovarianèní funkci procesu X_t,

X_t + 0.6 X_{t−1} = Y_t + 1.2 Y_{t−1},

kde Y_t, t ∈ Z je bílý źum.

Pøíklad 34) Nechż Z_t = Y_t + W_t a Y_t + βY_{t−1} = U_t, t ∈ Z, pøièem¿ U_t, W_t jsou nezávislé mezi sebou i vzájemnì a EU_t = 0, EW_t = 0, VarU_t = σ^2, VarW_t = τ^2. Doka¿te, ¿e Z_t, t ∈ Z je stacionární posloupnost se spektrální hustotou f(λ) = σ^2 + τ^2(1 + β^2 + 2β cos(λ)) 2π(1 + β^2 + 2β cos(λ)) .

Pøíklad 35) Ovìøte, zda procesy z pøíkladù 16, 17, 18, 19, 20 jsou ergodické podle støedu. Pøíklad 36) Ovìøte, zda posloupnosti AR(p), MA(q), ARMA(p,q) jsou ergodické podle støedu. Pøíklad 37) Uva¿ujme stacionární AR(1) proces X_t, t ∈ Z øízený rovnicí X_t +^1_3 X_{t−1} = Y_t, kde Y_t, t ∈ Z je bílý źum. Predikujte hodnoty X_{k+1} pro k ∈ N, jestli¿e jsme pozorovali hodnoty X_0 = X_1 = 1. Pøíklad 38) Uva¿ujme stacionární AR(2) proces X_t, t ∈ Z øízený rovnicí X_t +^1_3 X_{t−1} +^1_3 X_{t−2} = Y_t, kde Y_t, t ∈ Z je bílý źum. Predikujte hodnoty X_{k+1} pro k ∈ N, jestli¿e jsme pozorovali hodnoty a) X_0 = X_1 = 1; b) X_1 = 1; c) X_0 = 1; d) X_0 = X_1 = X_{−1} = 1.

Pøíklad 39) Uva¿ujme stacionární ARMA(1,1) proces X_t, t ∈ Z øízený rovnicí X_t +^1_3 X_{t−1} = Y_t − Y_{t−1}, kde Y_t, t ∈ Z je bílý źum. Predikujte hodnoty X_{k+1} pro k ∈ N, jestli¿e jsme pozorovali hodnoty X_0 = −1, X_1 = 2.

Pøíklad 40) Jsou známy hodnoty X_1 = 5, 9; X_2 = 4, 9; X_3 = 2, 2; X_4 = 2, 0; X_5 = 4, 9 procesu (X_t − 4) − 0, 8(X_{t−1} − 4) = Y_t,

kde {Y_t} je bílý źum s nulovou støední hodnotou a rozptylem σ^2 = 0, 7. Najdìte pøedpovìï pro X_6, X_7.